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"Mjieux vaut le cristal gue la fumée"

INTRODUCTION :

Cette publication est un exposé des notions élementaires de
géométrie métrique plane. Il ne s'agit pas d'un cours destiné aux éléves,
mais d'un "livre du maitre", prenant comme base les programmes actuels
de 4éme et 3éme,.

Au début, il nous a semblé utile d'étudier assez précisément la
droite métrique pour préparer la définition du plan métrigue. hous oré-
sentons celui-ci de maniére axiomatigue : il 2 été mis en valeur la noticn
de symétrie orthogonale (qui nous donnera toutes les isoméiries du plan),
et celle de demi-plans convexes gui nous paraissent des "notions naturelles",
L'exposé se déroule ensuite sars probleme...

Le lecteur pourra comparer avec la présentation partant de la no-
tion d'espace vectoriel.

Toute critique, suggestion, etc... peuvent &tre adressées au
Centre de Troyes de 1'I.R.E.M. de Reims :

- soit au Lycée Marie de Champagne,
118, avenue Pasteur.

- s0it au L.E.G.T.
12, avenue des Lombards.

Nous souhaitons que le dialogue s'ouvre.

MODE D'EMPLOI

Nous avons choisi un systéme d'axiomes définissant le plan métrique
§ 5, systéme qui aurait pu, peut-8ire, &tre réduit (?) ou augmenté. Dans ce
dernier cas, 1'exposé serait simplifié en choisissant les axiomes suivants :
A. & A, inchangés
1% 74 Chid s,
A5 5 Soit 0 € P P e-=->P
M p---S (M) = M

S0 est une isométrie de P.

tel que O soit le milieu de(M,M

6 ° Scit D une droite de P. Il existe une uniaue isométrie SD t P> F
telle que D soit l'ensemble des points fixes de SB et

telle que SD échange les deux demi-plans créés par D.

et la définition du plan métrique serait :
si (P,d,D) vérifie A) & Ag, on dira que c'est un plan méirique.

La lecture de 1'exposé est inchangée jusqu'au § 7 inclus ; puis, § 8 :

8.1, Orthogonalité a partir de la Prop.3.

8.2. Projection orthogonale, distance d'un point a une droite, médiatrice.

§ 9. Symétrie centrale : le cor.l de la prop.l est satisfait par A5.

§ 10.Parallélegramme. Ce paragraphe peut-&tre notablement simplifie en con-
sidérant dans Pl, P2, P3, P4 ncn pas les droites(A,B), mais les
segments [A,B J.

§ 11. Rectangle, triangle rectangle, losange, carré : inchange.



1 -~ ESPACES METRIGQUES

Déf.1l : Soit E un ensemblg;une application d : E x E —>R" est une
distance si

D1 : V X, ¥y &€& (d(K;Y) =0 ) L===% (X = Y)

D2 : ¥ x, ¥y ¢ B d(x,y) = d(y,x)

D3 : ¥ x,y,zeE d(x,y) < d(x,z) + d(z,y) (inégalité trian-
gulaire).

Dans ce cas on dit que (E, d) est un espace métrique.
Voici quelques exemples d'espaces métriques :

Ex 1 : E un ensemble quelconque d : E x E —> R d(x,y) =0 si x = ¥
d(x,y) =1 si x # v
Ex 2 :E= R 4 B XR -———> R” tel gue d{x,y) =1x-y |
Ex3:E= R d: Bx&-—>® " " d(x,y) = max (Ixl,1yD
six £yet d(gx,y) 5= 0 six =y
Ex 4 : E= R d: B" x B ———— R’

|

2 ~
a¢ (x,y),(x'y) ) = V/(x-X') + (y=3)°
2 -~ ISOMETRIES

ef 1 : Soit (E,d) et(B', d') deux espaces métrigues

(]

f :E --—-—> E' 2s5% une isométries si -
Vx,y €E a' (£ (x), £(y) ) =4 (x,y).

On peut remarguer gue pour tout espace métrigue (Z, 4) Idg + B ~—~—>E
est une isométrie,

T Rt
Prop 1 : Une isométrie est une application injective.
-I

Si £ (x) = f (y) : da' (f (x), £(y) =0=4d (x,y) d'od x = y.

Prop 2 :'a) la composée de deux isométries est une isométrie. B
b) si f est une isométrie bijective, f~1 est une isométrie.

[

a) Soit (E,d) , (E',d'), (E",d") trois espaces métriques
f :E -——>E' et : B' ————3 E" deux isoméiries
d" ( (g, f) (%), (g, 1) (¥))=d" (g (£ (x), g (£(¥)) ) = d'(£(x),f(y))= d(x,y)

b) Si f est bijective f possdéde un inverse f 1 ot

atstxn, Ty ) = aree ), £ () ) = ar (xtyt)

r o i
Cor 1 : Soit (E, d) un espace métrique
Isom.(E) 1'ensemble des isométries. bijectives de E dans E.
L—(Isom.(E), 0 ) est un groupe. i
D'aprés la propriété précédente Isom (E) est un sous—-groupe du groupe des
bijectizes de E dans E,

5 - ISOMETRIES DE LA DROITE REELLE,

Dans tout ce qui suit on considérera ® muni de la distance
d : R x R -———> R d(x,y) = | x -~ y |

On remarque alors que les applications suivantes sont des isométries
bijectives
a) la translation de vecteur a :

t, : R ————2 R ta (x) = x + a

b) la symétrie de centre a : Sa : IR =-—=» (R Sa (x) = -x + 2a

-2 -
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Prop 1 : Soit a et b deux nombres réels distincts.
. I1 existe un seul point m de IR tel que d(m,a) = d(m,b)
m=-2*P  ost dit milieu de (a,b).

L & —
lm-al = I m-blest équivalant & m - a =b - m car a #bd'ol 1'on obtient
une solution unique m o= 2 b

' B 2

Rg 1 : Soit a et b deux réels.
d(a,x) = d(b,x) équivaut & x est le milieu de (a,b) ou a = b,
Prop 2 ;LSoit f une isométirie de [R dans R. R
1) si f posséde au moins deux pointe fixes : f = Id »

2) Si f posséde un seul point fixe b : f = S b

3) Si f ne posséde pas de point fixe f est une translation
Lﬁ de vecteur non nul.
- |

1) Soit u et v deux points fixes de f et x un nombre réel,on a :
d(u,x) = d(u,f(x) ) et d(v,x) = 4d (v, f(x) )

si on avait f(x) # x, u et v seraient milieu de (x,f(x)) ce qui est impossible
car u Z v. Ainsi :¥x e R f(x) = x et f = Id R

2) Si f posséde un seul point fixe b :

vV x &R | f(x) =b |l = (x=1b!
si x est distinct de b : f(x) £Z x et f(x) = b = b = x d'ou f(x) = - x + 2b
cette égalité est encore vraie si x = b d'ou f = Sy

3) Si'f ne posséde pas de point fixe :
soit ¢ € Ret d = f(e) (d £ ¢)

g = tc_dof est une isométrie et : ¥ x € R g(x) = f(x) + ¢ - d

d'ol g(c) = ¢, g n'étant pas une symétrie car sinen g(x) = = X + a
et f (x) =~ x +a +d - c serait aussi une symétrie et possédderait
un point fixe,
Donc g = Id p et ainsi : Vx ¢ R£(x) =x +d~¢ g = by
Th 1 : Toute isométrie de IR dans |R est bijective.

Isom (IR), est l'ensemble des symétries et translations de |f

Cela résulte de la propriété 2.
g

r

Prop 3 : 1) SboSa = t2 Cha)
L 2) tbota = tb+a _r

Toute isométrie de R dans IR est un produit de symétries.

Toute isométrie de IR dans (R est une fonction sirictement monotone.

L'ensemble des translations © ( BR) est un sous-groupe commutatiif

de Isom ( [R) isomorphe & ( R, +)

Soit f une isométrie de (R dans R

a) £f( {a,b)) = (£(a),f(®)] ou [£(®), £(a)]

b) f( {a, +o) = [f(a), + o[ ou J=-oco, f(a)‘l

c) Si o est le milieu de (A, B), f(o) est le milieu de (f (A), f (B) ).

-

mF
(o]
[P

ad
o
=

Prop 4 :réoit f et g deux éléments de Isom( R)
1) Si f(a) = gla) : £ = gou f = gosa

L 2) Soit a Z b tels que f(a) = g(a) et £(b) = g(b) : £ = g:—J

- . s ~1
On considere l'isométrie g 0f

1) g-lof = Sa et alors f = 8,5,

ou g—lof = Id R et alcrs f = g.
1

2) fog- posséde au moins deux points fixes a et b, donc f_g-1= Id o et £ =g



Prop 5 : Soit xo0, yo des éléments de MR.

1) il existe une seule iranslation t telle que t(xe) = yo.
\ 2) il existe une seule syméirie s telle que s(xo) = yo.
—

1) on doif avoir g{x0) = x0 + a = yo d'ou a = yo - %o
2) On doit avoir s{xo0) = ~ xo0 + b = Yo d'od b = X0 + yo, on remarque alors
gue le pecint fixe de s est le milieu de (xo,yo).

4 - LA DROITT METRIQUE -
.t

Déf 1 . (D,d) un espace métrigue, on dit que D est une droite

-

<
L
néirique réelle, s'il existe une isométrie tijective
f:D - R.
0

naainsi :VA, 2D | £3) - £(M)i=4a (4, 3 @
dans la suite le terme droite dESl gunera une drcite métrigue rielle., f est
aussi appelée une graduation.

Tout ensemble en bijection avec IB estmuni d'une structure
de droite m2 trique,d étant définicpar 1l'cgaliteé (E) .

Rg 1 : IR étant un ensemble infini, D &tant en bijection avec R
est aussi infini,

Rg 2 : Si g est une isom#irie de D dans R, T une isométrie bijective
de D dans (R, gof~l est une isométrie de (,clle 2=t done
bijective et il en est de mBme de g = goi~t of., Toute iso-
méirie de D dans [R est donc bijective.

; r- . -~ . - . 03 = - . .l

Prop 1 : Soit f et g deux isoméiries de D dans R il existe un

nombre réel a tel que : g =t of ou g = S_,.of.
: a a/2
3 L_?es éventualités sont sxclusives. :
= 2w . 1 - -1
gof est une isoméirie de R donc : gof = t_ ou (exclusif) gof = Sﬁ/2
N a =S
Ainsi ou : VM € D (M) = £(M)
ou : ¥M € D g(i) = - T(M) + a

4.1 :ABSCISSE ORIEKTATION, MESURE ALGTZBRIQUE

Déf.1l : Soit D une droite réelle métrique, f une isométrie de !
Si M est un point de D, f(M) que lion note e est liabceciss
de M relativement a f.

Rg 1 : Soit y un nombre réel il existe un seul point M de D tel ogue
A]Lv = y, ) _
Rg 2 : Soit A ur point de D, u un nombre réel strictement positif.
L'équation d(M,A) = u posséde deux solutions. En effet :
X, - %, = u équivaut a x, = u + X, oU X, = - U + X
LT 4 M A M A

Vg ; |
Prop 1 : Soit A et B deux points de D tels que d(4,B)
Il existe une seules isométrie f : D —-——-= R telle que
f(A) = o et f(B) =
| —

Existence : Soit g : D =—=-> R une isométrig;on a | xg - xﬁ\ = u

Dans ce cas : (t_xhog) (L) = X, = X, =0 et (t_ong) (xB) = ¥g - X

S

si x, - %

u,on prendre f = t og

B A -X4
si x, = %X, = =« u,on prendra f = So ot-_ o
B A A T -Xp g
s wow . my % s " s e o — ! . PP
Unicité : Si f' posséde les mEmes vropriétés, f'of est une isomeirie de H
possédant o et u comme points fixes donc frof~l = 1d |/’

_4_



Déf.2 : On appelle repére (euclidien) de D un couple de points (A,B)
tel que d (A,B) = 1. A est dit orizine du repére.
L'abcisse d'un point M de D dans ce repére est f(M) ol

f est 1'un1que isométrie de D dans [R telle que f(A) et
£(B) =
Ra 1 : Se donner un repére revient donc & se donner une isométrie de D

dans R.

I1 existe deux repéres d'origine donnée.
o

:

Ra 3 Soit (A,B) et (A'B') deux repéres, si Mest un point de D on note
Xy son abscisse dans le premier et :»:'\‘1 son abscisse dans le second.
)
On a :
ou ¥ M & D x' =x.,+a ou YMETD x' =—=x, + a

M M M

 — . M -\
Pron 2 : La relation sur l'ensemble des isométries de D dans R
définie par : (fug) «=== ( 3ac R g = taof)

est une relation d'éguivalence.
L'ensemble quotient comporte deux classes d'équivalence
. cl(f) et cl(~f) (f étant une isométrie de D dans R).
-1
On remarque que f A/ g équivaut au fait que zof = est une translation.
Comme 1l'ensemble des translations forme un groupe, & est une relation d'égui-
valence. Etant donné que — £ = S of, f et = f ne sont vas équivalents
(4.Prop 1) il existe donc au moins deux classes d'éguivalence. Si
f:pg=5o0f =5 05 o(=f) = t, o(-f) donec g -f : il existe donc au
g‘#/ g 5 S.D( ) 28.( ) ) —I

plus deux classes d'équivalence.

S30it f : D =—=» [R une isoméirie;on peut définir sur D une relaticn
d'ordre par : (M ~< MY eS==2x ( (M) < £(1') ) (f est croissante).

Si g : D ===» |JR est aussi une isométrie :
ou g = taof et (M<ng')<;=::> (M =4, M")

ou g = S,of et (M M) &==5 (M* =<, M)

On voit donc gqu'il existe deux maniéres de metire ainsi une relation d'ordre
total sur D. Ce qui nous améne a la notion d'orientation :

Déf 3 : Soit f et g deux isométries de D dans MR,
Si f ~vg on dit que f et g définissent la méme orisntation
sur D.
Si f 08 " " " une orientation inverse
sur D.
Orienter la droite c'est choisir une des deux relations dlor-
dre sur D transportées de R cu sncore choisir une des deux
classes cl(f) ou cl(~f).
La droite orientée est ainsi un couple (D, 4%).
| A
Prov 3 : Soit (D, d%) une droite orientég;f et g deux iscméiries

de D dans R.
1) Si f et g définissent la méme orientation :
v M,NeD f£(M) = £(N) = g(M) - g(H).
2) Si f et g définissent deux orientations distinctes :
L ¥YM, NeD f£(M) - £(N) = - (g(M) - g(N) ) |
e(M) + a et £(N) = g(d) + a d'ou 1e fésultat

t o8 ¢ (M)
£(M) -g(M) + a et f(N) = -g(¥) + a d'ou le résultat.

L) £
2y £

Sa/2og:



. / ; ; £
Scit (D,°%f) une droite orientée.
On deéfinit une application Tt DXD =--=[R par :

=)

tos

h

=~
L]

(4,B) = g CB) - g LA) od g & cl(f).

'ma\:
On note a (A,8) = AB que l'on appelle la mesure algébrigue
de (A,B).

Rg 1 : Si 1l'on change l'orientation de D, la masure algébrique de (A,B) ast

changée en son opposée,
On obtient les propriétés classiques suivantes

Pror 4 :;E;b’A,B €D BA =- AB , d(4,B) =] 2B |
2) VY A,B,Ce D AB = AC + CB

l 3) ae R VYA eD !

— ———l

4.2. DEMI~DRQITE, SEGMENT -

- = e - - - : ‘\
Prop 1 : Scit D une droite réelle méirique, O un point de D
f une isométrie de D dans [R.
On note : DY, = { M €D ; £0) ¢z,
DT, ={MeD; £(H) ¢ £(0). 1}
| L'ensemble } D+p, D-f\ est indépendant du choix de £,
L
—_— e}
S0it g : D === |R une isoméirie :
ou g = t_of et dans ce cas g et £ définissent la méme relaticn dfordrs sur U
ev 1l'on a i + L+ N - -
D £ = D o et D £ = D =,
ou g = Saof'dans ce cas g et f définissent deux relations d'ordre lnve 5¢
sur D et alors : DY, = D~ et D, =D,
f g £ g
Rg 1 : D*f = 270 (20),+ o [, By = £ ( J= 00 , £(0) 1) chacun de

ces ensembles est image réciprogque par f d'une demi-droite de R.

Ro 2 : Sion oriente Dpar £ D' = {M €D ; 0¢ W fet D, = {M €D ; Dnsol
§ !

Déf 1 : L'ensemble { D+c, th\ est l'ensemble des deux demi-droites
L

.

d'origine 0. —

L

. CoL . . C
Prop 2 : Soit O et A deux points de D, il existe une seule demi-droiic

LE'origine O contenant A. On la notera DO(A).

[R étant totalement ordonné au x0< N ‘et alors D+f est la seule demi-drcite

contenant A4 ou %, < %Xy et D-f est la seule demi-droite contenant A.
Proo 3 :YSoit A et B deux points de D ‘
On pose : [4,B] (B) f\D (A)
lA Bl {M €D x Q \_mln (x Xp ), max (JA, xB)] g

L = 1 MeD; d(A,B) = d(A,M) + d(M, B)}'

Soit £ : D =--» R une isométrie. Supposons gue f(B) = xBli X, = £(A).

-

N

. —} . . E { .
On a : DA(B) = {MED ; xy g%, ,D () ={M e D ; Xy S xM}
d!o‘.z:f_A, B[ = {M(—D g XMGCXB . xA.]B.
S'xysg X, ¢ d(A,B) = Xy=Ry = (}:A - xM%+(xM-uB.

Soit M un point de D tel gue x

d(A,M) + d(M,B)



Réciproquement si d (4,B) =
on a x, - Xg = | Xy = Xy \ +

“u T *B
Si Xy <:xB POoOXy - Xg =Xy - oXy o+ 33 - X, et Xy= Xp » ce qui est absurde,
Si : - X, = - X = 3
LX< By 5 *B *M S WY : et o= XA s C& quli est absurde.

Ainsi x, < X

B E;xA .

M

Déf. 2 :'Soit A et B deux points de D. On dit que{ A,B] est 1'in-
tervalle AB de la droite D ou le segment AB., ~

| On posera : {4 A) = {A } .
Rg 1 : Soit f : D ---> R une isométrie, si x, < xz :(A,B]=

=3

f (\_xA,xB] Y
Un intervalle de D est l'image réciproque par f d'un intervalle fermé borné
de R.

Ra 2 :(4,8] = (B,A] = {Men P (xy - %) (5 = x) €0 |
Si on oriente D, on a donec : __ .,
[4,B) = {MeD ; BMxBigso |

4.3.MILIBU, PARALLELOGRAMME APLATI -

‘-'_" —-_-\
Pron 1 : Soit A et B deux points de D, il existe un1point unigue
ey A = 3\ — s
| O de D tel que d(0,A) = d{(2,B). On a Xy =3 (xA + xB).

Scit f une isométrie de D dans R : (d(0,A) = d4(0,B) )<§::§>({zﬂ-x01:}xs - X5
ce2 qui équivaut a dire gus X est le milieu de (xA,xB). Nous obtenons donc
l'existence et 1l'unicité du point O (3.prop 1) et Xg = —%— (XA + XB) s
Déf.1 : Ce poini est dit milieu de (A,B).
Le milieu de (A,A) est le pcint A,

o

g 1 : Le milieu de (A,B) est 1'image réciproque par f du milieu de (xA,xB)
Rq 2 : d(A,M) = d(B,M) équivaut & M 2st le milieu de (A,B) ou A = B,
Ra 3 : Le milieu de (A,B) appartient au segment LAB] car X appartient a
l*intervalle des bornes Xy 9 Xge
Ra & : Si on oriente D : O est le milieu de (A,B) équivaut & AO = OB.
En effet, si O est le milieu de(4A,B), O étant un point du segment,[A,BJ

AO et OB sont du méme signe (4.2.Déf.2 Rq.2) et dgaux en valeur absolue
car d(A,O) = [ :’-‘:_O- ‘ = d(O,B) :‘ BEL
Réciproquement si AO = OB : d(4,0) = d(0,B), O est le milieu de (4,3).

| -
Prop 2 : Soit O un point de D, pour tout point M de D il existie un

point unique M' tel aque O soit le milieu de (M,M'),

On définit alors une application SO : D =—== D par

SO(M) = M' que 1l'on appellera la symétrie par rapport au

point O,
: P
| e . | 1
Soit f une isométirie de D dans R. On vient de voir que Xg = o (xM + xM,)
- A = _ . '
d'ou xy,, = Ky * 2 Xy = SxO (XM)
— —
Prop 3 : Soit O un point de D, SO est une isométrie involutive dont
le seul point fixe est le point 0. =1
SR 1

D'apres ce qui précéde, si f est une isoméirie de D dans R : SxO = fOSOOf—

=~ ; o ; ; i 3
Donc Sy = f "05_,0f est une isométrie comme composée d'isométries.

_7..



Pour tout point M de D : SxO(SxO(xH) ) = xy donc (SOOSO) (M) = M. 55 est

involutive.

S (M) = M équivaut a S__(x,) = x,, d'oll x,, = x. et ¥ = 0.

%0 T M M 0 S

Prop &4 : Soit (A,B,C,E) un élément de Dq, il y a éguivalence entre

AP1 : (A,C) et (B,Z) ont méme milieu. .
AP2 : ¢ d(A,B) = 4(C,®), d(B,C) = d(4,E%)
(4 =C et B = E) ] (A=zB =C = E)
AP 3 : AB = EC
\ AP 4 3 EE = EE )
AP 1 ::%p AP2 :
Soit I le milieu commun de (A,C) et (B,E)
On a SI(A) = C et S_(B) = E, 5_ étant une isométrie

I
d(5,(4), SI(B) = d(A B) d'ou d(C,d) = d(A B
de méme SI(B) et S QC)
d(s (B), 5.4C) ) = d(B,C) et (E,A) = d(B,C)
SiA=C:;A=C=1I, siB=E:B=5%-=z=1I
donc si A =C et B = E on a A=B=C=E8=1I.
A === 4 e — e Fyo==
¥ 2 = BF 3 On al AB | = l zc | et |BC | = lA31
Si AB = - EC : | EEl = 1 EE + Eg\ = l EC + AC [
|AE | = | AC -~ =C
Ainsi :I_EE - E:\ = | AC + EEJ_ .
ou EC = 0 et dans ce cas_AB = - EC_= XC
ou AC = O d'ott A =C et A8 = CZ = A3 : B =Ed'ol & =8 =C = E et
A :O:-{JC.
-« P — S S e
AP 3 ==28F' % ! 75 _§F + BE = B0 + BB = BC
_— o] —_ —
AP & == AP 3t 5 44 I 1e milieu de (A,C) ona Al = 1€ __
d'od BI = BC + CIL = BC = AT = AR = AI = IE, I esi lemiliseu
de (B,EZ).
péf.2 : Si (A,B, C,B) vérifie une de ces propriétés, on dira que
c'est un parallelogramme aplati.
Ra 1 : Soit A, B, C des points de D. Il exisie un seul point Z de D tel aue

(A, B, C, BE) soit un parallélogramme aplati. De méme il exisie un

seul point C (A, B et E étant donnés) tel que (A, B, C, E) soit un

parallélogramme aplati ; ekc ...

En effet, dans le premier cas : si I est le milieu de (4, C)
(Dln

4.4, TSOMETRIES DE LE DROITE

— —/

!
h Prop 1 : Soit f une isométrie de D dans RR.

)
- D a) h est une isoméirie de D si et seulemen:

b) Toute iscmétrie de D est bijective.

D
- ¢ T = foxor™! cométr \
s1 h = foxor est une isométrie de IR.
08

définie par I(h) = _ -1 est un isc-

morphisme de groupe .

i ¢) L'application I : Isom (D) --= Isom ( IR’



-] -
a) On remarque que U = f "ChOf et on se souvient auz2 la compesie d'isométriess
est une isométrie.

b) Toute isométrie de IR étant bijective et f étant bijective : toute iscrétri
de D est bijective.

¢) Ona : I (hOh') = sonontor ! = rohios toronrost = I(e)0I(h") et

Lemy = £ loor.

—
Prop 2 : Soit f une isométrie de D dans [R.

fad
a) t = fnlotaOf est une isométirie de D sans point fixe

que 1l'on appellera translation de D.
b) & (D) l'ensemble des translations de D est urn sous-
groupe commutatif de Isom (D).
) ¥YME D  d(M,TM
aM, %

(I'., Y= 4
._ L YMeD ., TG

al

— N
) = n | aj (n e W), ]
a) t une 1somatrle d'aprés la propriété opr
M) = Xy dorne T ne posséde pas de poir

oF ot P
v Ui

~~ D
.J =
ct (u

a

< -1 . . . : - . )
b)Y S (DY = I “( € (IR) est un groune commutatif ruisaue S (R) 1'est et que
I est un isomorphisme de groupes.

~ -1 \ 5
¢) On a : t (n) _ 14 5 (Mgr - )cbnaOf

dton da, © Ma ) = ax

) = 3 + = = ...Fa
o " tna(xM‘ ) d(xM, X ma) = \mal yzial

Prop 3 : Soit t : D ====D. I1 v a éguivalence enire
ti t est une iranslztion.
t2 « YH,NED (M, t(M), t(N), N) est un parallélogramme
aplati.
t3 : 3 A, BED YN ED (4,8, t(), st un parallé-
(. logramme aplati. |
tl ==%. %2 3
a : X S oh 4 = d!
On a £ oy F a et xth) Xyt 2 cu
= X,, = X .
L) T T R M
En orientant D, on cbiient : t(W)t(i) = XM la condition AP4
est vérifiée.
$2 =313
I1 suffit de prendre B = t (A).
13 == 141

On a d'aprés AP+ :

L)

t est une translatiion.
— -

Prop 4 : Soit h une isométrie de D

en) T *B T M
= Xy + (xs - XA)'

1) Si n posséde au moins deux points fixes h ZdD.

n

2) Si h posséde un seul point fixe O : h =

ct

3) Si h ne possdde pas de point fixe : h est une translation.
On remarque que h (M) = M' équivaut a h (xM) = XM, —

_9_



1) h posséde au moins deux poihts fixes : h = Id | d'ou h = Id,
2) h posséde ! int fi %. : h = 'ou = i
) h posse un seul point fixe o ¢ h 5.0 d'ou h SO
3% h ne posseéde pacs de point fixe, c'est une translation : h est une trans-
lation.

On peut alors reprendre les résultats obienus pour les isométries de |R.
1) Le produit de deux symétries est une translation.
2) Si f, est une isométrie : £, ( [ 4,8]) = [£,(4), fg (8))
p— £
T (Op(A) ) = Dy gy (£(R)
S5i 0 est le milieu de (4,B), 5 (0) est le milieu de (fé(A)‘ £,(B) ).
et g sont deux éléments de Isom (D)

a) Si £(0) = g(0) : £ ) g ou f = S.0g.
b) Soit A £ B si £(4) = g(A) et f£(B) = g(B)

by

3) 8i

4) Soit A et B deux points de D

a) il existe une sesule translation it telle que t(A
b) il existe une seule syméirie S telle que S(A)

| -

Démonirons par exemple que si h est une isométrie de D : h (DO(A)) = Dh(O\(h(A]}

il existe une isoméirie f de D dans R telle que : Do(ﬁ) = f
<~

Soit h = thOf_l, h est un élément de Isom ( ®) .
(

é
T . Lz e . v _’_(
Si h est croissante h on )+ ol ) —L h \xo), + 0 L

¢

drod h (0(A) ) = £ ([T (x,) 00 ) :{Mé Dix > E (x)}

y = (fOoh)(A) = h (xA);>h(xo)

et h (x
( fOhOf ™

) < h(x,).
) ( [xgo + 00 = £h(xy), + =L

D_(! emi- i
h ( O(A) est une demi-droite et xh(A

donc h (A) appartient & cette demi-droite et ainsi h (DO(A)) = Dh(o)(h(A)).

L'on procéde de méme lorscue h est décroissante.

o]

Enfin, nous pouvons remarquer que si h est une isoméirie de D et (A, B, C, E
un parallelogramme aplati, alors (h(A), h(B), h(C), h(E)) est un parallélo-
gramme aplati. Ceci résulte de APl et du fait que h conserve le milieu.

5. LE PLAN METRIQUE.

Soit P un ensemble non vide, muni d'une distance d,
% une famille de sous ensembles propres de P, telle que tout
élément D de &J soit tel que (D,d/D . D) est une droite métrigue,

vérifiant les conditions suivantes :

Al : VA#BEP 31De) A, BeD /x/%/

Par deux points 4 et B il pacse une et une seule P

droite que 1l'on notera AB.



On remarque due ceci implique que P contient trois points non alignés.

I1 en résulte que si D et D' sont deux droites, elles sont disjointes ou
se coupent en un point.

Si A et B sont deux points de P, on désignera par [ 4,5 ] le segment [ 4,3]
de la droite AB et on appellera milieu de (A B) le milieu de (A B) couple
de points de la droite AB.

22 :¥ped Yaerp~p 31 pred A€ D' DAD =g # ®

A3 : VA,B,lC € P (d(A,B) = d(4,C) + d(C,B)) ==>(C € (4,8])

&

D'aprés la propriété 3 du 4.2., il y a équivalence entre ces deux
propositions.
D'autre part, si C n'appartient pas a [A, BJ : d(4,B)< d(4,C) + d(C,B).

: VpeXd P\ D= PUP, P >
vVie i 1,2‘;VA,B€Pi [A,B]cp.l Pe
VAE&P VBEP, [ABND#£g. f— %

Rg 1 : Pl et P2 sont disjoints : en effet, si A est un point de Plf\ P2,

le segment fA,A] coupe D en un point,d'ol A est un point de D, ce
qui est contradictoire

Rag 2 : Pl et P2 sont non vides : puisque P contient irois points non alignés

Pl ou P2 est non vide;soit A un point de Pl' Soit B un point de D;

il existe sur la droite AB un pcint A' tel que B soit le milieu de
(A,A'). Le segment [A,A'] coupe donc D en un point, donc A' est un
élément de P2

I1 y a unicité de ces deux sous-ensembles de P\ D : supposons gque P~ 1D =
' B. Vg Pt
1 2
1 t = 3 1 - . 1 I L 1
P," et P} vérifiant A4 : Plﬂ Pl A @ ou Plf\ P, # 0
Supposons gque A soit un point de Piﬂ Pl : soit B un point de Pl' Le segment
{A,B] ne coupe pas D, donc le Point B n'appartient pas a PE‘ c'est un point
de Pl'On montre ainsi que Pl est inclus dans Pi , de méme Pi est inclus dans
: P! = . D'aut : = B = P ! nme la réuni
Pl’ donc : Pl Pl D'autre part PN D l\) P2 1Y P2 comme la réunion
est disjointe, on obtient que P2 = Pé.

Déf.l : P, et P2 sont les deux demi-plans créés par la droite D.

A5 : Pour toute droite D de:ib, il existe une isométrie S : P --» P, possé-
dant D comme ensemble de points fixes.

Déf.2 : S5i (P, d,ib ) vérifie Al, AE' AS' A4, A5 , on dira que c'est

un plan métrique.

Déf.3 : Soit (P, d,é)) un plan métrique.

a) (A,B,C) est un triangle si les trois points A,B et C ne
sont pas alignés. A, B et C sont les sommets du triangle,
(A,B] , {a,C)] et [A,D] sont les cdtés.

b) (A, B, C, D) est un quadrilatérs si {4,B,C,D} ne comporte
pas trois points alignés. A,B, C et D sont les sommets;
(a,8) . [D,A] sont les cdtés, [A,C| et|B,D]sont les
dlagonales.




6. POSITION RELATIVE DE DEUX DROITES.

Déf.1 : On définit :ur-gbla relation
(p/j/ DY) <&==> (D =D' ou DO D' = &)

et on dit que D est parallele a D',

— =
Pron.l : Cette relation est une relation d'équivalence.

1

—_— ——)

a) D //D : en effet, D = D.

b) (D /I D') ==> (D'// D) : si D =D', D' =D d'od D'/ D ;
siDN D' =g, D'ND =g dtou D' // D.

c) (D#y# D' et D'/t D") === (D // D")
si D =D'" ouD'" =D" ona DN D'
SiD(‘nD':ﬁetD'(\D":@:SiDmD"z
contraire, soit A un point de DN D" d'apré
d'ou D / Dv,

% alors D # D", dans le cas
g ltunicité de A2 : D = D®

Ra 1 : // étant reflexive, on peut dire lorsgque D // D' que D et D' sont
paralléles,

Rg 2 : A2 peut se traduire par : soit D une droite de P, A un point non situé
sur D. Il existe une seule droite parallele a D passant par 4.

Nous rappelons la remarque faiie au 9. aprés 1! énoncé de Al:
| — \
Prop 2 : Soit (D,D') ur couple de droites de P.Au D et D' sont
paralléles, ou D et D' se coupent en un point.

' Ces deux propriétés sont exclusives.
— =4
Nous en déduisons '

. l'_'—' —
- Prop 3 : Soit D et D' deux droites paralléles, D une drecite de P,
Si & coupe D en un point, &5 coupe D! 2n un point. )

(S
En effet, dire que Zlcoupe D en un point, signifie que &
n'est pas paralliéle a D d'aprés la transiviié de la relation

\ n'est pas parallele & D', donc coupe D' en un point.

7. ISOMETRIES DU PLAN.

Prop 1 :rg;it P un plan métrique, f une isométrie de P. ]
DVYaBCr £(0 4 8Y)=1[f ), ®5)
2) Vo,A€ P £ (D (4) Df(o)(f(A) )
3) VABeP £ (AB) = £ (A) £ (B).

4)f transforme un triangle en triangle, un guadrilatére en
un gquadrilatére.

5) f conserve le parallélisme :
(D //D') <==> (£ (D) /7 £ (D') ).

6) f conserve le milieu :
(O milieu de(4A, B) ===> (f (0) milieu de (£ (4), £ (B) ).
- Al
Soit X un point de L A ,B] : d(A,B) = 4 (A,Y) + d (X3B) ).
f étant une isométrie : d (f (A) f {(B) ) =4 (f (A), £ (X)) + a(£(X), £ (B) )
donc T (X) est un point du segment [f {a), £ (B) ]
Soit A, B, C trois points alignés f (A), f (B), f (C) sont alignés
en effet, si A, B et C sont alignés, un des points appartient au segment formé
par les deux autres. Si C est un pcint de [ A,B1 , f(C) sera un poini de
[f CA), £ (B)} et donc £ (A),f (B), f (C) sont alignés.

- 12 -



Si D est une droite de P, £ (D) est inclus dans une droite D'. On a donc
g=7° (D ; D =—=> D' qui est une isométrie. Soit u : R =--=> D et

v : R -==> D' deux isoméiries. v 0Bl est une isométrie de [R,elle est

bijective. Il en est de méme de g. On obtient ainsi que g (D) = D' d'ou

f (AB) = £ (A) £ (B).
Soit‘f): v-logou. Ona : g = vofgu_l.

Soit A et B : f (A, BY) =g (L4, B )
-1 - . . - -
Crga,s Yy = (t, e ), Toruta, 1(3)3 ) =
L ‘F( L), @t )
= =1 -1 -
et g ([4,8)) = vL Pt ), ate ))=[ 8,1 W), v f b (8=
TE ), & @)
En utilisant le méme procédé, on montre que £ (DO(A) ) = Df(o) (f (A) ).
Pour démontrer le &), il suffit de remarquer que si A, B et C ne sont pas
alignés, f(A) , £ (B) et f (C) ne sont pas alignés°
En effet, f étant injective si C n annartlﬂnt pas a AB, £ (C) n'appartient

pas & £ (AB) = £ (A) f (B). Donc f (A), £ (B) et £ (C) ne sont pas alignés,

Si D ed paralléle a4 D' : ou D = D' et f (D) = £ (D%)

ou DAD' =@ et £(DAD') = £ (D)MNTL (D) = ¢
f étant injective.
Si M est le milieu de (A,3) : d (M,A) =d (M, B) d'ou d (f (M), T (A) =
d (£ (M), £ (B))
f (M) est lehilieu de (f (a), £ (B) ).
‘ —_— ==

)
Prop 2 : Soit f une isométrie de P, F l'ensemble de ses points fixes,

1) Si F contient deux points, il contient la droite passant
par ces deux points.

2) Si F contient trois points non alignés F = P et f = Idp.

3) Si F est non vide : F est réduit a un point ou F est
une droite ou F est le plan.

1) Soit A et B deux points fixes de f, d'aprés la propriété 1 : £ (ABY) =
f (A) £ (B) =
la droite D = AB est invariante par f et ffD : D -—=> D est une isométrie

de D possédant au moins deux points fixes, donc (4.4.Prop &) fiD = IdD.

2°)Soit A, B et C trois points de F non alignés,
les droites AB, BC et AC sont des droites de
points flxes(d'qpres 1).
Soit M un point du plan qui n'appartlent pas
3 ces droites. Soit A la paralléle & BC pas-
sant par M : elle coupe AB en un point A,
Soit E un point de AB distinct de B et de A'
la droite ME n'étant pas paralléle & BC coupe
cette droite en un point E' distinct de B
(d'aprés le choix de E). E et E' sont donc
deux points fixes, la drcite E, E' est une droi-
te de points fixes : M est un point fixe.

Aipsi F= P et f = Id_. \
P /ﬂ& C\\ \

3) Cela résulte de 1) et 2).

_13_



Prop 3 : 1) Toute isométrie de P est bijective.

2) Si deux isométries colIncidernt en deux points A et B

elles colincident sur la droite AB.

]

3) Si deux isométiries coIncident en trois pcints non 2lignés,
l elles sont égales.
i (Y £(an)

1) Al A / ,
/ / - / A g

Soit A' un point de P. On va montrer gu'il existe un point M de P tel gue
f (M) = &',

it D une droite de P, si A' est un élément de £ (D)
isée. Sinon , soit d la droite passant par A' parall

2rons u et v deux vcints de D, & une droite pzssant par u distincte de
la parallele a A passant par v.

t injective, f (& ) est une droite coupant £ (D) au point
= (u) ; £ { & ) coupe d en un point m' = £ (m),(m €A ). De méme £ (A"}
coupe d en un point n' = £ (n)s(n {a'). £ étant injective : mt £ n'.

On a ainsi f (mn) = d. Il en résulie gue A' posséde un antéczédent par T.

f est donc surjective. On sait d'autre part gqu'elle est injective : I est
bijective,

2) et 3) Soit f et g deux isométries de P. Dire gue £ (M) = g (M)

équivaut

7 .o
1
—

.(g—lof) (M) = M. On applique azlors la propriété 2 a g Of-

E.SYMETRIE CRTHOGONALE.

8.1. ORTHOGCNALITE. . -
v S5
Prop 1 : Soit S une isoméirie de P, ayant une droite D comme ensem=-
ble de points fixes. S échange les deux demi-plans cre:zs
par D.
i

Soit M un point de Pl' On pose M' "= S5(M) (M' # M car M é D).

a) La droite MM' ne coupe pas D : A ik Ml oA

Nous allons montrer que ced est

absurde. Soit 4 la droite MM',

A est paralléle a D donc S5 (O)

est paralléle & S(D) = D, comme M!'

est un point de S (A), il en résul- .
.te que S (&) =A . La resiriction de

S a A est une isoméirie sarns spaa =

point fixe. C'egu une translation., Il existe alers un nombre réel a, tel
que : d (M, s*®/(M) ) = n |a|.

- 14 -



Scit I un point de D : d (I,M) = d (S(n)(I), "(n)(M) ) = d(I,S(n)(

Les points M,S(n)(M), I n'étant pas alignés, on obtient :

aar, 5™ a0 ) ca 1)+ d (150 ) drod : ad (MM < 24 (1)
Ceci ayant lieu pour tout n est absurde, R étant archimédien : <c.a.d:

Vx el VAL(-.ﬁL*J"'aneIN E:l x < nu)

1))

b) La droite MM' coupe donc D : e
Soit O le point d'intersecticn de ces deux droites.
On a : d (O,M) =d (S(0), S (M) ) =d (0,5 (M) ).

0 est le milieu de MM'. Le segment L M, N' ] coupe J///
]

D donc M' est un point de P2

Rog 1 : La droite MM' est invariante vtas S. En effet, A
S (OM) = S (Q0) S (M) = OM" = OM /

Ra 2 : La restriction de S & MM' est une isométrie ayant § O } comme snsexmbl
de points fixes, c'est donc la symétrie par rapport a O.
On a alors S (M) = M, c'est-2-dire S (5(M) ) =
S est involutive, c'est-a-dire S0S ldp
‘ou encore : S = ST
=y

1V}

‘ Fd 3 . 7
Prov 2 : Il existe une seule isométrie de P possédant D comme
ensemble de peoints fixes.

—

Soit S une telle iscmétrie, M un point de Pl,S (M) = M'". La droite MM
coupe D en un voint I, Soit N un point de D distinct de I

d (N,M) = d (S(N), S (M)) =4 (H,MV)

d (I,H) = (5(I), s (M) =d (I,M")

N n'appartient vas zu segment [ M,M']

(car celui-ci coupe D 2n I) :

d (M,M") £ d (M,N) + d (H,M")

I étant le milieu de ( MP) ¢+ d (M,M') = 2d (M,I)
Ainsi : 2d (M,I) <2 (M,N)u

Dfal :¥N¥ e DN {1} d M,I)< d (M,N).

Il en résulte que le noint I est indépendant de S et comme I est le milien
de (M,¥') i1 en est de méme de M',

»g.a

Déf.l : On appelle symétrie orthogonale par rapport & (la droite) D,
lt'unique isométrie ayant D comme ensemble de points fixes.
On la notera SD

Déf. 2 :0n dit qu'une droite D' de P est orthogonale par rapport a
D si : .

D' £ D et SD (D') = D!

Dans ce cas on noterz : D'l D. On dit aussi que D' est

parpendiculaire a D.

Rqg 1 : Soit M un point de P ~D, M' = SD (M) ; la droite MM' est orthogonale
a4 D (Prop 1-Rgq 1).
— o

Prop 3 : 1) Si D' est orthogonale a
2) Si D' est orthogonale a
3) Soit O un point de P. I
a D passant par O.
S désigne la symétrie orthogonale par rapport a D.

(S S

D : D et D' se coupent en un point.
D : (D" // D') «==2 (D"_L D).
1 existe une seule perpendiculairs



1) Si D' nre coupe pas D, D' es% parallele a D =% située dans un demi-plan
cré¢ par D. 5 (D') est donc une droite parailsle a S (D) = D (7.Prop 1)
et située dans 1'auire demi-plan créé par I (3.Prop 1). On ne paut icne

avoir S (D*) = D'.
Ainsi, lorzque D' 2g
distincte de D, 1'1

ie
o

dieu D, D' coupe D et comme D' =5t

on e te 4 un point.

2) Si D" est paralléle a D' : D'
D' coupe D en un point, don
en un point O. D" étani pa
S(D") est paralléle & S(D')
si & D". Dlautre part, S(2")
point O = S(0) d'eu 3(D") =3
distincte de D, son intsrssct
étant réduite a un pdn:, D" e
gonale a D,
Di D" n'est pas parza
Soit M un point de D' n
D, on désigne par D"' 1

™
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Pron L&: Soit (D =t & ) un couple de [T
droites. D O
a g -
SDO“Q 05, = SSD (&)

Soit M un point de SD(LQ Y + M= 8.(%), X étant un point de A

. : o - vy
5, () = 55(5, %) Y = 5 a (S ) =34 (X3
' et (SDGS 25_) (M) = 5(X) =M,
Les points de SD (& ) sont d2s points fixes de SDOS A oSD.
On ne peut avoir : SDoS A oS3 = Idp car alors S 5 oSD = SD et S, =Id_,
ce qui est absurde.
D'aprés la propridte 2 du numero 7, l'encemble des vnoints fixes de
S st la ite S.( A ), par gent 03 oS, = S,
SpoS 4 0Sp est la droite 5(a), par con ég 5,08 4 05y 504 )
— — "7
-
Cor 1 : SD et SD' cormutent si et seul=ment si D' est orthogcnale
a D oulD' est égale & D. ‘
\ s sl
Nous avons : SD'OSD = SDOSS (5ty S, et Sg, sommutent équivaut 2 :
—\ - -~
D
5 ), = 8 "elest-2-dire S. . = S., cu cncore 3, (D'} = D’

SDO SD(E) DOSD' C ST -2._.\‘,!..") ot D ( J 2

= - )

Cor 2 : Si D' esy pergendiculaire a D, D est pervendiculaire a 27.

Si D' est perpendiculaire & D, Sy =T Sy € commuient et D' est distincte de D.

SD| et S. commutent et D esti iistincte de D' : D! ast orthogonale a D'.

"D



=
S

Cor 3 : p conserve l'orthogonaliia
Si X est orthogondle a A' : Sy ( A)Y= D et A E AT
On a : SSD( A (85 ( 8) ) = (5,05, ,08)) (5, (a)]= QSDOS&, ) &) = Syla).
et S,( A ") est distincte de Spt a ) (car Sy est injective).
8.2. PROJECTION ORTHOGONALEZ, DISTANCIZ D'UX¥ POINT A UNZ DROITE, MEDIATRICE.
" Déf.1 : Soit D une droite de P.
Pour tout point ¥ de P, il existe une deule
droite D' perpendiculaire & D, cette droite
m coupe D en un point m gque l'on appelle la
projection crihogonale de M sur D.
" On dérinit zinsi une agplication
. _—_——— b M) =
pD.P > P ¥ ¢ P pD()m
la projection crthogonzls sur D.
N Py (1) T —
— i D Prop 1 : Soit D une droite ds= P, M un point de P.
1 Ve Daipp) 7 oa ) > dlK, p ()
Si M est sur D pD(M) = M et la condition devient D << 4(M,N) VN € D~} M}
Si M n'est pas un point de D, il suffii de se reporisr a la démonstration de
la propriété 2 du 8.1.
— - 1
Prop 2 : Soit A et B deux poinis de P. Il existe une seule
symétrie S, tellz cue 3.(A) = B.
= D D s}
Dire que S (A) = B équivaut & dire gue AB est terpeniiculaire & D et coupe
cetie drOLtc au milieu de (A,B). D'zpras 2.1. Cor.2), ceci est égquivalent
& dire que D est perpendiculaire & AE et passe par le milieu I de (A,B
D'aprés 8.1.Prop.3, nous obtenons l'existence 2t 1'unicité de D,
Déf., 2 : Soit A et B deux points de 2. On apoelle médiatrice
de (A,B) la perpendiculaire & AB passant par le
milieu de (A,3).
Ra 1 : On vient de voir que S (A) = B si et seulezen: si D est la médiatrice
(A,B). |G -
Prop.3 : Soit A et B deux points de ?, D la médiatrice
de (A,B).
D= {MgP;d(,A =4 (,8) |
Soit P, le demi-plan créé pzr D contenant A
A " " n B
B
PA = { MEP;d (MA)<d (H,E)} ?3 = é Me P ;
(. a(M,B) <« d(M,4) g |
Soit M un point de P, d'aprés la propriété 2 : 4
SD(A) = B d'ou :
d (M,A) =d (s (M), S (A) ) = d (M,3).
. b
Soit M un point de PA‘ le sezment L h,*} coupe N
D en un point N. d (M,B) =d (M,N) + d (I,3
[M,A} est inclus dans PA donc M, N et A ne
sont pas alignés :
d (M,A)g d (M,N) + d (N,A) )
A T 5




N étant sur D : d(N,A) = d(N;B) d'ou d (M,A) < d (M,B).

On montre de mdme que si M est dans Pg : @ (M,B) << d(M,4).
On obtient aussi l'égalité : D = § M &P ;d(MA) =4 (4,B) }

Cor.l : Soit (A,B,C) un triangle. Il y a équivalence entre :
1) @ (A,B) = d (A,C)
2) A est situé sur la médiatrice de (A,C).

Cela résulte du fait que la médiatrice de (B,C) est l'ensemtle des pointis M
de P, tel que 4 (M,B) = d (M,C).

Déf.3 : Si le iriangle vérifie une de ces conditions, on dira gue
c'est un triangle isocéle,
— -
Pron.4 : Soit A et B deux points du plan P, D la droite AB,
" a2 et b deux nombres réels positifs a et b.
\ ” Dans un demi-plan créé par D il existe avu plus un
point M tel que : d (M,A) = a et d (¥,3) = ©b.
Si M est une solution dans P, l'ensemble soluticn
. dans P est : {M,SDLM)} : ]
Soit M' un point distinct de M tel que : d(M,4) = d (M,A) et @ (Ji,B} = & (N'B).
/. et B sont deux points de la médiatrice ds (M, M') dl'eld M' = 5 (1Y 3 Mo oet it
E 5 1 D 1)
sont dans deux demi-plans créés par D. -
= i
Prou.5 : Soit 4 et C deux points de P, P, un demi-plan creé par AC.
Seit M et M' deux points de Pl tels que
d (M,4) = d (M',C) =2 et d (M,C) =d (M',A) = b
1 1) MM' est parzllile a AC
2) La médiatrice & de (A,C) est aussi celle de
(I‘:, M')o
. - 4 kY
H 1l 3) Sia<cb [ KE] etl“ A] se coupsnt sur A
L-QJ Si MA et M'C se coupent, c'est en un point de & .
// —
4 D'aprés la propriété précédente a # b.
Soit M" = 5 (M), M" est dans Pl car MM" étant
orthogonale & £\ est paralléle & AC.
a (&,M) = d(S, (A), S (M) = a(C,M") = a
=4 (M',C)
- et  d (C,M) = a(5,(B), S5 (M) = d(4,M")
A C =d (M'A).
o Comme M' et M" sont dans P , d'aprés la propriéié
précédente : M' = M" = ( ). A est donc la
médiatrice de (M,M') et MH’ est parallele a AC.

Supposcns que a< b : M et A d'une pari, M' et C d'autre part, sont dans le
méme demi-plan créé par & . [ M,C ) coupe & en un point J, comme S ([¥,CY°
= F'A.

ce segment coupe A au point S, (J) = J.

Si MA et M'C sont sécantes, soit I leur point d'intersection : S5 a (I) est
un point de S , (MAYN S 4 (M'C) = M'C n MA = { Ig, d'ou S (I) = Ilest
un point de o . , /

Rg : Si M et M'" sont dans F, tel que d{M,L) = d(M'C) = a = d{M'C) = d(M'4)

1
d'aprés la propriété 4 : M = M', —
. Praop.l :rgoit f et g deux isoméiries de P coIncidant sur une cdroite D:
i T e f=z=gougs=*F5,. -1 :
TMES TRIES D est un eonsem®l¥ de points fixes pour { “og.ou {=log = Idp
ou g = {7 oSy. N

b



8.3. PRCLUIT DE ZVMETRIZS.

| 5.4 . .
Prop 2 . S0it D 2t D' deux droites sécantes zn 2, L.23
—
comma point. fixe.
L P

0 est un point fixe e SDoSn, : SD(S \ (O) } =

Soit M un point de P, si (SDOSD,) (M) = M :

—~ [n
: :'_‘,
1
[ I 5]

(11). Ccmz=e D et DT
)

sont distinctes, d!aprés 8.2.Prop.2, on a : = M, M est un

point de l'intersection de D et D' : M= O.
= =1
Proc.3? : Soit R une isométrie de 7 ne pc:ssédant que le point C
comme point fixe,
Soit D une droite de P passant par O.

B est distinct de A.
5i D' est la médiairice Zez (A,Z), D' passe par O
L Q ol N =
’3 ey un‘kA) = B._.
et coincident s:z &4 et 0, donc sur D,

‘S
W

- g
o

U

(&

5
saéda nu'un seul point fixa,

- E ~ - -~ o = 2 a
D'autre part, si R = 5,93, = -,QSD_ on obiient
S =05 et pfo=pr. 7 -
Dt - ™NIE SY = = 2

it trois peoints 0, A e

H O
Dy -

it D la 4drocite
cédente

'gd W

."_1

Soit Ro l'ensembdl é T
et de Id,. Selon oD e
P &
de symétries S5.083 oi D et D' passent par 0. Cn =zzpeils -otatlon de centre
D D7 £ s =2
un élément de Ro distinct de Id,.
¥ —
-
Prou.4 : Ro est un sous—sroupe commuiatil de Izcm.rz.
b, e
Ro est un ensemble non vide car il contient Idg
Soit R un é&lément de Ro : R = b'OSD oli D et D' passent zar 0.
~1 = =t -1 oy .
On a : R = (SD!oaD) = SDOSD| : R pst un &lément dz Ho.
Scit R' apnartenant 4 Ro : on peut écrire R' = SﬂyaSD, ou oM zzzss var O.
- o . 1
R'oR = S.,03_,05_ 08, = oS , R'oR est donc un €lamens ce Ro,

pn28p1955198p = Spu

De méme RoRT est un élément de Ro, il existe zlers umne iroite A paszsany
par 0, telle que : RoR' = S, oS,, ou SD,OSDOHHHSE =5, 255, Cn en tirs
. — f o [ad A 3 - . .
que : S& = SDIckDoaD” et S, étant involutive iy ) o
S, = 8,,05,08, Y5 = §_,°3. 05,

A‘ DI -l’

Ainsi : RoR' = SD"OSDOSD'OSD' = SD"aS = R'cR.

P . .
Prop.5 : Scit u une isome
ou u = S oSD ou D

Dn.,

r
"
1
=
@
e

ou u = Sy,08;,08, ol D' est parzils

Sl
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Soit A un point de P, soit D' la médiatrice de D
(4, uCa). Spiou) (4) =

ou Sp,ou posséde une droite de point fixe D et:

Sp,0u = Sy d'ol u = Sj08,, (avec D' paralléle

D™Dt
a D, car u ne posséde par de point fixe). ///
ou SD,ou ne possede que A comme point fixe : A (AN

soit D" la droite parallele & D' passant par A,
on a alors une droite D passani par A, telle que

SD'ou = SD"OSD et u = SD' D”OS
L'éventualité SD,ou = IdP n'est pas possible, car, sinon u = SD' posséde
une droite de point fixe.

— )

Prop.6 : 1) Touie isométrie de P est soit une symétrie, soit le
produit de deux ou irois symétries.

2) Toute isométrie de P conserve l'orthogonal ité

|

P
1) Soit f une isométrie de P, F l'ensemble de ses points fixes.
Si F=P : f = IdP = SDOSD , D étant une droite quelconque.
Si F = D une droite de P : f = SD
1
Si F = {Og 0 étant un point de P : f = SD'OSD , D et D' étant sécante en

Si F =@ on est ramené 4 la propridté 5,

2) Nous avons vu qu'une symétirie conserve 1l'orthogonalité (8.1.Prop.4,Cor.3).
d'apres le 1), toute isométrie conserve 1l'orthogonalité.

sl

CEN

tz]
' 'l

9. LA SYMETRI “RALE

Déf.1 : Soit O un point de P. Pour tout point M de P il existe un
seul point M' de P tel que O soit le milieu de (M,M').
On définit alors une application S0 : P ———= P par :

VM€ P s0f)=M

que l'on appelle la symétrie centrzle par rapport a O.

Rg 1 : Si deux symétries points coincident en un point, elles sont égales .
Si SO(M) = SI(M) =M'", O et I sont le milieu de M,M’'

[ -
Prop.l : Soit D et D' deux droites orthogonales se coupant en O :
L—i:‘“DoSDTi = 5 'OSD = S .
a) SpoSy, est involutive (sDosD,) 1 = 8p,05, = §poS;, g;:p?és 8.1,Prop.4,
b) S oSDr posséde un seul point fixe O d'aprés 8.3. Prop.2.
c) £ = 85_0S8 étant une involution, le milieu de (M, f(M) ) est un point fixe

D™ D!
le milieu de (M, f(M) ) étant transformé en le milieu de
(f (M), £2 (M) ) = (f (M), M). Ainsi, pour tout point M de P, 0 est le
milieu de (M, £f(M) ) : f = So'

Cor.l : La symétrie par rapport & un point C est une isométrie.

So étant la composée de deux isométries, est une isométrie. On peut remar-

gquer que SO est‘EEE_?otatlon de centre O. —
Prop.2 : Soit D une droite de P, O un point de P.
1) Si D contisnt Q : SO(D)
2) Si D ne contient pas O : SO(D) est une droite strictement
paralléle a D.

—d



1°) Soit D une droite passant par O, M un .point de D différent de 0 : les
points 0, M, SO(M) sont des points alignés, SO(M) est donc un point de D,

Ainsi, SO(D) est inclus dans D; comme SO(D) est une droite , SO(D) = D.
2°) Si D est une drcite qui ne contient pas 1é point O : soit M un point de
D tel que M' = SO(M) appartienne a D, O, M et M' sont trois points

(distinets) alignés, donc O appartient & la droite MM', c'est-a-dire
a D, ce qui est contradictoire.

— -/
Prop.3 : Soit D une droite de P, Pl et P2 les deux demi-plans créés
par D, O un point de D.
P | S0 échange Pl et P2. .
f.hgoit M un point de Pl’ le segment [ M,SO(M)J coupe D ea 0.
. SO(M) est un point de P2. On obtient que So(Pl) E:Pa.
o // On a de méme : SO(PE) CLPl. Gomme SO est involutive
/ S, (S,(Py) ) =P, @S (P;) et S (5 (P) ) =P, &5 (P))
/ dtol 5 (P )=P,e* 3 (P ) = Po . .
/// Pron.4 :rgglﬁ Dl et D, deux droites strictement paralleles.
H=$mePimestlemilien de (,N) € D X D §
l H est une droite paralléle & D1 et DE' .
a) 8i 0 et I sont deux points de H, montrons gue la droite 0I = D esi pa-
rallée a Dl.
Si 0 est le milieu de (2,3), A étagt un point de Dl’ B un point de D,,
S0 transforme la drcite Dl en une droite passant par B parallele a DE‘
c'est-a-dire en D2. S0 échange donc Dl et DE’ il en est de méme de SI.

D'autre part, ces deux applications conservent D, ainsi :

(SOOSI) (DA Dl) = D h Dl. D étant distincte de Dl’ D~ Dy est au plus
réduit & un pcint C, mais dans ce cas (SOOSI) (C) = C et SI(C) = SO(C)

ce aui contredit le fait que O soit distinct de C,

Nous venons de démontrer que H est inclus dans la droite & , la paralldle
& D passant par O.

b) Montrons maintenant que & est inclus dans H.

D . : . .
AL ) Soit m un point de A ; on considére une droite passant
// par m non parallile a Dl' Elie coupe D1 en un point A4
n/ g B : 5 w :
B et D2 en un peoint B. Le milieu I:de (A,B) est un point
///7 ) c'est aussi un point de la droite

Dy de A ; d'apras le

8
> AB, on a donc I = m. m est un point de H.

10. LE PARALLZLOGRAMME.,

— A
Prop.l :'Soit (4,B,C,D) un guadrilatére. Les propriétés suivantes
sont équivalentes :

P, : AB et CD sont paralléles, AD et BC sont paralleles,

Pé (A,B) et (C,D) ont méme milieu O.
3 d(A,B) = d(D,C) , d(A,D) = d(B,C)
AC et BD sont sécantes.
P4 d(A,B) = d(D,C), AB et CD scnt paralléles °
\ AC et BD sont sécantes. \

s e






Pi ==2 P2 : Soit O le milieu de (A,C). SO A}/

transforme AB en une droite parallele passant
par C : SO(AB) = CD, de méme S_ transforme O

BC en une droite paralléle passant par A :
SO(BC) = AD. Le point B, intersection de AB

et BC est transformé par S_ en 1'intersection //E) //E¥

CD et et AD : So(B) = D. 0 est le milieu de
(B,D) et (A,C).

P2 ==> P3 : S0 étant une isométrie, on a : d(SO(A). SD(B) ) =d (A,B) et
d (SD(B), SO(C) ) = d (B,C), d'od 1'on obtient : d (C,D) =4d (4,B) et

d (DjA) = d (B,C).

P3 ===> P4 : D'aprés la propriétée 5 du 8,2, (M= B, M' = D, B # D sont dans

deux demi-plans distincts créés par AC, car BD n'est pas parallele a AC.
Soit P. le demi-plan contenant B, P2 1'autre demi-plan. Si O est le milieu

de(A,cg, ona : d (sO(B), SO(C) ) = d (B,C) et d(SD(B), SO(A)): d (B,A)
d'ou @ (SO(B), A) = d (B,C) et d (So(B), c) = d (B,A). S, échange Pl et P2,
So(B) est donc un point de P2 et, d'apres la prapriété 4 du 8.2 :

SO(B) = D. Il en résulte que SO(AB) = CD‘) AB et CD sont deux droites

paralléles., A ;B

P4 == Pl : Notons & la droite CD. La paral-

l1dle & BC passant par A coupe & en un point DIl.

(A,B,C,D1) vérifie Pl et donc aussi P3 : 5
d (c,pl1) = 4 (A,B) et BDL coupe AC. La paralle- D) -
le & AC passant par B coupe A en un point Dp : i l'¢
(A,B,D,,C) vérifie Pl et donc P3 :d(C,Dp) = d(A,B).

D1 et Dp sont deux points de & dont la distance a C est égale a d @A,B) :
ce sont les seuls (4.1.Déf.1, Rq 1), D vérifie aussi cette propriété, comme
D est distinct de D2, car BD coupe AC : D = Dj. AD est paralléle a BC.
péf.l : Si (A,B,C,D) vérifie une de ces propriétés, on dira que
c'est un parallelogramme.

Rq 1 : Si f est une isométrie de p, (4,B,C,D) un parallelogramme ;
<
(f (n), £ (B), £(C), £ (D))est un parallélogramme car f conserve le
parallélisme. :

Ra 2 : O milieu commun de (A,C) et (B,D) s'appelle le cenire du parallélo-
gramme .

(A,B,C,D) est un parallélogramme ou un parallélogramme aplati si et
seulement si (A,C) et (B,D) ont méme milieu.

:

Rq 4 : Il existe un seul parallélogramme ayant trois sommets donnés.
si (A,B,C,D) est un parallélogramme, si O est le milieu de (A,C)
D - S(B).
o
/A B, Prop.2 :'Soit (A,B,C,D) un parallélogramme, I le milieu de
(B,C), J le milieu de (A,D).
o ~ [ Id est la droite paralléle & AB passant par O.
T ' — A Soit A la droite paralléle & AB passant par O,
// d'aprés 9.Prop.4, I et J sont deux points de A
7 Rqg 1l : O est le milieu de (I,J). En effet, Sy transforme le
D /< milieu I de (B,C) en le milieu J de (D,A).
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11. RECTANGLE, TRIANGLE RECTANGLE, LOSANGE, CARRE.
— : ]
Prop.l-: Soit (A,B,C,D) un quadrilatére. Il y a équivalence entre ;!
. Rl : AB est orthogonal a BC, BC est orthogonak & GD, CD
est orthogonalea AD,

x

« R2 : (A,B,C,D) est un paréllélogramme et AB est orthogohale
a BC.
;[-E? : (A,B,C,D) est un parallélogramme et d(A,C) = d(B,D).

Rl ===> R2 : AB est orthogonale a BC et CD est orthogonale & BC : AB et CD
sont paralleles. De méme BC est orthogonale & €D et AD est orthogonalea CD
BC et AD sont paralléles.

Dans la suite, & désigne la droite passant par le milieu de (B,C)
et @lui de (A,D), A' la droite passant par le milieu de (A,B) et celui
de (C.D), O le centre de (A,B,C,D).

A (53

R2 == R3 : 4\ est paralléle & AB, donc perpendiculaire &
BC et AD : A est la médiatrice de (B,C) et (A,D). De méme &
0 A est la médiatrice de (A,B)iet (C,D). O est un point de N\

et A ', donc :
d (0,B) = d (0,A) =d (0,D) =d (0,C)

d'autre part O est le milieu de (A,C) et (B,D), donc
) al c d (A,C) = 2d (4,0) = 2d (0,D) = d (3,D).

R3 ==3> Rl : On a d(Q,B) = d (0,A), A' est dons la médiatrice de (A,B),
BC étant paralléle & A', BC esi orthogona®k & AB (et 4D es*t aussi ortho-

gonale 3 AB). AB étant paralldle & DC : DC est orthogonaled BC et a AD.

Déf,1 : Si (A,B,C,D) vérifie une de ces propriétés, on dira que
c'est un rectangle.

BRg 1 : Dans ce cas SA et Sé, conserve l'ensemole f A,B,C,DJ R

f.2 : Soit (A,B,C) un triangle. On dit que c'est un triangl
rectangle en B, si AB est orthogonalea BC.
T N
Prop.2 : Soit (A,B,C) un triangle, O le milieu de (A,C). Il y a -
équivalence entre

({18

D

TRI : (A,B,C) est un triangle rectangle en B.

- TR2 : d (4,C) = 2 4 (B,0)

=1

TRY ====» TRZ s Soit D = SO(B}, d'apres R2 (A,B,C,D) est un
rectangle donc d (A,C) = 4 (B,D) = 2 d (B,0).

|
|
|
(
—_— - = = = == TR2 ====» TR1 ¢ Soit D SA(B), (A,B,C,D) est un parallélo-

D C
gramme et d (B,D) = 2 d (B,0) =d (A,C). C'est un rectangle
d'apres R3. AB est orthogonalea BC.

Vocabulaire : fA,C] s‘appelle 1l'hypothénuse du triangle reciangle (A,B,C).
T -

Prop/3 : Soit (A,B,C,D) un parallélogramme. Il y a équiva-
lence entre

Ll : d (A,B) = d (B,C)

L_?E : AC et BD sont orthogonales . \
L1 ===> 12 : on ad (A,B) =4 (B,C) et d'aprés P3’
d (A,D) = d (C,D). B et D sont deux points de la
médiatrice de (A,C). BD est orthogomale a AC.

L2 === L1 : BD passe par 0 le milieu de (A,C),
BD est la médiatrice de (A,C) ainsi d(A,B) = d (B,C)

Déf.3 :
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Déf.3 : Si un parallelogramme vérifie une des propriétés précédentes,
on dira que c'est un losange.

Ra 1 : Si (4,B,C,D) est un losange, S, et S, conmservent { A,8,c,n{.

Déf.4 : Si un parallélogramme est un rectangle et un losange, on
dit que c'est un carré.

Rg : Si f est une isométrie, elle conserve l'orthogonalité : elle transforme
donc un rectangle en un rectangde, un triangle rectangle en un triangle
rectangle, un losange en un losange et un carré en un carré.

Existence de ces "étres' :

Triangle rectangle : on considére deux droites Aet A orthogonales, se
coupant en un point B. On prend alors un point A sur A distinct de B et
un point C sur A ' distinct de B,

Le triangle (A,B,C) est rectangle en B.

Rectangle : om éonsidére un triangle rectangle en B (A,B,C). 531 0 est le
milieu de (A,C), on prend D = SO(B). (A,B,C) est un rectangle.

Losange : Sait deux points B et D, ¢\ 1 a médiatrice de (B,D) coupant

CLB,D1 en O. On considére un point A de A distinct de 0 et C 2 SO(A).
(A,B,C,D) est un losange.

Carré : Il suffit de reprendre la construction précédente en choisissant un
point A de A tel que d (0,A) = d (O,B).

12 ~ PROJECTION,

Déf.1l : Soit Dl et D2, deux droites se coupant en un point. Si M

est un point de P, il existe une seule droite passant par

Dz Loy M paralléle & D,. Cette droite coupe D, en un point m. On
définit ainsi une application p : P ===> P P'aqgh‘t~*
D, i YMe P p (M) =m, que 1'on appelle projection sur Dy a D2.
A
R

// gl : 8% D&E est parallele 3 D2, on obtient la méme application.

Rg 2 : Si D2 est orthogonale a Dl’ on obtient la projection orthogonale sur Dl'
r
Prop.l : Soit D une droite de P. |
1) Si D est paralléle & D, :

2w
p (D) = {mk o m = p (M), M étant un point de D.
2) Si D est non parallele é.DE

| a: D ——==> D1 VM €D a (M) = p (M) est une bijection,.
e
1) Pour tout point M-de D, o (M) est le point d'intersection de D et de D1
d'oh p (D) =D N Dl'

2) Soit m un point de D; : p (M) = m si et seulement si M est um
point de A\ 1la paralléle a D2 passant par m. Comme

DO\ A est réduit a4 un point, il existe un seul I&
point M de D tel que q (M) = m.
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Soit M et N des points de P, & la paralléle a D2 passant
par M, ' la paralléle a D2 passant par N. Si I est le
milieu de (M,N), la parallele a D2 passant par I .coupe

Prop.2 : p conserve le milieu. 1

m,n] au milieu de (m,n) (9.Prop.4).

ol

—

Cor.l : Soit (A,B,C,D) un paralldlogramme ou un parallelogramme
aplati.
(P (), P (B), P (C), P (D) ) est un parallelogramme aplati.

(4,C) et (B,D) ont méme milieu O, P (0) est le milieu de
(P (r), P (C))et de (P (B), P (D) p [
-

Prop.3 :szit (M,N) un couple de points de P.

Oc L op(iMy))=[pm, pa] .
n Soit M # N et MN non paralléle a D,.
’NN\ a)p (CMN ))& [p 00, p (D] :
; / Soit A un point de ELM,N]) et P (A) =
/ i . Py le demi-plan déierminé par A a contenant N
i_ ; P2 le demi-plan déterminé par Aa contenant M

n est dans Py car Nn ne coupe pas Aa, m est dans P2 car Mm ne coupe pas Aa :

Crnﬂll coupe donc Aa en a.
) [p 0, p () cp (C ¥,¥1 ) :

Soit a un point de { m,n?]) , solt A le point de 1'intersection de la droite,
MN avec la paralléle a D2 passant par a. Considérons P le demi-plan déter-

miné par Aa contenant n et P2 celui contenant m. N est dans Pl car Nr1 ne
coupe pas Aa, de méme M est dans P2 car Mm ne coupe pas Aa. | M,N ] coupe
donc Aa en A. - -

Si M = N ou si MN est paralléele a D, : p( LM,H-k) = {p (M)H =‘Lp M), p (NSX

13, LE THEOREME DE THALES.

Prop.l :Vg;it f: R --- [R une fonction 1n3ect1vn telle que

1) Vx, ye R x+ N f (x) + f (y)
T ( ) == 5
)V, y¢ B x<y £({ xyl) =[x, f(y)] ou
I1 existe un couple de réels (a,b) ou a est non nul, tel
L_?ue § b’x ¢ R f (x)=3ax+D ]

Soit g : IR ——--— R définie par : (t) = f (x) - £ (0). g est injective.
g vérifie 1) et 2) et de plus g (o)

a) g est un morphisme de groupes :

En utilisant 1) avec y = 0 : ( ; ) = 8 éxl d'ol g (2x) = 2g (x)

(-E-x—;—gl) == (g (2x) +g (2y) ) = g (x) + & (7).

nj— g

etg(x+y) =8

) Vre @ g (r) =arolas= g (1).
g étant un morphisme de groupe, l'on démonire que par récurrence sur n que :

Yxe B ¥ne N g (nx) = ng (x)
puis que : ¥xe& B vpe Z g (px) = pg (x)
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. X 1y .
On a alors : Vq¢ W g(?)_aq.

et enfin : Vq ¢ N * Vpé‘z g(-{—-):p.g(-—;—-)za-

g étant injective, on remarque que a £ 0.

b2}
q

¢) g est strictement monotone.
Supposons que a = g (1) > 0 =g (0) et montrons que b est strictement
croissante.
Soit x > 0. Montrons que g (x)> O.
g étant injective, g (x) # 0. -
sio<xgl:igoe g (0,1))=[g (), s (1)) =[0,a] d'od 0 < g(x)

Bl 1&x : gl(l) = a¢€ g(Y_o,x]) on ne peut avoir g ([o,x]) =
[g (x), 0] car a > 0

d'od g ([o,w] ) = [o, g (x)] et 0<g (x).

Soi"cx<y : y=x+ho€1h>0..

g (y) =g (x) + g ()> g (x) car g (1) >0
Ainsi, si a> 0, g est strictement croissante. On obtient de méme que lors-
que a < o , B est strictement décroissante.

d)leélR g (x) = ax
Supposons que ‘a> 0
Soit x un nombre réel et r, r' deux éléments de @ tels que : T <x L !
ona:g(r)<segx)<seg (") d'ou ar < g (x) < ar'
d'autre part comme a > 0 : ar £ ax Lar',
On obtient alors : | g (x) = ax|& a(r' -r)
Q étant dense dans R : g (x) = ax.

e) Conclusion :
Vxe R g(x)=7f (x)-f (0)=eax
Enposantb:f(O),ona:VxélR f (x) = ax + b.

Rq 1 : On peut alléger cette démonstration ‘a) et b) en sachant que l'en-
semble des dyadiques est dense dans ®R.

f“ —
Prop.2 : Soit D une droite de P
p la projection sur D1 selon D2 .
f:D-——> R, g: Dl ~—=> [R deux isométriess

I1 existe un couple de réels (a,b) tel que :
VM ED gilp M)=af (M) +Dd
C'est-3-dire que si M est un point de D d'alcisse x,

Ll'abscisse x' de p (M) sera x' = ax + b. \
a) Si D est paralléle a D, : ;
p (M) est indépendant de M, donc : Y MecD g (p (M)): b.

b) Si D est non paralléle a D2 2

l'application g : D — Dl VM € D q (M) = p (M) est une bijection

(12.Prop.l) qui_transforme un segment L A,B] de D en un segment
[a (A), g (B)] de D1 et qui conserve le milieu.

L'application g = goqofdl . R --= R est bijective, conserve le milieu et

transforme un segment (a,b] en un secment de bormes h (a), h (b), car f
q et g possédent ces trois propriétés. Il en résulte (Prop.l) que :
Vxe R h (x) = ax + b.

d'ou VM < (goqof_l) (f (M))'___ g (P (M) ) =a f (M) + b.
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Prop.3 : Scit D et D, deux droites orientées. Il existe un réel a

1
tel que :
- ¥V M€ D p () p (M) = a NN .
Soit D orientée par f et D) orientée par g : VX€ D g (p (X) ) = a £(X)+b
d'od : p(N). p M) =g (p M) )-g(p (W) )=a(f M -£fMN)-= a MN

Rg1l : Si D et D1 sont orientées, le a de la propriété 2 est indépendant

du choix de f et de g & 1'intérieur d'une méme classe d'orientation.
Si-on change l'orientation d'une des droites, a est changé en - a.
D'une maniére générale, Ya | est invariant.
Rq 2 © Si D et D, sont paralléles, d (M,N) =d (p (M), p (N) ) donc a = 1
r~ - s
Prop.4 : Soit D et Hl deux droites orientées. ;
S,M,N, trois points de D, s, m, n leurs projec-
tions sur Dl'suivant une droite Dé-
SiSM = A, SN

2) on peut orienter les droites concernées de

maniére_a ce que
mM-(l--A)gS+r1nN
appartient a D, ¢ mM = A N, 1

n

3) 8%
1) D'aprés la propriété 3 : sm = a SM et sn = a SN
d'od : Asn=aASN=a SM = sm

nn

s

2) Soit /N la paralldle
On considére p' la projection sur & selon D, M' = p' (M), S' = p!' (S)

D2 passant par W.

On peut orienter les paralléles a D2 passant par S et M, de sorie que :

S = nS' et mM = nM°
D'aprés le 1) : S'M' = A 5N S'N _ _
d'on : mM = oM' = nS' + 5'M' =35 + A S'N =38 +  (57n_+ nl) =
(1 -4 )sS + AnN.
3) Si S appartient a Dl 5= S d'ol mi = A nN.

r__
Prop.5 : Soit S la symétrie orthogonale par rapport & une droite D
Soit A une droite et &' = 5 (&D).
On peut orienter A et A' de maniere & ce que :

VABES S (A) S (B) = AB

1) Ssi N est perpendiculaire a D : Soit © le point d'intersection de D
et A .Onaz: Sy, = ‘.O' Si 1'on oriente A et A ' = de la

méme maniére : S (A) S (B) = - Xg + X) = = AB. En orientant A et A"

de maniére inverse, on obtient donc : S (A) S (B) = AB.

2) Si /) n'est pas perpendiculaire a D : A
On note a, b, les projections orthogo-
nales de A et B sur D. o 5 D)

On oriente &, & '_et D. On a : |r

ab = ox AB, ab = (5 8 (A) S (B)

Comme : | AB| = [S(A) S (B)| on en dé- %ﬂ\ﬁf‘” B
duit que [k ! = [ Bl . En.changeant au T
besoin l'orientation de &' : & = B. Comze A n'est pas orthogonale a

D :x £ 0. D'od AB = S (A) S (B)-



i |
Prop.6 : Soit f une isométrie de P.
Soit A une droite de P, &' = f (A).
On peut orienter & et A ' de maniére a ce que :
L ¥ A,BCP " (A) £ (B) = AB —J
C'est une conségquence de la propriété 5 et du fait que toute isoméirie de
P est produit de symétries orthogonales.

14, REPERES.

Prop.l Soit D1 et D2 deux droites se coupani en un point O.

Pl la projection sur D, selon D2,
ACY! Py laprojection sur D2 selon Dl
L'apptication F : P === Dy X D, ¥Me P F (M) =
(p, (), D,(M))

J

;LF) g est bijective.

Soit (A,B) un élément de D1 X D,.

Si Py (M) = A, le point M est situé sur la parallele 2 D, passant par A.
51 p, (M)
Ainsi F (M) = (A,B) si et seulement si M est le point d'intersection de
ces deux droites.

B, le point M est situé sur la parallele & D, passant nar B.

1

‘8i D est une droite de P, 0 et A deux points de D, il existe une
seule isoméirie £ : D -—= R, telle que £ (0) = 0 et £ (A) = d (0,A)
(isométrie associée & (0,A) )
A cette isométrie, on agssocie une appllcat onh :D~-—> R
V¥ M& D 1

h (M) = —-————d 0.5 f (M).

On dira qué h est la mesure associée au couple (0,A).
On remarque que h est bijective et que : h (0) = 0O et h (A)=4

Déf.l : Un repére de P est un triplet R = (0,4,B) de points non
alignés. On dit que O est l'origine cu repere. La droite
OA est l'axe de ces abscisses, la droite 0B l'axe des

ordonnées.

Rq 1 : Si d (0,A ) =d (0,B) =1, on dit que R est un repére normé.
29 2 . :

Si OA et OB sont orthogongles, R est dit orthozonal.

Si R est orthogonal et normé, R est dit orthonormé.

r . . 1
Prop.2 : Soit R = (0,A,B) un repére de P.
p, la projection sur OA selon OB
p, la projection sur OB selon OA
hl la mesure associée a (0,4)

3 M(n,y) 'h2 la mesure associée a (O, g)
4 L'application C : P ——=> R
¥YME P C(M) = (Pl (p1 (M) ), h, (p2 (M) ))est une

P— bijection.
C)/_ On dira que C (M) est le coupde des coordonnées de M dans
le repére R.

L_Sl c (M) = (x,y), on notera : M (x,y}. _ 1

En considérant Dl = OA el DZ'" 0B, C est la composée de l'application F et

de 1'application K : Dy X D2 -— m2 ¥ (M, e D1 X 92

K (M,N) = (hl(M), h,, (N) ) qui est bijective. C est donc une bijection.
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Rg 2 : C (0) = (0,0) ¢C (A) =(,0) C (B) = (0,1).
Orientons OA et OB de fagon a ce que les isométries associées &
(0,A) et (0,B) soient positives :

Y M,N ¢ P p,(M) p, () = a ﬁ'ﬁ/‘ p,(M) p, (N) = b MN
Soit C (M) = (XM’ VM) C (N) = (xNI YH) o= a (O'A) F = d(OrB) E

p, (M) py (Wt (py (M))=£ (py (W))=X (xy= %) et D, (M) p, (M) = Blyy=y))

En posant k :—%— , P-= —}%— , on obtient :
VM,NEP xN—x.Mzkﬁ yN-ymzfﬁ

On obtient alors :

~

—

Prop.3 : Soit D une droite orientée de P. __ .
M,N,I appartenant a2 D et tels que MN = A MI
Soit R un repére :

By = Xy = A (xI - xMQ
| yy = Iy = Ay - 5 g

- - MN — MT = - 1 3 3 Bme
x ry = k MN = rlk MI = A (xI xM) et l'on procede de mé&me pour les

N
ordonnées,

- 1
Cor.l : Si I est le milieu de (M,XN)
- 1 1 .
L¥r = 2 Gy + %) boOT T (yy + 3 __)
. . o 3
) . - -— s 1 — s
Dans ce cas ,l._ 2 1 Xy = Xy = 2 (x; xM) dltod x; = —5—(x)y + xN)

. 1,
de méme : ¥; = 3 (3M + yN).

- ‘hri@-~l

Cor.2 :'Soit R un repére, I (a,b) un point de P, S; 1z symé
centrale par rapport a I.
LEOit M (x,y). On a SI(M) (2a - x, 2b - y).
En effet, soit S; (M) (x',y'). I est le milieu de (M, SI(M) ), dlou

_ax = —%-(x + x') et b= —%—(y + ¥y').

15. EQUATIONS D'UNE DROITE DANS UN REPERE.

Soit R = (0,A,B) un repére de P.
Soit D une droite de P parallele a OB, D coupe OA en d.
Bt : (M € D) &==> (PE(M) = &)

Dtod : (M & D) &= (h, (p, M) ) = h, (d)

Si (x,y) désigne le couple des coordonnées de X
M dans le repére R, on obtient :
(M € Di==> (y = h, (d))

On dit alors que "y = h, (a)" est une équation de D.

)
~

) A

Ainsi toute droite D est parallele a OA si et seulement si elle a une
équation de la forme "y = yo"

De méme toute droite D est paralléle & OB si et seulement si elle a une
équation de la forme "x = xo".\



Prop.l : Soit R = (0,U,V) un repere de P,
- 1) Soit D une droite de P. Il existe a,b non tous nuls,
et ¢ tels que :
D = i M (x,y) ; ax + by + C =0 \

2) Soit a, b et c tels que a et b sont non tous nuls :

D = i M (x,y) ; ax + by + C = O} est une droite.

1) Soit D une droite déterminée par les points A (xA, yA) et B (xB, yB)
Orientoné D, si M (x,y) est un point de D : .
x—xAzkAH',x-xzkAB,y-—yA=fAM,yB-yA=EAB

B A B _"
d'ol : (x - XA) (YB - UA) (y - yA) (XB - xA) = kP M.B' AM

-

Posons : a = yp = ¥, b =~ (xB - xA) ; C == x,¥p + Xp¥,

Ona :a £0oub#ZO0 car A £ B.
Et : ax + by + C = O.

Soit M (xo,yo) tgl que ax +abyo + 2 =0
o4 . — o —
Sgpposons gue b £ 0 : Tn =™ 8 X "%
Comme b = = (xB - xA) Z 0, la droite D n'est pas parallele & OV, soit

alors la droite d'éguation "x = xo“. Blle coupe D en un point X (xo,y)

ou ¥y = - 2y == y , ainsi X = M et donc M (x_, ¥y.) est un point '
o b e} o o :
de D,
2) Suppesons que a # 0, les points A (- E,O) et B(—Z—c, 1) sont deux points
de A .

D{aprés.le 1), la droite AB a pour équation : X + Ey + = =0
3 &l a
d'ou A = AB.

Rg 1 : & (x,, 7,), B.(x5, yg) et M (x,y) sont alignés si et seulement si :
(v - y,) (g = %) = (x = x,) (35 = ¥,)-

—

Prop.2 :rg;it R un repére de P.
D une droite d'équation : ax + by + C = 0
D' une droite d'équation : a'x + b'y + C' =0

1) (DfD') <= (ab! - ba' = 0)&=> (FAde 0%
(a'b') = ( J a, A b) )
| 2 (0 =D &==> (3LeR¥ (a',b',c') =(da, db, o e))
T
Remarous oréliminaire : Soit o/ et B non tous nuls. On a :

(o{x+ﬁy=0) === ( 3deB (x,¥) =( I‘lf-‘ﬁ“'l‘f))

1°) On remarque que D est paralléle & la droite d'équation
2x + by = O. en effet, le systéme : ax + by + C = 0, ax + by=0
ne posséde soit aucune solution (C # 0), soit les couples
(x,5) tels que M (x,y) soit un point de D. Dire que D et D!
sont paralléles équivaut & dire que les droites d'équations :
ax + by = 0 et a'x + b'y = O le sont, on encore dire qu'elles
sont égales car ces deux droites contiennent le point O (0,0).
Le point de cocrdonnées (b', - a') est un point de la deuxiemse
droite, distinct de O. Dire que ab' + b (~a') = O équivaut a
dire gue ces deux droites possédent deux points communs ou
encore gu'elles sont égales. :
La deuxidme équivalence découle de la remarque préliminaire.

_30_



2°) Dire que D = D' équivaut a dire que D est paralléle a D' et
que le systéme : ax + by + C =0, a'x + b'y + C' = O posséde
au moins une solution, c'es ~a-dire que le systéme :
ax + by = - C, ax + by = - = en possede.au moins une, ce qui
est équivalent 4 C!' = A C. A

16. LE GROUPE DES TRANSLATIONS E(E).-

- I
Prop.l :r;oit T:P-—-—> Pilya équivalence eatre :

@ = 5,05, D' et D étant paralléles.

(:) i Id§ ou T est une isométrie sans point fixe

transformant toute droite en une droite paralléle.

VM,NE P (M,T(M), T(N),N) est un parallélogramme
ou un parallélogramme aplati.

aA,B ¢ P Yne P (A,B, 7(N), N) est un parallélogram-
v me ou un parallélogramme aplati. 1

TL ==> T2 : Si T posséde un point fixe M : T(M) = M, d'ol SD(M) =S, (M)=M"

Si M' est distinct de M : D = D' (8.2.Prop.2), si M' = M, M est un peint
commun de D et D' qui sont paralléies, d'ou D = D', Ainsi T = SDOSD = IdP.

Supposons maintenant que T soit distincte '
de Id, ’ D ‘)

Considérons un point M de P et montrons

gue : a) MT(M) est perpendiculaire & i 7

D et D', ' t — X ()

En effet, S,(M) est sur la perpendiculaire & S (k) s
D

D issue de M et T (M) = SD,(SD(H) ) est sur

la perpendiculaipe a D' (et a D) issue de
SD(M). Les points M, SD(M), T (M) sont ali-

gnés, MT(M) est donc perpendiculaire a D et D'.

b) Soit A une droite de P, T (A ) est paralléle 3 & :/
Si A AT (A ) est non vide, on a un point M de & tel que T (M) appar-
tienne & A , ainsi A = MT(M) et d'aprés ce que l'on vient de voir,
est perpendiculaire & D et a D', d'ol :
T(Aa )= SD'(SD( a) ) = SD'(C; ) =&

-

T2=== 13 3 i T= Id, : (N ,M,N,N) est un parallélogramme apiati. .
Si T # Idp : soit & = MT(M), ona T (A) = T(M) Te(M) qui

est une droite paralléle 3 A . Si N est un point de gy : t = Ty est une

isométrie de /) sans point fixe, c'est une translation et (M, t(M), t(N),N)
est un paralldlogramme aplati (.4.3.Prop.3).

Si N n'est pas sur & : T (M). T (N) = T (MN) est paralléle & MN. D'autre
part, &» et ' = NT (N) sont invariantes par T; si & et A7 n'étaient
pas paralléles, elles se couperaient en un point fixe de T, ce qui est
absurde. Ainsi MT(M) et NT(N) sont paralléles d'aprés 10.Prop.l Pl :

(M, E(M), T(N), N) est un parallelogramme.

T3 ==%> T4 : I1 suffit de prendre un point A quelconque et B = T (A).
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T4 ===> Tl : SiA =8 (A,A,T(N),N) est nécessairement un parallélogramme
aplati, et dans ce cas : T(N) = N. Donc si A =B : T = IdP.

{
Si A # B soit D la perpendiculaire en A & AB et D' D) o

la médiatrice de (4,B). Soit T' = Sp,05,. On a :

T (4) = B et puisque Tl === T3 : (A,B,T'(N),N)

est un paralléelogramme ou un parallélosramme aplati A —
d'aprés 4.3.Déf.2,Rq.1 et 10,Déf.1,Rq.4 3
T'(N) = T (X). Ainsi, T = T' = Sj,05,.

Déf.1 : Si T vérifie une de ces propriétés,
on dira que T est une translation.

Rg 1 : 51 T = SD'OSD ot D et D' sont strictement paralléles, les seules

droites invariantes par T sont les perpendiculaires aDetD'.
Rg 2 ¢ S5i A\ est une telle droite, Tﬂ& est une translation.

Rqg 3 : Soit 4 et B deux points de P. I1 existe une seule translation T
telle que T (A) = B (T4 == T1).

)
> o Proo.Z2 :rgoit T une translation distincte de IdP.
" Soit A une droite invariante par T (de la forme UT{U)).
Si D est une droite de P perpendiculaire a 2\, il exisce
A B | wa= droite unique D', telle que SD‘OSD = L% a|
A » Soit A le point d'intersection de D et & et B = T(A),
d'aprés la propriété 1 (T4 ===> T1). Si D' est la média-
trice de (&,B) : T = 5,05,
Il y a unicité de cette droite car : Sy, = ToSy .
Rqg 1 : De méme si l'on se donne une droite D' perpendiculaire aa
il existe une seule droite D telle que T = SD,OSD.
Pron.3 :r;oit R = (0,U,V) un repére de P, A (a,b). B
Si T est la translation telle que T (0) = 4,
v | Pour tout point M (x,y) de Pona T (M) (x +2a, y + b).

(0,A,T (M),M) est un paralleélogramme ou un parallélogramme
aplati. Il se projette sur OU selon OV en un parallelo-
gramme aplati : (o,a,x',%x) est un parallélogramme aplati,
x' désignant la premiére coordonnée de T (M) :
x' —a =x~0, d'ou x' = x + a.

I1 se projette sur OV selon OU en un parallélogram-
me aplati : (o,b,y',y) est un parallélogramme aplati,
y'! désignant la seconde coordonnée de T (M) :
y' =b =y -0, d'ou y' =y + b.

T (R

r\
Cor.l : Soit T : P =—=>> P telle que si M (x,y) on a T (M)(x+a, y+b,

LE est la translation telle que T (0) = A ol A (a,b).
Pour toutpoint A (a,b), il existe une seule translation T', telle que
Tt (0) = A et d'aprés la propriété précédente, T' = T.
)

Cor.2 :Tg;it X, (x0,y0), X (x1,yl) deux points de P.

T 1'unique translation telle que T (Xo) = X1 .
L SiM(x,y)1l'ona: T (M) (x + (x1 - xo0), ¥y +(y1 - yo)

Ona: T (x+a, y+ b)etdonc: xl =x0 + 2, yl = yo + b
a =1x1-x0, b=yl - yo.
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) M
Cor.3 : I1 y a équivalence entre :
1) (A,B,C,D) est un parallélogramme ou un parallélogramme
aplati.
\i) (xc = xB’ .‘IC - YB) = (xD = xﬂ; FD - yA)'
Soit T la translation transformant A en B.
2) équivaut & : x, = X + (x5 - XA) et yo = ¥p + (yg - ¥,)

clest-a-dire : C = T (D).

—

—

—
Prop.4 :LE:ET(P), 0) est un sous-groupe commutatif de Isom (P).

—_—

1) %?(P) est non vide car IdP est une translation.

2) Si T est une translation T = Sﬁ,oSD ol D est paralléle & D'. On a alors
L o 5508 qui est aussi une translation,

3) Soit T et T' deux translations, TOT' est une isométrie qui transforme
toute droite en une droite paralléele. Si TOT' posséde un point fixe M :

Tt (M) = T1 (M). Comme 71 et T' sont deux translations :

71 = 1t dron TOT' = Idp- '

4) Soit M un point de P, T et T' deux translations : (M,T*(M),Tt(T(M)),T(M) ]
(M, T(M), T_(T'(M)), T'(M)) et (M, (M), T (T'(M)), T (M)) sont des:
parallélogrammes ou des parallélogrammes aplatis, en comparant le premier
et le dernier on obtient que : T (T' M) ) =T (T(M) )o T et T' com-

mutent.
. . 2. .
Rg 1 : L'application H : ?ga(P) —> R~ H (T) = (a,b) (8i T(0) = A,

A (a,b) ) est un isomorphisme de groupe. On peut se servir de cezte
remarque pour démontrer la propriété 4.

17. NOTION DE VECTEUR.

- . =
Prop.l : La relation sur P XP définie par

((A,B) ~s(A'B")) &= ( F T& T(P),T(A) = B et
T (A') = B')
est une relation d*égquivalence.
L_Si (A,B) A/ (A',B") on dira que ces bipoints sont équipolle

— 1

1°) (A,B) Av (A,B) : il existe une translation T telle que T (A) = B.
20y [(a,8) v (ar,B1)) == ((a",B") A (A,B) ] :
Soit T une translation telle que T (A) =B et T (A') = B' ,
on a (A",B') v (A,B).
30) [ (4,B)N (A',B'ﬂ et{(ar,BY) &~ (A",B")] ===D L(A,B) ﬂJ(A",B")]
Soit T et T' les deux translations telles que : T (A) =B, T (A') = B',
Tt (Al) - BT’ T (A") = BV,
OnaT=T', d'ou (A,B) s (A" ,B").

Rg 1 : (A,B) ~ (A',B') est équivalent 3 (A,B,B',A') est un parallélogramme
ou un parallélogramme aplati.

Déf.l : Un vectegzpest une classe d'équivalence de bipoints modulo A
On note AB = cl1 ¢ (A,B) ).
—

L'ensemble des vecteurs P est la direction de P.
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Prop.2 :f;;it R un repére de P.
5 —
1°) (4B = A'B')&=> ((xg - YA' yp = ¥u) = Crge=Xpu¥pey, )
2°) L'application L : P ——> IR2
L (4B) = (x - Xy, ¥g - yA) est une
| bijection. =]
- — ‘
1) AB = A'B' si et seulement si (A,B,B',A') est un parallélogramme ou un
parallélogramme aplati. On utilise alors le Cor.3 du 1).

2) D'aprés 1°), l'application L est bien définie est injective,
Soit (a,b) un élément de R2, A (a,b) l'on a : L (OR) = (a,b).

Rqg 1 : Si L (hB) = (x,y), on dit que (x,y) sont les coordonnées de AB dans

le repére R,

Soit O un point de P, v un élément de P 11 existe un seul point M
tel que ON = v. En effet dire que OM = v équivaut a

L (OM) =L (v) = (x,y) : la seule solution est le point M (x,y).

On obtient aussi :

Cor.l :TSoit O un point de P l'aggllcatlon
K+P-—>P K (M) = OM
Lest bijective. i
i -
Prop.3 r501t O un point de P l'application
F: T (P) —= P F (T) = OT (o)
Lfét bijective. L
Pour démontrer ceci on peut se servir de la propriéié 2 et de la remarque 1
Prop.4 du 1),
Voici une démonstration directe :_
Soit AB un élément de P, F (T) = AB si et seulement si T (A) = B. On conclul
en se.souvenant qu'il existe une seule translation T, telle que T (A) = B.

-\

(N - — o
Cor.l : L'application F X 1 P e ‘ﬁf(P), F 1(v) = Tv est une !

bijection. On dit que T_ est la translation de vecteur v,

(. ’ ¥ }
[ T % L
Déf.2 : On définit A : PX P -—> P A (u,v) = u + v par
T = P ol .
u+v u v

—_—
Ra 1 : On transporte la loi O de ff(P) en une loi + sur P au moyen de la
bijection F

7= ——y
Prop.4 : OA + OB = OC si et seulement si (0,4,C,B) est un parallé-
| Logramme ou un parallélogramme aplati. j

Soit T la translation telle que T (0) = A et T! celle qui transforme O en B.
D'aprés la définition de 1'addition C = T (T' (0) ) = T (B).

—_—
Prop.5 : (P, +) est un groupe commutatif.
Cela résulte du fait gque ( T (P),0) est un groupe commutatif et de la
définition de + dans P.

Prop.6 : Soit R un repére 2
L est un isomorphisme de groupe entre (P +) et (R, +)
I1 suffit de montrer que L (u + v) = L (u) + L (v).
Soit u = 04,
Soit v = OF, —

Soit C tel que : u + v = OC.
D'aprés la propriété 4 et le Cor.3, Prop.3 du l)
(rg = %40 Yo = ¥y) = (xp = 0y yg = 0) dlod = (xgy ¥g) = (xy + Xpy ¥y # yg)-
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