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%E:I Approche de la racine carréé—i]

Rappels

1 A étant un décimal positif ou nul, on appelle racine carrée décimale de A, le dé-
cimal positif ou nul a, s'il existe, dont le carré est A

on note alors fK-= a

T
2 x,a et b étant positifs ou nuls si a £ x gb alors a < xtg b*

sia ¢ xgb alors a & x g b

3 On appelle décimal d'ordre 1 tout décimal dont l'écriture nécessite au plus 1 chif-
fre aprés la virgule
On appelle décimal d'ordre 2 tout décimal dont 1'écriture nécessite au plus 2 chif-
fre aprés la virgule
On appelle décimal d'ordre 3 tout décimal dont 1'écriture nécessite au plus 3 chif-
fre aprés la virgule.

Note : Dans cette fiche les encadrements utilisés seront {ermés a gauche ouverts a
droite. :

L}nr exempl;] 37,8225 a-t-il une racine carrée décimale 7

[b]

Peut-on trouver un naturel dont le carré est 37,8225 7
2Y Trouver deux naturels consécutifs dont les carrés
encadrent 37,8225. Si la racine carrée décimale
existe elle est donc comprise entre

o

3% Trouver, avec la machine, deux décimaux consécutifs
d'ordre 1 dont les carrés encadrent 37,8225.
5i 11 racine carrée décimale existe, elle est dolic
comprise entre 1 L

4° Trouver, avec la machine deux décimaux consécutifs
d'ordre 2 dont les carrés encadrent 37,8225 ; vkt
que peut-on remarquer 7? L
Conclusion
6,15 est la racine carrée décimale de 37,8225
6,15 = 437,8225

2e exemplg]

en appliquant la méme méthode trouver, si elle existe, la
racine carrée décimale de 52,432081
noter les encadrements successifs

Conclusian 7

— e = ——
-—— o - — -
e

rﬁe exempl;]

reprendre le méme exercice pour la racine carrée de 11 pour-
suivre jusqu'ad un encadrement par des décimaux d'ordre 3, si
on pouvait poursuivre on constaterait (on le démontrera plus
tard) que 11 n'a pas de racine carrée décimale mais cette ra-

clne carree existce dans un nouvel ensemble et pourra e

préscntée par un développement décimal i11imité commer, oo

-
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a & R"  Recherche d'une valeaur approchée de Y{a

(:) A &tant un réel positif ou nul, on appelle racine carrée (positive)

de A le réel positif ou nul a dont le carré est A

on note alors a = {?f
alors si b'est positif ou nul {b& = b .

(:) A et B étant des réels positifs ou nuls si A £ B alors 175 K3 fg_

si “rA-.,OﬁS- alors A £ B

Etude préliminaire a et b &tant deux réels positi’s non nuls

. ) 3 N —
(M) si 2 -, alors a=b d'oi b= \a
b
exemple 16 q
P —— = 4 etona 4= N16
4
(2) si _? N 3
(b alors a b d'oi ya<{b b est une valeur approchiie
b par excés de {a
18
exemple — = 3 etona ‘ 18 £ 6
6
a e
(3 si — 5 b alors a> b d'ot \I—a_‘)b b est une valeur approchie
b par défaut de fa
exemple 12
—3 = 6 et on a 418 > 3
Recherche d'une valeur approchée de 18
2
(#) 3 =9 et 9418 donc 3¢\18 3 est une valeur approchée par défaut
de QlB

(%)

calculons le quotient de 18 par 3

on a . 6 d'ot L 3 d'ot d'aprés (2) 6 est une valeur approchée

3 6 par excés de QIB
on a donc 3<'ﬁ§<6
e
4,5 = donc 4,5 est une valeur approchée par excés
de \[18

calculons le quotient de 18 par 4,5

on a i - 4 d'od 8 . 4,5 d'ou d'aprés (3) 4 est une valeur appro-
4,5 4 chée par défaut de 618

en déduire un nouvel encadrement de i]E
il est plus fin que le précédent

regarder le premier encadrement
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pourquoi pensez-vous que nous avons choisi 1'&tude avec 4,5 ?

4,5 est la moyenne de 3 et 6 on o 1e6 4,5

2

(¥) pour obtenir un nouvel encadrement encore plus fin de 118

reprenons la méme méthode

4,25& = donc 4,25 est une valeur approchée par
excés de Jlﬁf
calculons le quotient de 18 par 4,25
la machine donne 8 -
4,25

ce nombre est une valeur approchée par

défaut de {18

our continuer et obtenir d'autres encadrenents lus fins encore, on a
3 p »

on obtient un nouvel encadrement de ‘18 :

intérét a conserver, si possible, dans la rmachine, .a nombre cue 1'on

utilisera ensuite.
d'ol intérét de rechercher la séquence de calcul que 1l'on repetera tant

que l'on voudra ou tant que la machine donnera des valeurs approchées

par défaut ou par excés distinctes.

a € R * Séquences de calcul pour une valeur approchée de '

Clavier Affichage lémoire
3 3 0
> &+ou Sto ou M + 3 3
18 18 3
i 18 3
Rcl ou RHM 3 3
U= 6 (18:3) 3
1 6 3
Rel ou RM 3 3
# C= 9 (6+3) 3
\:’ 13 3
2 2 3
JI;; 4,5 (9:2) 3 notez le résultat
- G 4,5 0
remarque : /=, il n'est pas nécessaire de taper sur = sur toutes les ma-

N -

chines 1'opération s'éffectuant dés que 1'on tape sur la touche suivantg;au
bout de 3 ol 4 séquences de ce type, le résultat noté ne change plus
on a donc la meilleure approximation que peut donner la machine de QIB

notez la
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recommencer avec cette méthode pour une valeur approchée de q28,2

puis pour la racine carrée du nombre positif gue vous voudrez

&3 | DIFFERENCES FINIES

Exercice ] : Tableau (D
X 0 ] 2 3 4 5 6
M s 11 3 7 13
=
)] & (xfo & W 6

On considére la fonction f : R —=%R

polynOme X —a £(x) f(x) = xa - x +1

1) Calculer £(0), £(1), £f(2), etc.. jusqu'a £(10) et porter les résultats
dans le tableau (I) 1ligne (1).

2) Pour tout x réel calculer f (x + 1) puis f (x + 1) = £ (x) = Al (x)

Que peut-on dire de A] (x) ?
3)_Calt:u1erA] (Q), A] (1Y, smwwass 5 Al 93} et porcer les résultats obtenus

dans le tableau (:) ligne (2).

4) Quelle remarque fait-on pour le passage pratique de la ligne (1) a la
ligne (2) ? Cette remarque justifie la présentation du tableau (2). Le

compléter.

5) Compléter la ligne (3) du tableau (2) en utilisant la méme régle que lors

du passage de la ligne (1) 3@ la ligne (2).

6) Que constate-t-on pour la ligne (3) ? Justifier ce résultat en calculant

pour tout réel x, A2 (x) = Al (x + 1) _Al (%)
Tableau (@) ou tableau (2)
ZINR%
(! /:/7//4/3 é} -
(2) %,0 ,/;,/,rz_%fz
| Y2 |-
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Exercice (2) sera construit sur une fiche spéciale :

1) Mise en &vidence sur des exemples de séquences de touches permettant

des calculs "automatiques" (machines non programmables)

2) Entralnement 3 partir de différents types de machines au calcul de
f (x) pour différentes valeurs de la variable, ol f désigne une

fonction de type donné.

Exercice (3) utilisation de la machine.

. On se propose de compléter selon les mémes régles que dans l'exercice

n® (1), le tableau (2) pour la fonction polyndme :

f:R__._.A,.R
X —2 f (x) avec f(x) = 43,6 x2 - 92,42 x + 1,759

pour les valeurs de x : 11, 12, 13, 14, 15, 16

Compléter le tableau : type (2)
V.8

Cov\s\’ru.i\-- de h\a

FabPeaux .our a"ln(:lp.

ﬁagur les hﬂiv&a.

Exercice n° 4 Trouve une fonction polyndme donnée par certaines de ses

valeurs.

- f est une fonction polyndme de second degri. Pour tout nombre réel
2 _ . ; ;
X, on pose f(x) = ax” + bx + c. Déterminer f, c'est déterminer

la valeur de chacun des trois coefficients. a, b‘, c

on donne x | 3 4 5 6
£l 12 25 44 69

1) Construire un tableau du type (:) en descendant de ligne en ligne
2) Utiliser ce ta leau pour calculer f@), £(1), £(0), £(8)
3) Utiliser les résultats précédents pour déterminer la fonction polyndme #

4) Autre méthode (a) pour tout x réel calculer f (x + 1) - f (x) = Al(x)
b ) Calculer pour tout x réel AW (x + 1) —A‘(x) =Ab(x)

¢) Utiliser alors les différentes lignes du tableau pour calculer a, b, c.
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Exercice n® (5) :

1) Soit la fonction polyndme f : R . R
Xp—= £ (%) telle que £(x) = 3,2 é%_ 10 x + 1,7

a) Compléter un tableau du type () pour x =0 %=1 .,.... x =10
b) Que remarque~t-on pour la dernire ligne ? Ajouter une ligne au tableau selon

la méthode habituelle. Remarque ?
Le tabeau obtenu sera appeléd tableau type !:2

2) Soit g une fonction polyndme telle que :

X l 6 7 8 9 10 11

gl l 831,779 1 337,719 2 016,059 2 842,059 3 990,979 5 338,079

a) Compléter un tableau du type (:) pour les valeuvs données de x.

b) Une erreur a dii se glisser dans les valeurs donndes de g (x)

Povrquoi ?

c) A votre avis quelle valeur est fausse ?

d) Corriger cette erreur.

Exercice n°® (6)

Soit la fonction polynGme f : Re_o R du second degré

x.-.f(x)
telle yue : x | 6 7 8 9. 10 11 12 13 14 15 16

f(x)|-65 -90 -119 -158 =189 =230 -275 =324 =377 -434 -495

1) Compléter un tableau du type (:) pour les valeurs données.
2) Compléter un tableau du type (:) selon la méthode habituelle :

a) pour x E.{ 6, 8, 10, 12, 14, 16]
b) pour x ¢ {6,905 12, 15]
c) pour x € { 6, 11, 16}

Que constate-t-on pour la derniére ligne ?

3) Utiliser les résultats de la seconde question pour calculer le plus

simplement possible £(4), f£(18), f(1), £(0)

4) Déterminer f.
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DIFFERENCES FINIES Elements destinés a la construction
de fiches d'exercices concernant
le =zecond cycle

f‘T\G\J

1 Table de différences Finies

# Définition : Soit f une application de [R dans R et la suite fTi)) jewn
des images des entiers naturels. On appelle suite des différences premiédres,
la suite de terme général Al (i) = f(1i + 1) - f(i) 4€N ., On appelle de
méme suite des différences secondes, la suite de terme général

A, (1) = A (dst) - B (1) Gen

(on définirait ainsi les suites des différences troisiémes,... n iecmes,... )

Dans la pratique on dispose ces suites sous forme de Tables de différences

finies
fh [t f0 fo fo
(54“))‘“: A,(0) a,4) Al L = T
{ﬁz(iﬁ)'uﬂ Ae{o} A!(4)
. L . . )
* Exemples
24 3 N
& {u
%(ﬂ‘: o R Tl ! T@)‘ 2
A e 4 8 i L3
£ 16
&
3(%) = aﬂ —T{f‘= :
; y )
Z
= L

* Quelgues_propriétés dans le cas ou f est une fonction polyndme

il est possible d'établir

1) si f fonction palyndme de degré n, la suite des différences n-idmes est
conslante, el celle des différences (n +4) iéme est nulle.
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2) Soit golﬂensemble des tables dont toutes les lignes a partir d'un certain
rang sont nulles.

a) Toute table T e <2est déterminée par sfon bord gauche (dans le premier
exemple précédent le bord gauche serait

b) On peut additionner terme & terme deux tables de'e..On peut multi-
plier une table de 1? par unt¢ acalaiveréel d en multipliant chaque terme de
cette table par 4. (*gfh‘) est un espace vectoriel sur R .

c) Les tables To, T .. de bord gauche

4

fform- ot une base de % "‘-.\ £ ‘
K ¥ ,h-ﬂn.[m-h+1]
d) On démontre que vfﬂeN,T;est la table du polynd.re nfx): m!
lesi polyndmes  fo,f ... fn... forment une base de {Censemble des {onctions
Cpolynimes de la variable réelle x.

e) lL'application \P ; {? —_— {2 est un isomorphisme

?m L?(%“):‘Th d espaces vectoriels.

< Exemples d'utilisation

" Calcul numérique

lkxercice f est fonction dérivée d'une fonction ;.olyndme ¥. On donre la table
o \ 0o 4 & 3 4 s i
by | & 3 &5 3 ees asi 333

a) les valeurs données dans cette table wvous sembient—elles correctes ?

b) aprés correction éventuelle, déterminer f() puis la suite des
dif't'¢érences premiéres de F.

[~ ¢ 3 e s L 2z s “UsA 333
A se €¢ 13y ee¢ 34t
T (g) _ £y 4y 68 e Ae . s
¢3 Py 2y t4
L A o) o] e

Lia cinquiéme ligne, ne comporte que des zéros sauf le premier terme, ceci
suggére
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1) que f est une fonction polynGme de degré trois

2) qu'il y a une erreur de table sur f(o) erreur reportée su: tout le

bord pgauche, erreur d'une unité.

d'ol la table corrigée

- 4 X e s a4 2es 454 3 93
2 2e €6 434 ee ¢ hye
AL
T eo 4w (8 se
ey Py e L Ty
© o =
-
L
La connaissance du bord gauche permet la détermination de f :
:?('x) - 4. -?u(w) - & _?|('x) + to 5;'(-:) 4 7Yy _?3{-,‘)
?( ) d. 4 a2+ po . ¥ 4oy (k- (x-¢) 4 q{.821+\
~ = . z S S R
¢
donc Fox) - mq_%'x + 9% + C d e Ra Yalle -
-
B 28 A88 +
c q/a"(. /31'(_ /5
4160
ER /’
S
‘—T' (F): Lf/s /3
Ao 4t
L 3L
* Approche d'une fonction
z
Table de différence d une exponentielle f(e) = a agl
r v 2 Yy Y =
A a o8 a a. a
a-\ afla-1) o (a-1) f(au)- .
'-T'(_?) - (n-u)‘ a“-‘)l ct(a—t)" o
(cn-l\1
""‘ -

Cette table suggére la décomposition f(x)

It

a =

* Vers la dérivation, l'intégration, les éguations différentielles

h
£(x) + (a=1) £, (%) +... +(a-1) F.‘{ﬂ)-t
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I) ans l'exercice précédent (calcul numérique), il est possible (en utilisant
une machine) de construire des tables de difféiences de F pour un pas %:.j/

m
x x 5w Ao ﬂn*g\ 9(,-&2&\

Fix) Pl _F(fzf?') L f'_[x,,-r t%)
A,k FloB) Fim) Pl t8) F et ™ 7

Flaa®) - Flws)

il est alors possible d'introduire sous forme numérique les nombres 'R etc

: I I I
E ilis: - i ine -— 7 = —_— = — '.'__'
n utilisant la machine on peut examiner les cas h 10 h 100° h 1000
on constatera que la suite des nombres de la forme F(7”51;£22) pour %,
fixé, quand h diminue est une suite convergente vers %(m) = F'“-)

2) C[Cquations aux différences fines

i.'analogie avec la dérivation conduit 3 une analogie avec les équations dif-

férentielles, qu'il serait possible d'exploiter.

Exemple d'équation d'ordre I (Jlm) suite réelle
e e m e
My = Q@M= _?(m) (4)
¢juation sens second membre M- a Mm_‘ = 0O (e)
M
uon recherche une solution générale de (2) notee SGy de la forme .lkm = f\‘l

on recherche une solution particuliére de (I) not ge SP1
La solution générale de (I)on alors de la forme SGI = SG2 + SPg
on montre que :
a) si f(n) polynome de degré k pour a#1l SP; en un polynome de degré k
pour a =4 SP; produit de n par un polynome Jey; k
) si fin)de la forme A qn pour a%q SPy en de la forme qu

pour a = q SPI en de la forme B n q 9

txemples NG i a sui i
Exemple Déterminer la suite (JAMI“‘GIte.le que
a) _ 3, 4 BAM 430 Ag= 4
2) My = U = m(wm-) DY
3] My - B, = BT Mo = 4

e
W gy = My = omy S Ay = 4

Exemples d'équations d'ordre 2

soit 1'équation a uy + b upa 4 ¢ Unle = £ (n) (1)

et l'cquation sans second membre @ W, + b Uy, v € Uy y =0 (e)

(unle.suite réelle ou complexe

]

. on recherche une solution générale du (2) no*etSGz d 1'aide de 1'équa-

tion : A1 A S o deurvauney X, X, SG, de pagm, (_\1:"_' 1:‘

4
(3) av +brrc=o A=o o, o 86, " (_r’t-brm).(:
= 6) .
A <o M, [f; s, ‘)n (Al.hme-l—rlninmﬂ)
‘i!: [f’)-ﬂ]
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- on recherche une solution particulidre de (I) notre SP1 1la solution générale

de (I) est de la forme SGT = SGy + SP
( 1 2 I Anen ot Ae(3) S8y plunime digu ki Ty(n]

on montre que si fin) polynome degré k 4 okl simpl def3) 86 2w f ()
1 aldien doubl (s)  S€, W G (W)
m
(1 Wwem .SUQ-Ath"h de (3) $f4 B "'bc\
m
o Ry = A" qodidm mimpls i) S Bmg
e m
O] olub m Asublbs Jl(ﬂ gf‘| : Bm ‘1
Eﬁggplgﬁ_: déterminer la suite pﬂ) vérifiant
m meR
A) ’um's“um-n +G‘um.,_ '-m'le{[lh Al e Mg = O ek JJ‘-:‘-L
m " o M= 4
E) Mﬂ'\ + Mhﬁ-l + Mm-l - (_4) + em ‘uﬁ - O \

¥ Utilisation en physique

Signalon enfin que le physicien, dans le cadre des nouveaux programmes va
expérimenter sur régle & coussin d'air, ou table soufflante, pour &tudier le
déplacement d'un mobile au cours du temps.

La position du mobile sera inscrite i intervalles de temps réguliers,par
intermédiaire d'étincelle au de spots lumineux.

L'é€léve mesurera la distance parcourrue pour calculer ies "vitesses moyennes"
o (k. ) A (k)

FER)
at
Ce sera 1'occasion de construire expérimentalement des tables de différences

'
(vers la conservation de la quantite de wouwtment )

finies

Quand A t deviendra de plus en plus petit, ceci conduira 3 une premiére approche,
numérique et expérimentale de la dérivation.
L'observation sera d'autant plus interessante que dans bien des cas la vitesse

(sur régle 3 coussin d'air) sera une fonction polyndme du temps que 1'en pourra
g y

déterminer.



