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Aujourd'hui les quaternions interviennent de deux fagons
la premiére en tant que fournissant un corps non commutatif, ex-
tension de B,de degré 4 ; ce n'est probablement pas la plus
importante. Le rdle des quaternions & cet égard est clarifié par

un théoréme de FROEENIUS (1849 - 1917) qui est l'objet de cet

exposé. Une démonstiration plus savante se trouve dans BOURBAKI [1].

La deuxieéme voie par laquelle les quaternions entrent
dans l'activité scientifique est liée au fait qu'il existe sur
S3 (la sphére unité de 34) une structu;e de groupe, lequel se
rattache a la définition par la considération du groupe multipli-
catif des quaternions de norme 1 : ce groupe est "prééque" isomor-
3

phe au groupe des rotations de [R” en un sens qui sera précisé

par la suite (pourcela voir II).

Enfin, les quaternions ont une importance considérable en

mécanique quantique.

On se propose de développer quatre points :

I

Historique des quaternions
1T - Quéternions et rotations

ITI

Quaternions et mécanique quantique

IV - Démonstration du théoréme de FROBENIUS.
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I - HISTORIQUE

Le créateur des quaternions, Sir HAMILTCN William Rowan
né a Dublin (1805 - 1865) s'est penché (outre ses travaux sur les
irrationnels) sur 1l'algébre des couples.

HAMILTON, dans son livre "Algebra as the Science of Pure
Time", développe les nombres complexes en terme de couples de
nombres réels, d'une maniére identique a celle utilisée aujourd'hui :

il introduit les opérations suivantes sur les couples de m2 2

5 (a, b) + (a', b") (a +a', b +Db'")

[ 1a, 83 & (&, w0

(aa' - bb', a'b + ab')

( me, +, X) ainsi créé donne le corps des nombres complexes

(¢, +, x) avec (a, b) équivalent a la notation connue a + ib.
I1 est & noter qu'il n'existe pas de structure de corps

sur ﬁ3 (1'addition provenant de la structure d'espace vectoriel

de 83

)« Pour cela, on pourra consulter (}). HAMILTON porte ses
efforts sur la recherche d'un corps qui soit un espace vectoriel
de dimension 4 sur @R, l'addition étant commune aux déux structures.
C'est ainsi qu'il découvre et construit le corps H des quater-
nions (Lectures dn Quaternions, 1853).

si (1, i, j, k) est une base de l'espace vectoriel H
sur R, il associe a 1'élément (t, x, y, z) de IHq le gquaternion
q =t +xi+yj+2zk; R setrouve alors identifié au sous-espa-

ce de H engendré par 1 et les opérations sont définies par

(t' x! y’ Z) + (t'| x" y" Z') = (t + t'_‘ X + x'! y+y'.z+z')

et
3 jk = =kj =1
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Alors H est un corps non commutatif dont le centre
(le centre d'un anneau (A, +, x) est l'¢nsemble des éléments de
A qui commutent au sens de la multiplication avec tous les élé-
ments de A) est IR, IR est donc un sous-corps de H dont la di-
mension en tant qu'espace vectoriel sur IR est 4 ; on dit que
H est une extension de R de degré 4,
Remarquons que H contient une infinité de sous-corps isomorphes
a € : par exemple les sous-corps IR [1] , R [j ]. et IR [k]
ol, sia € H, R | a) désigne le sous-corps engendré par 1 et a.
(R L a) est encore le plus petit sous-corps de H,au sens de
l'inclusion,contenant 1 et a).

Notons enfin que, de méme que l'on présente, dans certains

manuels du 2&me cycle, £ comme un sous-ensemble de (/€2 , R), +, x)
B 2 .
avec € = {[2 a ) , (a, b) € R } , 1'on peut représenter H comme

le sous-espace de J’L(2, € ) constitué par les matrices

(“D) avec(K,P)é:Ca.

—
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II - QUATERNIONS ET ROTATIONS

Un des intéréts des quaternions -est de représenter paramé-
triquement le groupe 0+(3) des rotations de B3 (de méme que
U= S% = zzec,. izl =1 k donne une représentation de ot (2).
En effet, comme 1l'indique M. BERGER dans fj], les paramétrisations
3

facilitent le calcul de la composée de rotations de R”.

Pour cela, on identifie Hada R ®@® Ri @ R j ®@ R k

GtR° 2 B i @R j & R k.

Sigq=1t+ xi +yj + zk est un élément de H, on note
q=t-xi-yj~-zk, etgq — i gl :\/t2+x2+y2 +z2=JqE
est une norme sur H dérivant du produit scalaire q.r = %—\_Er + ;q]

gqui munit H d'une structure d'espace vectoriel euclidien.

53 o ! q& H, lqu =1 \1 est un sous-groupe du groupe multi-
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- 4 -
plicatif H* =H/ ‘ 013 ce qui permet d'affirmer que 53, la
~ . 4 4 -~ 3
sphére unité de [ , peut étre munie d'une structure de grou-

pe et on a le théoréme :

THEOREME : Soit s €& 83 et sz 1l'endomorphisme de H défini par
T, (@) = sas7?
« Alors \?s laisse lR3 stable et ‘?s = ']Ds'/HB est
un élément de O+(3)

S3 —— = 0%(3) est un homomorphisme

s l—?"rs

. L'application

surjectif de groupe de noyau '!_/ = < 1, 115
ez U

Soit o ¢ lR,uERB—{o\B et s = oL+ M

avec s € 53.
L'axe de la rotation FS est la droite de [Ru et

la mesure de l'angle ® de -Ps

) & 0 og it ,
est donnée par tg — = __Eil_ si  £0,

et § = si o = 0.
O ¢ [o,rc]
Pour la démonstration, on pourra consulter (3).
Par exemple : si s = k on obtient la rotation de Tl au- |

tour de 1l'axe des z,

et si s' = —— (1 + k), fs, est la rotation de

f2

_EL autour de 1'axe des z.

Réciproquement, si r désigne la rotation de (.R} d'axe

la droite R u avec u=1+j + k, et de mesure = on peut

écrire r ="{7 avec slz——-]'-—(3+i+j+k).

S; ;[1—2






Par suite, si on note ' = Fs' avec s' = Ji_ (1 + k),
2

on a, en appliquant le théoréme

Hor = f , © ? = ? ; avec s's, = (1 +3 + 2k)

s s s's) 1 Jg' +a "
o © est donc la rotation d'axe R (j + 2k) et d'angle de mesure
©
8 avec tg —'2—' = E.

III - QUATERNIONS ET MECANIQUE QUANTIQUE.

3

L'homomorphisme S~ > O+(3) décrit dans le théoréme

énoncé en (II) a présenté une importance considérable en mécani-
que quantique (PAULI-DIRAC vers 1927) ou elle est indispensable
a la description du Spin S d'un électron. Pour plus de précision
on peuf consulter n'importe quel livre de mécanique quantique.
En particulier, il est souvent commode d'introduire dans
cette théorie, 1'opérateur <77 tel que S = -%%—G' oi h est la
constante de PLANCK, dont les composantes sont les matricés de

PAULI
G—:(Ol ,T:(O-i et GO =(10 ou i & C.
* 1 0 J i 0 % 0-1

Elles vérifient les relations
2 2 2
S Ux = 0y = 6, =1
[ Oy =~ Uy Gy =1
et celles qui s'en déduisent par permutation circulaire et 1l'ap-

1 (t + Z x - iy

plication t + xi + yj + 2k te———> 1 X+ iy . } definit
un isomorphisme de H sur le corps des matrices carrées d'ordre 2

a4 coefficients complexes du type ci-dessus.

IV - THEOREME DE FROBENIUS.

I1 est proposé ici une démonstration simple, sans doute

non originale, du théoréme de FROBENIUS.
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THEOREME : Soit X un corps non commutatif de centre le corps des
nombres réels et de dimension finie sur B, Alors K

est isomorphe au corps des quaternions.

Rappelons tout d'abord :
Si K et L sont deux corps tels que L soit un sous-corps
de K, on dit que K est une extension de L. On peut alors considé-
rer K comme un espace vectoriel sur L ; la dimension de cet espace,
lorsqu'elle est finie, est notée [.K : LJ » et s'appelle le degré
de K sur L. Nous démontrons auparavant un résultat qui sera utilisé

dans la démonstration du Théordme.

LEMME : Tout corps commutatif X admettant IR comme sous-corps et de
degré fini sur IR, est un espace vectoriel de dimension

l ou 2 sur R.

Preuve du LE“ME :
Posons l K : B] = n et soit x € K. &:= {1, X, —~-,xn }
est un systéme de n+ 1 vecteurs de K, donc 5’est un systéme 1lié.
On a déduit 1'existence de ( Og, -—, %) e ﬁn+1 - { cﬁ
n
ol : o n _ < _ 5 & yk -
tel que o 4+ dl X + + % x = 0. Soit ? (X) = e X" ¢r | X

(anneau des polynémes 3 une indéterminée et A coefficients réels).

On a P(x) =0.De R [ X] €c [(Xlet de € corps algébriquement

n
clos on tire P (X) = a TT (x - éj) avec a et a. éléments de C.
j=o
Mais 0 =P (a.) =P (a) =P (3a.) =P (3;) car P& R | X7,
J J J 4

d'old si éj est une solution dans € de P (X) = 0, ;j l'est aussi,
ce qui permet, en regroupant les termes, d'écrire
=a [Ty Moy -
P(X) = a K (X~ + s, X + tk) P (X Mf) avec
(sk’tk)@ HZ et MP € R. Comme P (x) = 0, x annule un terme de

la forme X - u& ou de la forme K2 + sk i+ tk H
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dans le premier cas x = D(Q e R,
dans le deuxiéme cas : x2 + 5. X + tk = 0.

«S1 tous les éléments x de K vérifient le premier cas,

on a K = [R.

« S'il existe un élément x de K, qui n'est pas dans R, il véri-

fie alors nécessairement le 2&me cas,

Soit x, un tel élément., On a :

s e s *
x2+sx + t :0=(x+ 3 )+t'-<k
o ko k o k
2 2
s 2 . 2
. =
donc x vérifie(x + k) =( - )-t = ¥ & R-
o] o] k
2 2
Puisque x ¢ R, et par suite il existe un élément
o S
x +—|—--
0 2

e =

dans k tel que 02 = 1ls
I1 est clair alors que R [¢] < K et tout élément
de K est dans R [¢]) -
En effet, si x € K, x est élément de (R sinon il vérifie
une équation du type Jr.2 +ax +b =0 avec (a, b) ¢ IR2 et en

reprenant le raisonnement on a :

i .
; -“)2 = (%}2 - b €R-, c'est-a-dire (x + -%—)2 = -

* .
aveco('&m+etx=-—2—+ €cva' ER[Y (& =21), ce

(x +

qui termine la démonstration du lemme.

Preuve du Théoréme de FROBENIUS :

Soit K un corps non commutatif répondant aux hypothéses
du Théoréme.

dD I1 existe un élément a de K \ R tel que aee R

Soit a' € K ~ R. On considére R Ca') le plus petit sous-corps
de K contenant R et a'.

Rf a'] est une extension commutative de R d'ou, d'aprés le lemme,

[IR[ aty : 1R]= 2






( R[ a'] est une extension de degré finie de IR puisque

BCR [(a'] <K, et a' & lR)/‘a' vérifie une éguation du

typea'2+ra'+s=0avec(¥‘,s)&Re;or:
2
a'2 + ra' + s = (a' +%J2 + S__Z—' d'ol, en posant
f' = 2 r
a:a'+-—§—, IR(a'S:tR\_aJaveca:T—se {R. Dans

ce qui suit, a est un élément fixe de K\ R vérifiant a2 € R.

(2) Soit © 1'automorphisme intérieur de X défini par
K K
X y—-> 0(x) = axa™t

T posséde les propriétés suivantes : pour tout (x, y) de K2

(i) S (x +y) 0(x) + T (y)

(1) Tlxy) = T(x) G (y)
(oll'uf) O’/I?\ = id R
(iV) 0-2 = idK

(" est en particulier un automorphisme d'espaces vectoriels réels.

Seul (tv ) nécessite une démonstration :

G'E(x) = a (ax a_l)a_l = &7x (a_l)2

2 2

or a°¢ B qui est le centre de H, d'ou G2 (x) = xa° (a™1)° = X.
G étant en particulier un automorphisme involutif d'espace vecto=-

{x € K, G‘(x):xj .
{x-e K, 7 (x)

riel, on est amené i poser : K+

T

1
1
»
S

d'o0 K=K+ & K :
Bn effet, K+ = Ker (T - idk) et K- = Ker (T « idk) sont deux

sous-espaces vectoriels du IR espace vectoriel K ; d'autre part,

x + T(x) L X= T (x)
2 2

K=K+ @ K-.On remarque que K+ est un sous-corps de K, corps

K+ N K-:{o}et de x = on déduit

des éléments invariants par G .

n../-.o
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(3} - K- est un K+ espace vectoriel de dimension 1 sur K+.

En effet, K+ X K0 ——3 K-
(x, x'") p——> xx!

car (@ (xx') = G (x) T(x') = x (= x') = - xx!
Donc, muni de cette multiplication externe K- est un
K+ espace vectoriel. K- contient au moins un élément non nul b,
sinon K- = % Ojret K=K+ @ K- =K+ ce qui donne, pour tout
x de K, G(x) = ax &b o X, Ou encore xa = ax ; donc a est
élément du centre de K, c'est-é—dire R, ce qui est exclu.
Soit b € K- \§o} et y € K-, alors :
y bl € K+, car Q (y b_l) = ((y) o (b-l) avec
oo™ = ( T done

- -1 -1 -
TyvH = @ (ToN =y -ty
Pour tout y de K-, ona : y p-1 € K+, ce qui assure : K- = K+ b,

@—K+= IRL al.

En effet, K+ est un corps qui contient R et a

(@ (a) =a) donec R[a] < K+.

Soit ¢ &€ K+ \ R ( a}, alors ae = ca.

Soit @® (a, ¢) le plus petit sous-corps de K contenant
R, a, et .. R [a, c)est un corps commutatif, car
ac =ca, et l'ona R < R Ca, cJcK. Donc R \|a, clest
de degré fini sur R. D'aprés le lemme [ RY a, c]- : RJ = 12
car R [a} <R { a,c]. D'autre part, comme [R Caj: H]: 2y
ona R [a, e = R La)d'ol cec¢R{a]ce qui contredit
1'hypothése.

Donc K+ = R [ a], l_K+ 8 R] =2 et

K+ = R @® Ra.car K+ est un espace vectoriel de

dimension 2 sur R.

i ol & o
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(5) - CONCLUSION -

On en conclut que :

=K+ ® K-=K+ @ Kydb= IR @ Ba @ Rb @ Mab,
ce qui implique que K est un espace vectoriel de dimension &
sur B, dont une base est (1, a, b, ab).
Ona € K\ Il:ie’r.a.;2 & thoncae:;(e_[Hf.
L'élément b de K- = K+ b vérifie ab = - ba d'ou :
ab2 = - bab = = b (- ba) = bea, donc beé K+ = R @ Ra.
D'autre part, R [ b étant un corps commutatif de degré fini
sﬁr Rcar R< BR [blc K, R[b] est de degré fini sur IR
donc de degré 1 ou 2 d'aprés le lemme. Comme b 4_ R (car b & K=-)
ona[lR fp) : IR} = 2 et par suite R [b) = R @ IRi);
b2 s'écrit donc :

2 ; i ;

b” = x + ya = x' + y'b avec (x, x', y, y') € & . Puisque

(1, a, b, ab) est une base de K sur H, on obtient :
2

Xx=x',y=y'"=0d'od b = x = x! € R et de méme, puisque

2 #
b ¢ B b =Real,

Posons:i:-a—, j:—.-_-__b-_——— et k = i.]
(1< 1 Vigl
2 2
e a 2 b _
Alors : | = T = =1 j = X 1
1 el o el 4
Vit VIp1 VBT ial
K2 = i L,iJi1d=1(iid)j=1(-13)3-=
fk=1(@f)=123==4= :

Jk=4(ij) ==41ij J =1 == kj
ce qui termine la démonstration.
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