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SOMME DES PUISSANCES ENTIERES D'UN ENTIER

POLYNOMES ET NOMBRES DE BERNOUILLI
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La premiére partie de cet article expose une méthode simple fournissant, en

n
fonction de l'entier naturel n, les scommes Sk(n) = 2 pk pour k € N.

p=0
Dans une deuxiéme partie, la théorie des polynémes de Bernoulli, notés Bk(n), et
des nombres de Bernoulli, Bk = Bk(O) » permet de préciser la forme générale des

coefficients de Sk(n) .

m] comme dans les pays

Les coefficients du binsme sont notés C: (et non pas [k

k(k-1)...(k-m+1) _ k!

1 ): € —
s M " T X 2x .. %0 mlkm!

I-Etudede S (o) =1+ 24+ ... + (®-1)* + o* pour k entier naturel

On a évidemment Sy(n) = n et chacun connait Sl(n) = n—(%*ll qui peut

s'obtenir en formant :
2 Sl(n) = [1l+n] + [2+(n-1)] + [3+(n-2)] + ...+ [(n-1)+2] + [ml]

=n (n + 1)

Relations de récurrence

L'identité du bindme donne :

X+l k4l k k k=l k-1 2 2 L
(p+l) = p  + p + pr o+ ..+ p* + p + 1.
Ck+1 CIH-J. Ck+1 Ck-l-.l

En ajoutant nembre & membre, les égalités précédentes pour p variant de 1 a n,
on obtient la relation (1) :

kel _ _ A 2 k-1 1
(n+l) (o) = C S,(m + C 5 @ + ..+ C s@ +C 5@

Cette premiére relation de récurrence permet de calculer de proche en proche
les Sk(n).
Par exemple, la relation (m-l)3 ~ (nel) = 3 Sz(n) + 3 Sl(n) donne :

3 2
S =" +0° .8 _ n(n+l)(20+41)
2 3 2 6 6

2 2
On trouve de méme Sa(n) = L(I;—dL

Cette méthode de calcul des Sk (n) devient cependant rapidement trés lourde.



On a, de plus, les relations suivantes selon la parité de k :
- 8i k est 'pair

2 - 4 - k=2
(e+1)* + (p-1)* = 2 p* + 2 Ck P2+ 2 Ck Y+ L.+ 2 Ck p* + 2

-~ 8i k est impair et k » 3 :
2 - 4 -
(e+1)* + (e-1)* = 2 p"+zck sz-i-ZCk 5+ ...+ 2 k.

En ajoutant membre A membre les égalités précédentes pour p _variant de 1

A n, on cbtient les relations suivantes utiles pour ce qui suit :
- 8i k est pair

| @) (w1)* - (%) =2 C 5, +2C 5 @ ¥ ... +2 C 7 sm + 2 | :

= 8i k est impair et k » 3

l 2" (os1)* - (10*) = 2 C: 5,.,(n) + 2 C: S, ,(m) + ... + 2Kk S (n) I

Les Sk(n) sont des polynémes en n, étudions quelques—unes de leurs propriétés :

Divisibilité

Pour k pair et k » 2, s0it k = 2m avecm » 1 :

Le polynSme (n+1)zll - (1+n2") - 2n s'annulepour n =0, n = -letn = - 1

il est donc divisible par n{n+l)(2n:1).
Comme S,(n) est divisible par n(n+1)(2p+1}, il en sera de méme, d'aprés la

relation de récurrence (2') pour tous les Sz.(n) avec m > 1 :

| Sz.(n) est divisible par n(n+1}(2n+1) pour tout m » 1.

Pour k impair et k » 3, s0it k =2n + 1 avecm » 1 :

(01)™? - (10™") - 202m1) 5 (n) = (0:1)™* - (10™') - @mbn® - 2wl

Cette expression s’'annule, ainsi que sa dérivée, pour n = 0 et powr n =1,
elle est donc divisible par n*(n+1)2.

Comme 'S (n) est divisible par n’(n+1)?, il en sera de méme, d'aprés la
relation de récurrence (2") pour tous les Sz.u(n) avec m » 1 :

. 2 2
Shu(n) est divisible par n“(n+1)° pour tout m » 1.




Dérivation

Sk(O) = 0 pour tout kX € N et la relation de récurrence (1) permet de dire que
K+l

Sk(n) est un polyndme en n dont le terme de plus haut degré est

+
Désignons par Sl“(n) le polynéme dérivé % [Sk(n)]. .
On a en utilisant la définition de Sk(n) : Sk(ml) - Sk(n) = (m-l)k
d'ol : S!(n+l) - S!(n) = k (ne1)*
(On remarquera ici, en rigueur, que S;m(m-l) est bien égal A :—n- [Sk(n+1)].)
Comme (n+1)*™ = 5 _(n+1) - 5_ (n), on a :
S!(n+) - S!() =k [§_ (m1) - §_(m)].
D'od  S!(m+1) - k §_ (nel) = S§'(n) - k §_ (n).

Le polynéme Sl: (n) - _k Sk_ 1(n) , de degré au plus égal & k, reste donc identigque
4 lui méme lorsque l'on change n en n+l ; c'est donc un polynSme prenant une
infinité de fois la méme valeuwr : il est constant.

On a done : Sl:(n) - k Sn—1(n) = S,'l(O) -k Sk-1(°)'
' _ 1 . - e e s 2
Sachant que 51(0) = -2-, que Sz_u(O) = 0, car Shﬂ est divisible par n°, et

gque Sk(O) = 0 pour tout k, on peut en déduire :

. _ 1
‘ Si(a) = S (n) + 3

etpour m» 1 :
I (3') 8! (n) = (2m+l) Sz_(n) I (3" S;_(n) = 2m sz.-x(n) + S;_(O) I

2n+l
Calcul des Sk(n) par intégrations

Nous noterons 85.(0) = xh et nous partons de

2
s(n)=9_+5=§_(n;1).
1 2 2 2

Calcul de Sz(n)

S,(n) = 2§ (n) + A,, ainsi S, est la primitivede 2 S + A, s8'annulant en 0

3 2

2 .
S,(n) = J: (7 + t) at + A,n soit §,(n) = n? + n? + 2



. 1
soit 'kg. -.

3 2
S(n) =% +2 + 2= n(n+1})(2n+1)
2 3 2 6 6

Calcul de 53 (n)

3 3 2 n f.3 3 2 t
! = = - - = + - L
S =350 ="+ 322+ 2 5@ I: (t ERaE- ] dt

Calcul de S A (n)

_ - 4 3 2
Si(m) = 4 S,(n) + 1, d'od S(n) = j: (' + 26° + £%) dt + ap

B 4 3
= I + n + a + An
5 72 3 "4
La divisibilité par (n+l) impose - L1+ L1 -1 _ 5% =0 don 2 = i
57 3 s 30

S,(n) = 0 Ny + n’ _ n _ n(nel)(2ne1)(3n"3ne1)
4 5 2 3 30 30

On poursuivra cette technique, la divisibilité par (n+l) n'étant d'ailleurs

utile que pour k pair. On obtient ainsi, par exemple :

S (n) = n_6 + r)._5 + i _ n_z - n?(n+1)?(2n%+2n+1)
5 6 2 1 12 12

S (n) = n’ + n® + n_s - n_a + B - n(ml)(2n+1)(3n‘+6n3—3n+1)
2 6 42 42




k
Parité et imparité de S (n) - Ez_

D'aprés la relation de récurrence (1), les deux termes de plus hauts degrés de

nlu-l. n):
Sk(n) sont ol et >

k
On a Sk(n) - 5—;— est de la parité de (k-1) c'est-a-dire que :
e+l
Sz.u(n) ne contient que des termes d'exposants pairs, sauf
2

et Sh(n) ne contient que des termes d'exposants impairs, sauf Ei—

Démonstration par récurrence

) 4(n) vérifie cette propriété.
Supposons que cette propriété est vraie pour Sk(n), alors on prouve qu'elle
est vraie pour Sk+1(n) en utilisant :
- la relation (3') si k est pair,
= la relation (3") et le fait que Sku(O) = 0 8i k est impair.
La récurrence est bien établie.

Formule générale des Sk(n)

Cette formule générale découle du théoréme suivant :
Théoréme
Soit une suite de polynfme (Pk(n)) tel que pour tout k € N, le degré de Pk(n)
est égal 4 (k+l) et Pk(D) = 0, donc Po(n) = an,

Si, pour tout Xk € N*, on a Pi(n) =k P_(n) +p obp est une constante
dépendant de k, on peut écrire :
1

M8 + (kel)pn

1 k+l X 2 k-1 k=
P = = + (k+l + ..+
() ol [an (k+l)pn Ckup.zn C’“l

Oou encore :

k

1 kel P kel-p

P = + n

k(n) kil [a “ 2 C)u-l I-l-’ ]
p=l




Démonstration par récurrence

En effet, P!(n) = P (n) + p donne bien P (n) = 3 [a n® + 2 pnl.

b |

Supposons la formule vraie pour k, on obtient Phl(n) en intégrant
PI::+1(n) = (k1) Pk(n) + Myer”

Ceci fournit la méme formulation, relative & (k+l) car le terme général en

est

(k+2) Cp p.r - nk-P-i-Z 1
k+l = k=-p+2
'est autr — .
%2 kops2 qui niest Aautre que o L e ?

Ce théorédme s'applique aux Sk(n) dont on a établi les formules de dérivation.

On a :

_ g _1 _ e
a=1 car So(n) =n, p = 3" Moper = 0 pourm » 1 et H, = J\z_ Szl(O).
d'old :

- 8i k est impair

1 k+l k+1 & 2 k-1 4 k-3 k-1 2

S = + == + 2 o+ A +o..t X
} k(n) k+1 [n 2 a Ck+1 2!1 Ck+1 4n Ck+1 k'ln] |

- 81 k est pair

1 K+l kel x 2 x-1 4 k-3

S (n) = — + — n + An + An +...+ (k+l n

\ k( ) kel [n 2 Ck+1 2 Clu-l 4 ( * ) Kk] |

On retrouve ici la propriété de parité et imparité établie plus haut. Dans la
deuxidme partie de cet exposé, nous établirons que, pour k » 2, les lk sont les
nombres de Bernoulli, qui seront notés Bk.

1 1

1 1
A = = A = - = A = o A = o e X = e
2 6 4 30 6 42 8 30 10 66
A = - 691 2 = 7 N =_361'71 _ 43 867 2 - - 174 611
12 2 730 14 6 16 510 18 798 20 330
y = 854 513 A = - 236 364 091
22 138 24 2 730
On justifiera aussi que H o= 31 +1 ol Bl = - % est le seul nombre de

Bernoulli 4'indice impair qui soit non nul.

10



II - Polynfmes de Bernoulli, nombres de Bernoulli

Polyntmes de Bernoulli

Nous les noterons Bk(n) X » 0. Ils sont définis par :

1
B,=1 ; B(n) =kB_(n) et fo B(t) dt = 0 pour k > 1.

Remarquons que ceci entraine, pour k » 2, Bk(l) = Bk(O) car :
1 1 .
B (1) - B (0) = L BI(t) dt =k L B, (t) dt = O,

1
B(a) = 1 domne B(m) =n+f, et [ B(t) dt =0 donme 2+ B =0

N
soit B1 3
1
B'(n) = 2n -1 donne B (@ =n®’-n+pB et jB(t)dt=o donne
2 2 2 o 2
1 1 i i 1

' - a2 _ 1 _ 3 _ 3 2 n 1 _
B!(n) = 3n 3n+§donne33(n)-n S o +§+BsetIoBa(t)dt-0

conduit a Bs = 0.

. P - _ _ 1 _ . _ 1 _ . .
Poursuivant ainsi, on obtient 34 = 3‘—)-,35 = O’Bs o et B7 = 0. D'od :
- . =n -1 . = n? - 1,
Bo(n) =1 ; Bl(n) = n 3 ; Bz(n) n n + g !
Bs(n)=n3--2‘?1nz+%n H 34(n)=n‘—2n3+n2-3—]6-:
B(n)=n5-§n4+§n3—ln;B(n)=n°—3n5+§.n4—1n2+.1_
s 2 3 6 6 2 2 42
B(n)=n7-2n6+z.ns-zn3+ln.
7 2 2 6 6

Nombres de Bernoulli

Ce sont les Bk = Bk(O).
Nous allons montrer que les lk = S;‘(O) pour k'» 2 qui ont été introduits
dans le calcul des Sk(n), sont égaux & Bk et que Ho= S; (0) est égal 2

(fi1 + 1},

l



Formule générale des IBk (n)

Pour X » 1, on a | B (n+l) - B(n) =k "t (4) |

Démonstration par récurrence sur k

Bl(n+1)-Bl(n)=[n+1—%]-[ —%]=1;
B,(nel) ~ B,(n) = [(m1)z - (n+1) +%] - [n’ —n+%] = 2n.

Supposant la relation vraie pour l'indice k, on peut écrire :

1 ] - 1
m [Bk+1(n+1) Bk+1

Intégrant ceci de 0 A n, on a :

(n)] =k n*t,

1 _ _ _ .k
kol [B,,,(n+l) = B () - B (1) +B (0] ==
soit Bk+1(n+1) - Bl”l(n) = (k+1) n*  car Bk+1(1) = Bk+1(0)‘
la récurrence est bien établie.
Ajoutant membre & membre les égalités (4) pour n variant de 1 & m, on obtient :
Bk(m+1) - Bk(l) =k Sk-:.(m)'
Nous avons donc, pour k » 2 et n » 0 etpour k=1 et n > 1,

Bk(m-l) =k Sk_l(n) + Bk car Bk(l) = Bk(O) = Bk'

s . s . _ _ -1
Ceci s'écrit aussi : Bk(n) =k Sk_l(n) + ﬁk - kn

Dans l'expression de Sk_l(n) le terme d'exposant (k-1) est H, x n*! avec

uo= .;. Il devient donc, dans B (n) (p-1) k o1 avec b= 1= - %

D'ofy :
- 81 k est pair

k
Bk(n) =n -

I S1L

- 2 - 4 - -2
Pl G W U N WP RS o A WY
x 2 k 4 X k-2

- s8i k est impair

k _x-1 2 k~2 4 k-4
B(n)=n"--n + A, n + A n +...+ k A n
k 2 Ck 2 Ck

2



"k = Bk pour k pair
Ceci démontre que : Ak =f8 = pour k impair supérieur ou égal a 3
1

o= B, +

o

résultats que nous annoncions & la fin de la premiére partie.

On remarquera que l'expression de Bk(n) peut également s'obtenir en montrant
1 . e .

que le polynéme Pk(n) = 1 [Bku(n) - ﬁku] vérifie les conditions du

théoréme ayant conduit & 1'expression des Sk(n) .

Récurrences sur les nombres de Bernoulli

Ecrivant Bl;(l) = Bk, il vient :

2 4 6 C B _ si k pair
0=1-%kpg +C B, +C B, +C B + ... +{ X k-2
x * x k B, si k impair

qui permet le calcul, de proche en proche, des 32m de deux fagons, soit avec
k pair, soit avec k impair.

On -aurait d'sutres formules également utilisables, en écrivant, par exemple
B(2) =p +k ou B(3) =B +k+k 2¥! et ainsi de suite.

C'eat toutefois la relation issue de Bk(l) = ﬂk qui va permettre de lier les
t

nombres de Bernoulli 4 la fonction £ définie par £(t) = n .
e -1

t

e -1

Développement de f£(t) =

Les nombres de Bernoulli sont souvent définis & partir du développement en
série entiére de £{t) sous la forme :

a a
t =1+—1t+-—2-t2+ LI +fk'—tk+ san
et - 1 1t 2! k!

a & :
Identifiant & t le produit (e* - 1) [1 =t 4+ z_f Boe 4k gky ]

1! k!
c'est-a—-dire :
g2 ¢ t* 8, 2 S ik
[t+'ﬂ'+-3—!+-q-+ﬁ":---] [1+alt+5!-t+...+ﬁt+...]at

13



= .- 1, =1, -
on obtient, par exemple, a = 3 a --6- Poa, 0.

L'annulation du terme en t* dans le produit donne :

l--!- % + %2 + % + ... 4+ “x-1
k! {k-1)! 2! (k-2)! 3! (k-3)! (k-1)!

et ceci n'est autre que la relation liant les Hn, que l'on a obtenue A partir
de Bk(l) = ﬁk.

Finalement, cela démontre donc que a = ﬁk pour tout k.

B B B B
L e e i I
of - 1 i - 2 31 X

étant entendu que les B sont nuls pour k » 1.

2k+]1
Ce dernier point correspond au fait que -tt— - Bl t est pair. En effet
e -1
t  t et + 1 .
T + — =t ————— reste inchangé lorsqu'on change t en -t.
e -1 2 2(e" - 1)

Notons enfin que certains auteurs appellent "polynémes de Bernculli" les
polynémes Pk(n) définis par :

P,(n) = n - .;. ; Py = P_ () et P (1) = P (0)
B (n)
Ceci correspond a Pk(n) = X car
' R _ k . 1
Pk(n) =3 Bk(n) gl Bk_l(n) = DY Bk_l(n) = Pk_l(n).

Les nombres de Bernoulli sont alors donnés par k! Pk(O) = Bk.

Marcel DAVID

%
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André Viricel est né 1le 1 Juillet 1913. I1 fut professeur dans
plusieurs Ecoles Normales d'Alsace. Retraité depuis 1973, 11 a participé
activement & 1'élaboration du Petit Archimdde. I1 vient de publier,
en 1993, le théoréme de Morley avec la collaboration de Jacques Bouteloup
( &ditions A.D.C.S. BP222 80002 AMIENS CEDEX 1 ).

L'article quli suit apporte une solution au probldme des cubes
entjers : placer dans un repére orthonormal huit points & coordonnées

entidres qui soient les sommets d'un cube. ( Il suffit de connaitre

quatre de ces points 0 A B C ).

cl
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CUBES ENTIERS

Certaines relations entre nombres réels peuvent,lorsqu'on les remplace par des nombres
complexes en engendrer d'autres
On part,par exemple,de I'équation diophantienne de Pythagore : x*=y* + 2*
Les solutions en sont bienconnues x =m?* + n* ; y=m? - n* ; z = 2mn
'(m et n étant des entiers ;on ne se préoccipe pas d'obtenir des nombres premiers entre eux
On donne maintenant & m et & n des valeurs complexes

m=2a+ci

n=>b+di
Alors: x =(a+ciy+(b+tdi)=(a2+b2<2-d) + 2(ac+bd)i
y= 1 - =(a*-b*¢c*+d?) + 2(ac-bd)i

z=2(a+ci)(b+di) =2[(ab-cd)+(ad +bc)i]
On remplace x,y,z par ces valeurs dans l'équation initiale

(a2+b? -c*-d?)?-4(ac+bd)P+4(a2+b2c2-d?)(ac+bd)i
= (a-b% -c2+d2)-4(ac-bd)* H(a*-b-c2+d*)ac-bd)i
+4(ab-cd)® -4(ad+bc)+8(ab-cd)(ad+be)i
En égalant les parties réelles et imaginaires,on est conduit a .
(a2+b2-c*- d? )*+ 4 (ac-bd)? + 4 (ad+bc)* =(a2-b>c? +d2P+4(actbd)® +4(ab-cdy* (1)
eti:(a’+b’-c’—d’)(ac+bd)-(a’-b’-c’+d’)(ac-bd)+2(ab'-cd)(ad+bc) =0 (2)
La 1° relation peut exprimer que les normes de deux vecteurs sont égales
La 2° que leur produit scalaire est nul
1 reste & choisir 'ordre d'écriture des compaosantes
Par exemple,pour I'un d'eux, U,
a?+b2-c2-d* ‘en fuisant deux permutations circulaires successives surb, cd
2(ad+bc) onobtient les composantes de deux autres vecteurs

2(ac-bd)
On obtient pour l'un : a?-b2+c2-d* 2(ab+cd) -2(ad-bc)
et pour l'autre -a2-b2c*+d? 2(ac+db) -2(ab-cd)

C'est ce dernier qui a déja été mentionné,a l'ordre prés des composantes.
On rétablit cet ordre ,en nommant les vecteurs

Vecteur U Vecteur V Vecteur W
a2+b*-c2-d? -2(ad-bc) 2(ac+bd)
2(ad+be) a?-b2+¢*-d?) -2(ab-cd)
-2 (ac-bd) 2(ab+cd) a2-b2-c2+d?

On peut s'assurer que les normes des trois vecteurs sont égales
et que les produits scalaires deux & deux sont nuls

Ainsi I'égalité de Pythagore en nombres entiers a conduit 4 considérer un triplet de
vecteurs de meme norme,deux & deux perpendiculaires .Les paramétres a,b,c,d sont des
nombres réels guelconques. _

En leur donnant des valeurs prises dans Z, les composantes appartiennent & Z
Dans ces conditions,dans un systéme orthonormé OXYZ ,les points A, B ,C dont les
coordonnées sont les composantes des vecteurs U,V,W et le point O sont quatre sommets
d'un cube dont tous les sommets ont des coordonnées entiéres

La matrice 3 x 3 dont les colonnes sont les composantes de U,V,W caractérise un.
cube ,dit * cube entier "

Les formules trouvées ont été données pour la premiére fois par un professeur de Bordeaux
au 19 ° Sidcle ,Otinde Rodrigues.Elles donnaient la solution d'un probléme de Mécanique
sans qu'il apparaisse que son auteur ait songé & des cubes entiers.
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Remarques : L'aréte d'un cube entier est entiére ; elle est égale a 1a racine carrée de la somme
des carrés des termes d'une ligne ou d'une colonne de la matrice
Le produit matriciel des matrices de deux cubes entiers est la matrice d'un cube entier
dont l'arete est le produit des aretes des deux cubes.
A . Viricel
La raison de cette propriété tient au fait que la matrice d'un cube entier est une matrice de
similitude .Faire agir méme plusieurs fois de telles matrices conserve la propriété initiale .

N.D.L.R. : On vérifie aisément que l'aréte d'un cube entier est entiére :
|U|* = (a*+b*~c*~d)* + 4(ad+bc)’ + 4(ac~bd)®

[u]* = a* + b% + c% + 4% + 2(a’b™a’c +a’d b c 4 d 4cd)

[U]* = (a*+b™+c+d™)>.

La matrice d'un cube entier est une matrice de similitude car elle

transforme la base canonique en une base orthogonale U,V,W telle que :
|[U] = |V] = |[W] = a®+b*+c?+d?.

Voici deux exemples de cubes entiers :
Pour a = 2, b=c=d = 1, on obtient A(3;6;-2) B(-2;3;6) C(6;-2;3).
Le cube a pour ar@te : OA = OB = OC =Y 9+36+4 = 7,

3 =2 &
La matrice M --%[ 6 3 - ] est une matrice de rotation dont 1l'axe est
-2 6 3

dirigé par le vecteur de coordonnées (1;1;1). ( Il suffit de chercher le

sous espace des vecteurs colonnes invariants par M ).
Les autres sommets du cube sont O0'(7;7;7) A'(43139) B'(9;4;1) C'(1;9;4).

Pour amb=1, c =3, d =2, on obtient A(-11;2;-10) B(10;5;-10) et
C(2;-14;-5)., Le cube a pour arfte 15.
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Loy esprits . les plus obtus adminem
I'Eqquerre ¢ sa perfection dangle droit. Les
plus nigus fa critiqiient. En effet, wout duns
I'Equerre — excepté 'angle droit qui, lui,
s'allirme énergiguement en avangant son
menton poiniis — semble inachevé Ceue
forme de plexiglas céde, se brise, ne tient pas
ses promesses el arbore 'aspect peu soigné
d'une babiole de pochene-surprise. Par
exemple, son évidence de revolver est une
déceplion presque immédiate. Ni ghchette,
ni semblant de chien ou soupgon de barilles,
c’est une ombre d'arme i few, un dessin qu'il
faut animer. De surcrofit, la crosse se plante
dans la paume et l'on se désarme soi-méme
avee brutalité. Quant & casser une branche
de I'Equerre pour Ja transformer en boome-
rang, il ne faut pas y compter. La section ne

serit pas metie, de longues esquilles e
déacheraient,  Ies  bords  déchiguetés
deviendrient terribles, pour un résuliat
hien piwux, Brel, I"Equerre, et quel que soil
st angle, insulte la phus joueuse des ima-
ginations,

Par chance, sa fragilitd permer de In
détruire sans recours it des excusey compli-
guivs, I sullit &'tmietter cv plat tricorne,
Ses pointes s¢ rongent et cassent aussi sim-
plement gque les oreilles des gl recun-
gulaires,
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En septembre 1992, L'L.R.E.M. ct I'LUF.M. de Reims ont décidé d'organiser
conjointement un groupe de travail en didactique des mathématiques, ouvert & tous les
formateurs d'enscignants intéressés de l'académie, tant au niveau de. l'enseignement
élémentaire que secondaire. Ce groupe s'est constitué autour de deux objectifs :

- contribuer & la formation didactique de ses membres, en particulier aider A compléter
et struclurer une formation s'étant le plus souvent faite sur le tas, au fur et 2 mesure des
besoins ressentis, _ :

- réfléchir sur les pratiques de formation didactique et développer des travaux
didactiques en liaison avec la formation des enseignants,

Le groupe "didactique" a réuni une trentaine de participants une fois par trimestre pour
une longue aprés-midi de travail, Chacune de ces aprds-midi comportait & la fois une partie
formation - groupe de travail et une partie séminaire consacrée 3 la présentation de travaux de
recherche récents. |

Dans la premiére partie de 'aprés-midi, nous avons abordé sous des formes diverses : exposés
de synth&se, analyse d'une séance de classe magnétoscopée, analyse de textes didactiques - les
thémes suivants : _

- la didactique des mathématiques, domaine de recherche et la formation des

enseignants,

- l'observation et I'analyse didactique de situations d'enscignement,

- la prise en compte de 1'é1¢ve en didactique des mathématiques.

Dans la seconde partie : le séminaire, trois chercheurs sont venus nous présenter leurs
travaux :

- Isabelle Tenaud nous a présenté son travail de thése portant sur l'enseignement de la

géométrie en terminale C et les possibilités offertes par I'enseignement de méthodes et

la pratique du travail en petits groupes, dans ce domaine,

- Jean Michel Bazin, chercheur en intelligence artificielle, nous a présenté son travail de

thése en cours, concernant la réalisation d'un syst®me informatique de résolution de

problémes de géométrie de quatritme, fondé sur I'analyse des procédures de résolution

d'enseignants, et les questions d'ordre didactique soulevées par ce travail,

- Marie-Jeanne Perrin, enfin, s'est appuyée sur son travail de thése portant sur des
. "classes faibles" pour nous présenter une analyse des contraintes de fonctionnement des

enseignants de collége et des phénomenes didactiques que ces contraintes tendent 3

produire. " .

Par ailleurs, dans le cadre de ce groupe didactique, un sous-groupe s'est constitué pour
analyser les copies du premier concours des professeurs d'école (juin 1992) et déterminer ce
que ces copies nous apprenaient sur le rapport aux mathématiques et le rapport 2 la didactique
des candidat{e)s, ainsi que sur I'effet de la formation dispensée en premiére année d'l.U.F.M.

Nous avons regroupé dans cette brochure, qui constitue la trace de la premidre année
de vie du groupe, les résultats de 1'analyse effectuée des copies du concours PE et les trois
exposés du séminaire.

Michgle Artigue Hélene Authier
LU.F.M. de Reims LR.E.M. de Reims
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Auteurs :
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Patrick PERRIN

formation des maitres

Mots-clé : spécialité Histoire des mathématigues
autres : Activité en classe
Calcul différentiel
Cycloide
Tangente
Résumé : Présentation de textes anciens annotés traitant
du calcul des tangentes.
Comptes-rendus d'expérimentations en classe et
! d'enquéte concernant l'enseignement des notions
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Cette brochure fait suite au stage : "l'analyse en second cycle ;
1'histoire du calcul infinitésimal", qui elit lieu dans l'académie de
Reims durant l'année scolaire 91-92. Elle est le fruit d'un travail mené
par le groupe Histoire des Mathématiques de 1'IREM de Reims.

A la lumidre de textes du XVII® et du XVIII® si2cle, nous avons
essayé d'apporter un &clairage nouveau aux notions de base du calcul
différentiel que nous enseignons & nos éléves : limite, continﬁité.
dérivée, tangente ; entrepris d'analyser leur évolution historique. Vous
trouverez ci-apréds les textes qui nous ont paru les plus significatifs,
précédés d'une courte biographie de leur auteur et d'une présentation.

Certains textes ont fait 1'objet d'activités en classe, vous pour-
rez en lire le contenu et un compte-rendu. Il nous semble que la mise en
présénce de textes historiques peut aider les éléves dans leur compré-
hension des mathématiques. La.lecture des programmes nous a confortés
dans cette démarche : "Il convient de mettre en oeuvre le contenu cul-
turel des mathématiques : l'introduction d'une perspective historique

peut y contribuer" (B.O. du 17 mai 1990).

Une des origines de ce travail a été la confusion que nous avions
remarqué chez les éldves concernant les notions de limite, tangente et
dérivée 3 leur entrée en terminale scientifique. Nous avons sur ce sujet
mend une enquéte aupréds de 226 &ldves du lycée Clémenceau de Reims,
en Septembre 1991. Les résultats de cette enquéte se trouvent & la fin

de cette brochure.

Nous espérons que vous &prouverez autant de plaisir & découvrir ou
étudier ces textes, dont certains sont peu connus, que nous en avons eu

nous-mémes. Toutes vos remarques ou suggestions seront les bienvenues.

Philippe DELEHAM
Genevidve KIENTZ
Jean Claude PENIN
Patrick  PERRIN
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Petit historique du calcul des tangentes.

Euclide Archimdde Apollonius : tangente & la parabole.

Pierre de Fermat : Méthode pour la recherche du maximum
et du minimum. Tangente & la cycloide.

René Descartes : Tangente & la cycloide. Critique de
la méthode de Fermat,

Gilles Personne de Roberval : Donner les touchantes
des lignes courbes par les mouvements mémes mélez.
Tangente & la cycloide.

Isaac Barrow : Lectiones Geometricae, lecture X.

= O &

Isaac Newton : De la méthode des premiéres & derniédres

raisons. Mé&thode des fluxions.

Gottfried Wilhem Leibniz : Nouvelle mé&thode pour les

maxima et les minima.

I-ﬂ-:"
d

Jean le Rond d'Alembert : Article Tangente de la Grande
Encyclopédie.

Annexe 1 : Tangente A4 1l'ellipse.

Annexe 2 : La cissoide de Dioclés.

Augustin Louis Cauchy : Premiére, troisiéme, quatriéme
et sixiéme lecens de calcul infinitésimal données &

1'&cole royale polytechnique.
Annexe 3 : Une caractérisation des fonctions menotones.

Expérimentation en premiére scientifique.

Enquéte aupréds de 226 &ldves de terminale scientifique.

SIS St

Annexe 4 : Descartes ; Facon générale pour trouver
des lignes droites, qui couppent les courbes données,
ou leurs contingentes, & angles droits.

Annexe 5 : A propos de la méthode des fluxions.

Bibliographie.
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tangente

Je ne toucherai qu'une fois
Et vous saurez que c'est furtif.

Inutile de m'appecler,
Tout autant de me rappeler.

Vous aurez grandement le temps
De vous redire ce moment

Et d’essayer de vous convainere

Que nous restons 'un contre 'autre.

GUILLEVIC
Fuclidiennes, poémes
Gallimard, nrf._
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Introduction

Le quadrillage est le support le plus utilisé par les écoliers ou les étudiants mais
on trouve trés peu de documents qui l'utilisent comme objet de travail ou de
recherche. Pourtant, il permet: d'aborder pratiquement tous les thémes ‘des
mathématiques enseignées dans les colléges, les lycées et méme & l'université, a
travers des activités de tous niveaux, des plus simples aux plus compliquées.

. L'étude qui suit est un rapide survol des possibilités offertes par ce support
familier et quotidien. Ce n'est pas un produit fini mais un recuell d'idées que chacun
pourra exploiter 4 sa maniére.

La Fégle du jeu est que n'est constructible que ce qui passe par des noeuds du
quadrillage ou est intersection de droites constructibles. Evidemment, seule la régle
non graduée est autoriséel

S H BT HRR R RTTHFITHIT R T e N
¥ Sommaire . i
[nkroduckion ... vevn v Seevenea 2 -}
5 oy
T Les debuts du quadrillage ............ 3 ;
3
II Les leonguenrs ek les angles .......... ) L
' A
TTL Lemt veohouEs v e i e i anonacnnnsneea 1 f
1 "“’
A IV BALYCORLEES v ve e v oes s neerninnnns 10 #
| P
4 V Dez figures plus complexes ..... eea-s 12 P
:':; . i{jb
& VI Autour de la bissectrice .....,q..... 16 $
| VII Les Lransformations .............. o 21 i
gil i Y
) VIII La formules de Pick ...oeevuneennn- oo 27 P
4 | ¢
q Capes ekterne 92 ....... S L 3 R ¢
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Bon de commande d'anciens numércs & renvoyer i
IREM de REIMS, Moulin de la Housse, BP 347 51062 REIMS CEDEX
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Mode de réglement : Chéque bancaire
Chéque postal Virement administratif sur facture

La demande sera satisfaite dans la limite des stocks disponibles
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