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LA FORMULE DES TROIS NIVEAUX

Oi 1'on cherche 3 jauger les tonneaux

Trouver le volume d'un tonneau est un probléme trés ancien
On trouve dans la littérature différentes formules qui
toutes sont dépendantes des trois dimensions facilement
mesurables a savoir le petit diamétre d,le grand diamétre
D et la hauteur h du tonneau.

A

i

: Ces formules se raménent toujours
h 3 la forme: V=ehC

: C pouvant étre considéré comme le
5 carré du diamétre moyen du tonneau.

S S

Citons les quatre formules suivantes:

nh, 5D+4d

T oDH58, (Larousse 1931)
T4 9

(G B Rl

_mh(d, 2D d) 2 (Petit Larousse 1993)
3+3¢272

——

nh[5D+3d]2 (formule de Dhez)

Si D=d le“tonneau’est un cylindre et les quatre formules

donnent: nhD2
4

Si d=0 et h=D le‘'tonneau’est une sphére et on trouve

tans 1'ordre: 25203 , mp3 , 2503 , mD’.

364 9 256 6

Si D=0 le‘tonneau’est un cone & deux nappes (sablier)
et on trouve dans l'ordre: 4nhd2 . nhd2 . 9nhd2 . nhd2
81 36 256 12

La derniére formule semble donc posséder un caractére

de généralité que les autres n'ont pas puisqu'elle est

la seule a donner les volumes exacts de ces trois solides.
On 1'appelle actuellement 1a formule des trois niveaux.



Od 1'on apprend l'histoire mouvementée de la formule

Plusieurs fois oubliée puis redécouverte cette formule
apparait & différentes époques.On la trouve une premiére
fois dans le Lilavati de Bhaskara (XII siécle).

Dans un grand ouvrage sur la géométrie du solide (Nova ste-
reometria doliorum) publié en 1615,Képler donne la formule
a propos du jaugeage des tonneaux. Elle a. aussi été donnée
par Toricelli en 1644.

Newton a montré dans son Methodus differentialis com-
ment on peut calculer approximativement un segment solide
au moyen de plusieurs sections paralléles et en particulier
avec la formule des trois niveaux.Mac Laurin (Fluxions 1742)
complétant le travail de Newton a fait apparaitre que la
dite formule donne exactement le volume cherché lorsque l'aire
de la section située 3 une distance x de l'une des bases
est une fonction entiére de x (polynOme) ne dépassant pas
le troisiéme degré (cf § suivant).Plus tard Simpson retrouva
les résultats de Newton et de Mac Laurin.

Enfin au milieu du XIX siécle la formule fut & nouveau
redécouverte,d'une part par Sarrus suite & une question d'un
tonnelier,d'autre part par Baillargé qui lui donna le nom
de formule universelle prismoidale du cubage de tous les
corps.(cf coupure de presse en fin d'article).

Od 1'on découvre les conditions de validité de la formule

Dans le bulletin de mathématiques spéciales de 1896
Niewenglowski a découvert tous les solides dont le volume
peut €tre exprimé par la formule des trois niveaux.

A Soit f(x) l'aire de la section
: découpée dans le solide par
sl . un plan paralléle aux bases
iy /// et situé & une distance algé-
- R brique x du plan équidistant
des bases.
Supposons que f soit une
Ve fonction continue,le volume
— —_ L du solide,en désignant par
; ' / 2h sa hauteur,est alors:

% J;gf(x)dx ou F(h)=-F(-=h)

o’ F étant une primitive de f.



La formule des trois niveaux est applicable si et
seulement si:

F(h)-F(-h) = (h/3)(f(h)+f(—h)+&f(0))
Sachant que F'=f et en posant A=f(0),1"équation s'écrit:
F(h)-F(-h) = (h/3)(F'(h)+F'(-h)+4A)
Avec le changement de variable:y=F(h)-F(-h),elle devient:
3y=h(y'+4A)
dont les solutions sont de la forme: y=2Ah+(2/3)Bh3,
B désignant une constante arbitraire.En dérivant on obtient:
y'=2A+2Bh2 ou encore: f(h)—A—Bh2+f(—h)—A-Bh2=O
Cette derniére équation signifie que 1a fonction I définie

par I(h)=f(h)—A—Bh2

doit étre impaire.

Réciproquement on vérifie sans peine que toute fonction
f de 1la forme:~f(h)=A+Bh2+I(h) ol A et B sont deslconstantes
et I une fonction impaire continue,vérifie 1'équation initi-
ale.

Remarquoné en particulier que la formule des trois
niveaux est applicable aux fonctions polyndmes de degré

inférieur ou égal & trois (résultat découvert par Mac Lau-
tinds



Oii 1'on se pose des questions d'unicité

Existe-t-il d'autres formules a trois niveaux?
Revenons un instant au calcul du volume d'un tonneau et
considérons la formule suivante:

2 2

2 164"
v=Tgdg )

ot d désigne le diamétre commun

des deux bases et d' le diamétre
de la section prise au quart de

la hauteur h.

On vérifie facilement que cette formule est applicable
au cylindre,au cdne & deux nappes et a la sphére.

Est elle applicable & d'autres solides?

Pour répondre & cette question il faut formuler en
termes mathématiques le probléme.
Soit F un ensemble de fonctions continues,h un réel donné
trouver tous les réels re]—h;h[,k,l,m tels que:

pour tout feF J:Ef(t)dt = kf(h)+1f(-h)+mf(r) (E)

On peut donner une réponse 4 ce probléme lorsque F est
1'ensemble des fonctions polyndmes de degré inférieur ou
égal 3 n avec n=2 ou n=3.

Etude du cas n=3
L'égalité (E) doit étre vérifié en particulier pour

f(t) = (tz—hz)(t—r) ce qui donne: (4/3)rh3 =0 d'oir =0

Sachant cela on détermine k en écrivant 1'égalité (E)

pour f(t) = (t+h)t et 1l'on trouve k = h/3

De la méme facon on trouve 1 = h/3 et m = 4h/3

en utilisant f(t) = (t-h)t et £(t) = (t-h)(t+h).

On retrouve donc dans ce cas la Formule des trois niveaux.
On peut alors conclure gue celle-ci est la seule applicable
3 un ensemble de fonctions contenant les polyndmes de degré
inférieur ou égal a 3.

Etude du cas n=2
Le probléme est équivalent & la résolution du systéme suivant
kb 241n2eme? = (2/3)h°
kh-lh+mr = 0
k+1l+m = 2h

que l'on obtient en écrivant 1'égalité (E) successivement

pour f(t) = t2 , f(t) =t , £{t) = 1,



Relativement aux inconnues k,l1,m on a un systéme de Cramer
2,2 2
r

h® h
puisque le déterminant h -h r
1 1. 1

qui est égal & 2h(r2—h2),est toujours différent de zéro.
Pour chaque valeur de r il existe donc un triplet (k,1,m)
unique répondant au probléme.

h 5h 16h
Par exemple pour r=(h/2) on trouve: k=~§ l=§— ===

c'est pourquoi la formule proposée au début de ce paragraphe
est applicable & tout "tonneau" dont 1l'aire de la section
située 4 une distance x des bases est une fonction polyndme
en x de degré inférieur ou égal & deux.Ce qui est le cas

du cylindre,du cbne et de la sphére.

Pour terminer donnons une interprétation élégante des
résultats précédents en termes d'algébre linéaire.
On sait que l'ensemble P_ des fonctions polyndémes de degré
inférieur ou égal a n " est un espace vectoriel sur R de
dimension n+l.Les applications suivantes de Pn vers R

u: f+—— £f(h) v: fv+—— f(-h)
i F i BT Is fH[Ef(x)dx

sont des formes linéaires dont l'ensemble est un espace
vectoriel (noté P_*) appelé dual de P_ et qui a la méme
dimension que P o -

Dés que n;,Z,lanfamille (u,v,w) est libre.Pour n=2 elle forme
donc une base de P_* et par conséquent I est une combinaison
linéaire de u,v,w.nPour n=3 on a prouvé ci-dessus que la
famille (u,v,w,I) est 1lié si et seulement si r=0.

Philippe Deleham & Patrick Perrin

IREM de REIMS

Sources:

E.Fourrey Curiosités géométriques Vuibert 1938

Goulard Sur la formule des trois niveaux Mathésis 1897
J.L.Ovaert & J.L.Verley Algébre vol.l Cedic Nathan

Annexe:
Le Stereometricon Baillairgé
Extrait du Québec Daily Mercury 20 Mars 1872
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RMCA
En 91/92 et pour la deuxiéme fois pour tous les colléges de 'académie a eu lieu le
Rallye Mathématique Champagne-Ardenne
a l'initiative de
I'Institut de Recherche sur I'Enseignement des Mathématiques, soutenu par les Inspections

Académiques, la régionale de Reims de I'Association des Professeurs de Mathématique et la
MAFPEN.

Ce concours, ouvert aux classes et non aux €léves individuellement, veut donner une autre
image des mathématiques en intégrant I'aspect ludique.

Les objectifs principaux de cette épreuve sont:

o
A Créer un esprit de solidarité dans la classe, valoriser le travail en équipe, gérer ce travail

¥ dansle temps imparti.

ofn,
é@f Améliorer limage des mathématiques auprés des enfants en présentant des exercices
amusants et dégagés de toute évaluation.

Cette année, nous avons connu une forte progression des inscriptions puisque 436 classes ont
participé a la demi-finale du 6 avril, ce qui représente prés de 12000 éléves, I'an dernier nous en
avions environ 6700.

C'est pour nous un succés qui vient récompenser le travail que nous avons accompli pour
organiser ce rallye et qui nous incite a poursuivre dans la méme voie en 1993

Classes inscrites aux demi-finales:

Demi-finale
6eme 5éme 4déme 3éme total colléges
Ardennes 33 24 27 18 102 17145
Aube 39 40 36 28 143 15/25
Marne 19 34 22 13 88 19/48
Haute-Marne 24 23 23 12 82 16/25
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Les finales, regroupant trois classes de chaque niveau, se sont déroulées dans les quatre
départements de I'académie.

Le palmares:

Finales
Ardennes Aube Marne Haute-Marne
BeA 6eC 6e7 6¢e6
Salengro Jean Moulin Picasso Saint-Saéns
Charleville Marigny le Chatel  Reims Chaumont
5éA 5é 55 5eA
Vienot Othe et Vanne Les Indes
Rocroi Aix en Othe Vitry le Frangois Bourmont
4éA 4é 4ée4 4&A
Vienot P. Langevin Université
Rocroi Ste Savine Reims Bourmont
3é 3é 3é401 3eB
P & F Pithou Les Indes La Noue
Grandpré Troyes Vitry le Francois St Dizier

Dans chaque lieu de finale, un godter offert a tous les participants a précédé la remise des prix
aux vainqueurs. Le trophée remis aux classes gagnantes a éteé réalisé par une section
professionnelle du lycée Charles de Gaulle de Chaumont.

Dés maintenant, le Rallye 93 se met en place.
Au cours du premier trimestre 93, vous serez sollicité pour participer a cette épreuve.

N'oubliez pas de vous inscrire!

g
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AVEZ-VOUS PENSE A LA BIBLIOTHEQUE DE L'IREM

POUR VOTRE ENSEIGNEMENT 7

Cette bibliothéque centralise les différentes revues éditées
dans les IREM et les met & la disposition des professeurs de
Mathématique.

Plus de 200 publications ont été enregistrées durant 1'année
scolaire 91-92 ainsi que bon nombre de manuels et d'abonnements
(Grand N, Le Jeune Archiméde, Tangente, Quadrature, La Recherche, Petit X,
Epi, Plot, L'Ouvert, Stnt, La Feuille a problémes, fFeuille de vigne, BGY,
Bulletin de 1'APMEP, Revue de pédagogie,....... etc, sans oublier Vecteur)

Voi=i quelques titres de brochures disponibles:

Réféerence:

B1831 Les Angles en 2nde (Paris 7) B1902 Des Activités pour raisonner
B1745 Aires, Second Cycle (Poitiers) au collége (Rouen)
B1803 Exercices de Math. en 2nde (Picardie) B1899 Des Chiffres et des Lettres
B1952 Utilisation dynamique du graphisme au collége (Inter-Irem)

Second Cycle (Rennes) B1883 Lire et Ecrire des textes
B1967 Quelques supports pour les activités mathématiques (Rennes)

dans le cadre des Modules en 2nde B1842 Activités au collége (Picardie)
B1773 Des Activités pour nos éléves (Toulouse) B1871 L'Espace au collége (Clermont~fd)
B1968 Fichier méthodologique 2nde, 1ére (Poitiers) B1921 Des Eléments de Géométrie—Espace
B1880 Calculatrices programmables, Lycée (Nice) 3éme, 2nde (Pays de Loire)
B1850 Evaluation 2nde (APMEP 91) B1750 Fonction Linéaire 4éme (Montpellier)
B1929 Epreuves de Math.aux BTS 91 B1734 Fiches éléves 5eme (Brest)
B1931 Réflexion sur les épreuves des BAC E,F,G © B1851 Evaluation Séme (APMEP)

B1766 Les Transformations (Paris Nord)
B1836 Fille et Scientifique: un dossier (Irem-CCAFE)
B1916 Histoire du Concept de Nombre (Lille) .... ......

Venez les consulter, les emprunter ou les commander.

Mais ol se trouve la bibliothéque 7

A la Faculté des Sciences de Reims, batiment mathématique

téléphone:26 05 32 08
§8 Miemksk

F.PINCHON
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UNE ACTIVITE EN 6EME : L'OISEAU

Jean-Claude FENICE
IREM DE REIMS

1) PUBLIC :
Classe de b6eéme.

2) OBJECTIFS :

* Sensibiliser 3 la notion de repérage dans le plan;
* Développer les capacités de communication,d'organisationm, d'argumentation;
% Faire prendre conscience de la nécessité de conventions pour communiquer.

3) PREREQUIS :
Savolr mesurer, reporter une longueur, tracer des droites perpendiculaires.

4) PLACE DANS LA PROGRESSION :

La modestie des prérequis permet de placer l'activité tdt dams 1'année.

5) DUREE :
4 séquences : 2 pour l'élaboration des textes et les constructions, 1 pour

le bilan , 1 pour les applicatioms.

6) MATERIEL :
Petit matériel habituel de géométrie;
Le réinvestissement du bilan a été réalisé sur nanoréseau.

7) STRUCTURE DE LA CLASSE :
Classe partagée en 6 groupes, par affinité.
8) LE PRINCIPE DE L'ACTIVITE ET LES ETAPES :

Un dessin, inconnu des éléves, est constitué de 5 triangles et un cercle.
Chaque groupe regoit une partie de ce dessin, placée a la méme place, dans
le méme cadre rectangulaire. Chaque éldve du groupe a la méme reproduction,
et devra dessiner dessus les parties complémentaires, 2 partir des messages
de construction que doivent envoyer les autres groupes ( émetteur/récepteur )
( Voir fiches annexes )
e Le motif de la tdche est exposé, puis le produit attendu par le professeur
est explicité :
Chaque groupe doit produire un texte "programme de construction"
court, avec une instruction par phrase; :
Tous les instruments de dessin. sont autorisés, sauf le calque;
Lors de la construction des figures, les tracés intermédiaires
devront rester visibles.
¢ Réalisation des programmes de comnstructiom : dans chaque groupe il doit
y avoir production d'un seul texte ( commun accord ) tecopié en 4 exemplaires
pour faciliter la circulation des messages.
e Emission des textes vers les autres groupes qui réalisent les figures corres-
pondantes, sur leur fiche, pour reconstituer le dessin initialj;
eBilan des méthodes employées, du vocabulaire utile;
eInstitutionnalisation d'un mode de repérage, et d'um vocabulaire spécifique;
eRéinvestissement ( sur nanoréseau, puis exercices )

9) LE VECU :

L'activité est accueillie avec enthousiasme, grice au suspeas
qu'entretient 1'inconnu du produit final que chaque éléve devra obtenir

sur sa fiche.
Chaque texte porte le numéro du groupe émetteur, et 1'éleve récepteur
vote ce numéro sur sa construction, de fagon & savoir ce qu'il lui rTeste
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a faire.

Lorsqu'un texte parait incompréhensible, il est retourné d ses auteurs
avec les remarques écrites, pour &tre amélioré.

Malgré la faculté des éléves i comprendre des écrits peu rigoureux
de leurs pairs, les difficultés sont nombreuses ( origine des mesurages
non précisée; direction non explicitée, le plus souvent ) . Certains textes
donnent 4 la suite sans ponctuation une foule d'instructions; ce sont sou-
vent ceux-13 qui emploient des méthodes compliquées...

Cependant la définition d'un triangle par ses trois sommets, et d'un
cercle par son centre et son rayon a été sans probléme implicitement prati-
quée par tous; par contre le groupe émetteur n'indique pas toujours comment
relier les points obtenus.

Le débat s'instaure dans les groupes, aussi biem pour la rédaction
( A partir d'ol mesurer ? Comment le traduire ? ) que pour l'interprétation
des textes recus. Les critiques sont parfois trés dures, et les réactioms
des auteurs trds vives! Les élives argumentent; cependant il a fallu rappeler
qu'il s'agit d'un apprentissage de la communication, et qu'il est normal
que les rédactions soient imparfaites. .

Les constructions révélent un manque certain d'exigence de la part
des éléves : paralliles et perpendiculaires sont tracées "i vue de nez'.

A la fin de la deuxidme séquence, les constructions sont terminées;
les éléves évaluent leur dessin :

* il ressemble ou non "i quelque chose" ?

* est-il le m@me que celui des autres groupes ?

Il y a alors recherche des erreurs, et de leurs causes.

Pendant la troisiéme séquence, les élives sont invités a faire le
bilan :
* Quelles connaissances ont été réinvesties ?
* Qu'a-t-on découvert ?
* QQI va-t-on résumer ?

Aucun éléve n'a pensé i réaliser un quadrillage, bien que 1'exploita-
tion de graphiques ait été pratiquée avant cette activité. Le procédé trés
largement majoritairement employé est le mesurage parallélement aux bords
du cadre ( une seule construction au compas ). Les distances en nombres
entiers de em facilitaient cette approche.

Les difficultés rencontrées dans la réalisationm, duds 3 la diversité
des choix d'origine des mesurages sont mises en avant pour instituer la
nécessité d'une convention ( choix de deux droites seulement ) et d'un
ordre de mesurage ( abscisse, ordonnée ). Enfin, la présence d'un quadril-
-lage comme facilitateur de lecture est admis.

Pendant la quatridme séquence, les éléves reconstituent le dessin
sur nanoréseau, en entrant les coordonnées des points, relevées sur les
réalisations les plus correctes ( phase de familiarisation avec 1'ordre
abscisse/ordonnée ).

10) CONCLUSION :

Cette activité est avant tout une situation de communication :
chaque groupe est nécessaire aux autres. Elle présente aussi 1'avantage
de s'auto-valider : les éliéves sont autonomes jusqu'id 1'évaluation finale;
le professeur intervient pour 1l'institutionmnalisation :

* du vocabulaire adapté, dont on a senti la nécessité devant les
formulations vagues ou ambigues;

* du maniement correct des instruments de dessin;

* d'un mode de repérage dans le plan, "senti" par les éléves, mais
pas spontanément employé si un quadrillage n'est pas déja présent.
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PROBLEMES

N2 1
Déferminer Foules les solulions (x,y,2)€ z’

du 5yst‘éme de 2 e.'ciuaf‘ions

{x+7+z =ﬁ3

b y3 + &2 = 3
N2 2
Dessiner cleux ,Penrasones r_e1s que Cl'\oc.un
soil inscril_ dans avlre ~.
N |
Quel esf e hombre de solylions de¢ | e’quq .
_Fion x + 2 +3z = 1992 en nombres

enfiers Posil'iﬁs ou nuls ?

N2 &

Resoudre en nombres enfliers nalurels l’e'qua]'ion

3('_+>1+2 +xy+x% +y2 + -1 :xyz

Nz 5

Jus l"H[’ier |'0PProximari0n de Moskdy'ne_ ,
davltant meillevre que X di_l[’e'.re pev e O
: Ve e 3
(5in x).f: Cos X
x

Vor setulions f},emnrw}"' ekne. eyW'OLaéQS & Pmﬁm D el ehcun

tuc L.P. Eunope ,Av: de L Bunope & Redms
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TOPIQUES éditions, 24 rue du 26" B.C.P., 54700 PONT-A-MOUSSON

accompagné du réglement par chéque ou d'un bon de commande officicl.
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en capitaler 3vF
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REPERES - IRCM . n*1 - osicbre 1080

Cher(e) Collegue,

Vous avez regu dans votre établissement la revue "Repéres-lrem n® 1" destinée
aux professeurs de mathématiques. (Eventuellement réclamez-la 3 votre

documentaliste).

Elle est publiée par les Instituts universitaires de Recherche sur I'Enseignement
des Mathématiques (IREM) sous le patronage de I'ADIREM (Assemblée des

Directeurs d'Icem).

Ce bulletin trimestriel s'adresse plus particulicrement dux enseignants des

Colleges, des Lycées et des LycéesProfessionnels’

Nous attirons votre attention sur la qualité de cette publication en vous
rappelant la possibilité d'utiliser vos crédits d'enseignement pour un tel

abonnement.
I

Francoise PINCHON

o
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L'arithmétique, je 1'ai étudiée tout

entiére, ainsi que les chapitres de ce
qu'on appelle 1'algébre et toutes les
propriétés des nombres, surtout de
ceux qui ont un rapport de similitude
entre eux ; j'ai donné de mes
découvertes et de ce qui était connu
avant moi, un exposé aisé ou
admirable, ou les deux ensemble. En
géométrie, j'ai traité de la proportion
obscure et réciproque des quantités
infinjes avec les finies, et de la
réduction en quantités finies, quoique
cette méthode ait déjé été découverte

par Archiméde.
J.Cardan, Ma Vie, 1991 Editions Belin

Jérome CARDAN
Algébriste Italien du 16eme siccle

33

Quant & l'astrologie divinatrice, je
1'ai pratiquée, plus que je n'aurai di
et j'y ai ajouté foi & mes dépens.
L'astrologie naturelle ne me fut
d'aucun usage ; j'en ai recu les
premiéres notions il y a trois ans,
c'est a dire 4 soixante et onze ans. Je
suis trés versé dans la géométrie,
1'arithmétique, la médecine théorique
et pratique, plus encore dans la
dialectique, la magie blanche, qui
étudie les propriétés des corps et des
choses semblables, comme par
exemple le fait que 1'ambre renforce

la chaleur naturelle, et pourquoi.
J.Cardan, Ma Vie, 1991 Editions Belin



JEROME CARDAN

Né d'un pére juriste et mathématicien en 1501 2 PAVIE en Italie, JEROME
CARDAN est 1'une de ces extraordinaires personnalités comme la Renaissance sut
en produire : il est d'une prodigieuse étendue d'esprit, a pratiqué toutes les
sciences et les a toutes perfectionnées; il est philosophe, médecin, mathématicien,
physicien, mécanicien (on lui doit le cardan utilis¢é dans la direction des
automobiles) il est également astrologue et méme magicien: la science moderne est
en gestation dans ce 16°M€ siécle et les frontiéres enire toutes ces disciplines
restent floues voire inexistantes.

JEROME CARDAN, mathématicien, est cité aujourd'hui a 1'occasion des
formules donnant une des racines de 1'équation du 3°M€ degré, elles furent a
1'origine d'une querelle fameuse avec son compatriote Nicolo Tartaglia, querelle de
priorité de publication dans laquelle, d'ailleurs, il ne joua pas le plus beau role ;
néanmoins, et ce n'est pas la moindre contradiction d'un personnage a la fois
orgueilleux et génial, il fut un mathématicien subtil et inventif : On lui doit & juste
titre un certain nombre de découvertes qu'il publia en 1545 avec les célébres
formules dans un petit ouvrage intitulé ARS MAGNA (ce qui signifie LE GRAND
ART, nom qui désignait a 1'époque 1'algébre); il y reconnait la multiplicité des
racines des équations : phénoméne qui avait déja auparavant été remarqué sur
quelques équations du 2nd degré particuliéres, mais Jérome fut le premier en
Occident a avoir égard aux racines négatives qu'on avait toujours évitées et il
constata la généralité de cette propriété. Les nombres complexes se trouvent pour
la premiére fois dans I'ARS MAGNA (vous le verrez vous-méme dans le texte
proposé) et il opére sur celles-ci avec exactitude. On lui doit aussi plusieurs
relations qui lient les racines aux coefficients de 1'équation : "toute équation du
3éme degré est divisible par l'inconnue diminuée de la racine; Le coefficient du
second terme est égal 4 la somme des racines avec le signe changé". Pour illustrer
le rapide portrait de cet étonnant personnage voici un...

TEXTE DE J.CARDAN

L'extrait proposé ici est le chapitre 37 de I'ARS MAGNA. cet ouvrage se
trouve inclus dans les oeuvres complétes d¢ CARDAN dont les 10 gros volumes
écrits en latin se trouvent 4 la Bibliothéque Municipale de Reims et nous voulons a
ce sujet adresser nos plus vifs remerciements 2 Mme Le Conservateur et 8 Mme Le
Conservateur Adjoint qui nous ont permis de photographier cet ouvrage.

Pourquoi le chapitre 37 plutdt qu'un autre, et bien on y trouvera d'abord des
problémes dont les solutions sont des nombres négatifs, fait banal dira-t-on mais
trés nouveau a 1'époque, ensuite, on y rencontrera, c'est 1a 1'intérét principal de ce
chapitre, les premiers nombres complexes de 1'histoire, enfin le tout se terminera
sur une énigme !



COMMENT ECRIVAIT-ON L'ALGEBRE SOUS LA RENAISSANCE

Jusqu'au 158me giacle 1'algébre était entiérement rhétorique c'est a dire que
les calculs, les formules et les égalités étaient écrits en toutes lettres ; dans les
équations 1'inconnue était désignée en général par le mot chose (le terme provient
des algébristes Arabes) ce qui donnait res en Latin, cosa en Italien et coss en
Allemand.

A partir de la seconde moitié du 15€me giacle, on assiste en Occident & un
essor assez général de 1'algébre dont 1'école Italienne en sera le plus bel exemple.
L'évolution des recherches améne chaque mathématicien 3 créer et a utiliser des
notations abrégées, évidemment celles-ci varieront plus ou moins d'une personne a
I'autre: elles seront appelées notations cossiques du nom de 1'inconnue qui comme
on 1'a dit plus haut était désignée par coss en Allemand. Jérome Cardan obgit bien
s{ir A cette régle et son texte est émaillé de symboles cossiques :

m pour moins

P pour plus

K pour Racine carrée

Pos pour Position : ¢'est un autre nom
pour 1'inconnue

carré pour I'inconnue élevée au carré

cube pour I'inconnue élevée au cube.

11 n'utilise aucun signe d'égalité ni de parenthése.

Voici le texte du chapitre 37 de I'ARS MAGNA. Il s'agit d'une traduction
libre du passage corespondant de l'original en Latin. Vous trouverez a la suite
quelques notes explicitant le contenu de chaque régle:

L
uri



CHAPITRE XXXVII

La régle de la fausse position

REGLE 1(1)

C ette régle est triple, en effet ou elle
emploie m. ou cherche R.M. ou

cherche ce qui n'est pas.
Premiérement donc nous recherchons les
solutions des questions, qu'il n'est pas
permis par le moyen de p. de regarder
comme de vraies choses, par exemple, si
quelqu'un dit un carré est égal a 4. choses
p-32. &, de la méme fagon, un carré est
égal a2 1. chose p. 20. alors si tu veux
chercher la véritable valeur de la premiére
chose c'est 8. , et dans la seconde question
5. mais si tu dis en retournant, un carré
p.4. choses est égal a 32. & la chose sera
4. & dans l'autre ceci sera encore vraie,
parce qu'un carré & une chose sont égales a
20. je dis donc, si 4.p. obéit a ces question,
donc 4.m. est la valeur de 1 carré égal a 4.
choses P. 32. & 1. carré est égal a 1. chose
D.20. pour cette raison tu retournes les
chapitres, comme nous avons dit dans le
premier chapitre, & si par hasard c'est
impossible, dans 1'un et 1'autre la question
est fausse par P. & par M. & si c'est vrai
par P. dans l'un, ce sera par m. dans
l'autre, & de cette sorte d'espéce est cette
question.

QUESTION 1

La dot de 1'épouse de Frangois est de 100.
piéces d'or de plus que le pécule de
Frangois, & la dot de son épouse multipliée
par elle-méme est de 400. piéces d'or de
plus que le pécule de Frangois multiplié par
lui-méme, on cherche la dot, & le pécule .
Posons que Francois a une chose . donc
la dot de son épouse est, en piéces d'or
100. m. 1. chose, multiplie les parties par
elles-mémes, elle deviendront 1. carré &
10000. P.1 carré m.200. positions, la
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m.1. pos. [ 100.1i.1. pos.

1. carré | 10000.p.1. quad.
m.200.pos.

différence 10000.m.200.

pos. égale a 400.

différence de celles-ci [les parties aux
carrés] est 400. piéces d'or, donc 1. carré
p. 400. p.200. positions est égal a 10000.
p. 1. carré, rejette les quantités communes,
tu auras 9600. égal a 200. positions. Donc
la chose est 48. & il posséde autant en m.
c'est a dire en débit, & la dot sera ce que
reste jusqu'a 100. il va de soit 52. donc
Frangois avait 48. piéces d'or de débit,
sans aucun capital ou pécule, & la dot de
son épouse 52. piéces d'or & en opérant
autrement tu pourrais parvenir a des
questions difficiles, et inextricables. De
cette telle espéce est encore cette question.

QUESTION II

Moi j'ai 12. piéces d'or de plus que
Frangois, & le cube des miennes est 1161.
piéces d'or de plus que le cube de Frangois,
on pose 1. chose m. a Francois, moi j'ai
12. piéces d'or m. 1. position, éléve au
cube les parts, elles deviendront 1. cube .
& 1728. p. 36. carrés . 432. choses
m.1.cube, & la différence de celles-ci [aux
cubes] est 1161. donc 1. cube m. p. 432.
choses P. 1161. sera égal a 1728 .p. 36.
carrés m. 1.cube, rejette m. 1. cube &
1161. de chaque partie, elle deviendront
432. choses égales 4 36. carrés p.567. c'est

. . i 3 2 5
pourquoi 1. carré p. 15 . sont égaux a

12. choses, donc la chose est 1 %, &



. . e : 1
Frangois a eut ceci en m., & moi 10 EX en

P. & autant de piéces d'or demandées.
QUESTION III

Et de la méme fagon , si je dis encore ainsi,
mes piéces d'or sont 12. de P. que celles de
Frangois. Et le carré des miennes est 128.
de m. que le cube des piéces d'or de
Frangois, nous donnerons une chose m. a
Francois, et donc moi j'ai 12. piéces d'or
m. 1. chose, & le carré des miennes sera
144. P.1. carré m. 24. choses, & ceci est
égale 2 M. 1. cube P. 128. donc 16. P. 1.
carré P. 1. cube, est égal & 24. choses. Et
la chose sera 4.m. & Frangois a d'autant de
débit, quant & moi j'ai 8. piéces d'or de
pécule.

REGLE 11(2)

Le second genre de fausse position est par
les racines m. Ici je donnerai un exemple,
si quelqu'un dit, divise 10. en deux parts,
de 1'une d'elle multipliée par celle qui
reste, il doit étre produit 30. ou 40. il est
manifeste que cette question est impossible,
cependant nous nous en OCCUperons, nous
séparerons 10. en parties égales, & la
moitié de celui-ci est 5., multiplie la par
elle-méme elle devient 25. enléve de 25. ce
qui doit étre produit lui-méme, comme 40,
ainsi que je t'ai enseigné, dans le chapitre
des opérations dans le quatri¢me livre, il
vient le reste m.15. de qui la racine R
ajoutée & soustraite de 5. révéle les parts,
qui multipliées mutuellement produisent
40., ce seront donc celles-ci, 5.p.B.m.15.
& 5.m.p.m.15.

DEMONSTRATION

Donc afin qu'un véritable signification soit
rendue manifeste pour cette régle, soit ab
une ligne, qu'on suppose fixée a 10., et
devant étre partagée en deux parties, dont

t)
-

le rectangle(3) doit étre 40. or 40. est aussi
le quadruple de 10., ainsi nous voulons le
quadruple de ab en entier, donc soit ad, le

a C b

27

d

carré de ac, moitié de ab, & de ad soit
enlevé quatre fois ab, et pour nombre donc
prend la B2 de ce qui reste, si quelque
chose subsiste, et ceci ajouté & soustrait de
ac, montrera les parts; mais comme un tel
reste est moins, pour cette raison tu te
représenteras B i 15 qui est la différence
de ad, & de quatre fois ab; ajoute la &

5.5.R./.15.
5./ B . 15.
25.m.m.15. qui est 40.

diminue-la de ac, & tu posséderas la
question,  bien  entendu 5 D
Rr.v.25.7.40.(4) & 5. fa. B.v.25.7.40. ou
bien 5. p. Rm.15. & 5. m. R.m.15.
multiplie 5. P. B..15. par 5. fii. B.m.15.
en laissant de coté les tourments moraux
que ceci peut te causer, il vient 25.m.f.15.
comme il y a p.15. donc par ceci est
produit 40. cependant la nature de ad, n'est
pas la méme que la nature de 40. ni de
celle de ab, parce que une superficie est
éloigné de la nature du nombre & de la
ligne, cette derniére cependant étant trés
proche de cette quantité, qui vraiment est
sophistique, puisque par celle-ci, il n'est
pas permis de pratiquer comme avec un pur
M. ni avec d'autres opérations, ni de
rechercher ce qui est. La régle est pourtant
ainsi, car si tu fais en sorte d'ajouter le
carré de la moitié du nombre au nombre a
produire, & que de la B~ de l'aggregat tu
diminues et ajoutes la moitié de ce qui doit
étre partagé, les résultats obtenus ne



conviendront pas. Un exemple, dans ce cas,
partage 10. en deux parties, produisant 40.
ajoute 25. le carré de la moitié de 10. a 40.
soit 65. de la racine de ce dernier soustrait
5. & ajoute encore 5. tu auras
conformément les parties B.65.p.5. &
R.65.1f.5. Mais ces nombres différents de
10. joints ne font pas 10 mais B2260. &
jusque 1d avance la finesse arithmétique
dont le terme est d'autant plus subtil
qu'inutile

QUESTION 1V

Fais de 6. deux parts, dont les carrés
joints sont supposés 50. ceci est résolu par
la premiére , et non par la seconde régle, il
s'agit en effet d'un pur M. pour cette raison
multiplie 3. moitié de 6. par lui-méme il
devient 9. dont tu diminues la moitié de
50. c'est a dire 25. il reste 16. dont la B.:
4. ajoutées & diminuées de 3. moitié de
6., donnent les parties 7. & 1. th. dont les
carrés joints sont 50. & I'agrégat est 6.

QUESTION V

Par la méme méthode est résolue cette
question , fais de 6. deux parts, dont I'une
multipliée par la partie restante est
supposée produire m. 40.; multiplie 3.
moitié de 6. par lui-méme, il vient 9.
ajoute a 40. il devient 49. dont la racine est
7. ajoute la & 3. moitié de 6. & soustrait la
tu auras 10.p. & 4.M. qui, multipliés
mutuellement produisent 40.M. & joints,
font 6. ainsi 10.m. & 4.p. produisent
40.m. & joints, font 6.M. pour cette raison
encore cette question dépend de pure M. &
se rapporte a la premiére régle.

De ceci il est évident que si quelqu'un
dit, fais de 6. deux parts, de qui par leur
mutuelle multiplication est produit 40. la
question est relative au m. sophistique, et
dépend de la seconde régle. Et si il dit, fais
de 6. deux parts, de qui par leur mutuelle
multiplication est produit 40. ou bien de
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6.m. est supposé faites deux parts
produisant m. 40. 1'une et l'autre fagon
sera une question de pur ., & dépendra de
la premiére régle, & de telles parts seront
celles qui ont été montrées, & si il dit, que
de 6. m. soit faites deux parts, de qui le
produit est 40.p. la question sera relative au
. sophistique, & se rapportera a la
seconde régle, & les parts seront m.3. p.
R.m.31. & m.3. m. R.f.31.

REGLE 11(5 -

Et nous pouvons rechercher une autre
espéce de ., qui n'est ni un pur m. ni une
B. . mais quelque chose d'entiérement
faux, & cette régle tient en quelque
maniére des deux en méme temps, & je
donnerai un exemple de ceci, c'est a dire:

QUESTION VI

L a b 1
= 11 % Sl 5=
4 4

|

1‘,,
_m'

i
4

Trouve trois nombres en rapport continu,
dont la B2 du premier soustraite du
premier, fait le second, & la K. du second,
soustraite du second, fera le troisiéme.
Nous poserons donc le premier, 1. carré, &
le second sera 1.carré m. 1. position, & le
troisiéme sera 1. carré ™. 1. position fii. R.
1. carré m. 1. position, multiplie le premier
par le troisiéme, & le second par lui-méme,
et tu obtiendras les quantités elles-mémes,
en opérant comme tu vois, et le produit de

i b e

la premiére par la troisiéme, est m.E P-
g L ;

R.i qui est L m. 16 & il est obtenu

autant en multipliant le second nombre par
lui-méme.



(1) Dans cette régle et les questions I, II et III qui 1'illustrent Cardan résoud

des problémes que se raménent a des équations dont les solutions sont négatives et
comme on I'a déja dit ce dernier point fait la grande originalité de Jérome, en
effet, excepté les recherches de quelques mathématiciens Indiens tous les
algébristes antérieurs a Cardan qu'ils fussent européens, arabes ou grecs
n'utilisérent que des nombres positifs. Une des raisons en était que 1'algébre devait
étre justifiée par la géométrie qui ne connaissaient que des mesures de longueurs ou
d'aires, considérer des nombres négatifs auraient conduit & concevoir des quantités
plus petites que rien du tout: c'était inconcevable ! Cardan outrepasse cet interdit
tout en restant méfiant vis a vis de ces nombres qu'ils appelle nombres faux ou
fictifs et ainsi lorsqu'une équation & une solution négative il se raméne, voyez le
texte, 4 un probléme dont la solution est positive ou vraie.
Le texte de la régle I est un peu obscur et peut étre traduit en langage moderne de
la fagon suivante : Si l'équation ax2 +bx=c a pour solution x1 alors 1'équation que
J.Cardan appelle "retournée" a savoir ax“=bx+c aura pour solution -x1.
Remarquer 1'interprétation pratique que donne Jérome des quantités négatives dans
les questions I, II et III.

(2) La régle II, la démonstration et les questions IV et V constituent une
petite merveille puisque c'est le premier texte historique sur les nombres
complexes. Comme c'est I'habitude chez les mathématiciens de 1'époque,
J.CARDAN tente de justifier géométriquement les nombres complexes, qu'il
appelle sophistiques, le résultat n'est pas trés clair! On peut hasarder que cela a di
lui donner quelques intellectuels tourments.

(3) rectangle correspond au produit de deux nombres: C'est une allusion au
fait que 1'aire d'un rectangle est obtenue en faisant le produit de deux nombres
représentant sa longueur et sa largeur, c'est encore un souvenir de la géométrie
grecque.

(4) B.v.25./1.40 C'est une notation cossique propre a cardan elle se lit Racine
Universelle de 25 moins 40 son caractére Universelle signifie qu'il faut d'abord
calculer 25 - 40 puis prendre la racine carrée du résultat: ceci a un role de
parenthése en fait.

(5) La régle III: On y trouve quelque chose "d'entiérement faux" selon les
paroles mémes de CARDAN et en effet le calcul n'est pas exact, mais ne faut il
pas y voir plutdt quelque chose de "supérieurement négatif", une espéce de
troisiéme cas de négativité aprés les deux premiéres régles, Geneviéve Kientz m'a

. : . I g { -1 . .
fait remarqué que le résultat était vrai s1 on prenait —4— = —2-— ymais peut étre est-ce

tout simplement une erreur ?
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EN GUISE DE CONCLUSION

Pourquoi ce titre "La régle de la fausse position" 7 On peut hasarder cette
interprétation : position signifie chez CARDAN l'inconnue ; fausse signifie
négative donc la régle de la fausse position pourrait vouloir dire régle de
l'inconnue négative.

Origine du texte :
Ars Magna 1545 in
OPERA CARDANI, Lugdunum, 1663

Pour la vie de Cardan et son époque on pourra lire une des premiéres
autobiographie de 1'histoire écrite par Cardan lui-méme et rééditée récemment,
c'est un ouvrage passionnant qui ne manque pas de détails piquants sur le
personnage:

Ma Vie
J.Cardan, Edition Belin, 1991

Pour une vue d'ensemble de 1'histoire de 1'algébre :
Une histoire des mathématiques, Routes et dédales
A. Dahan-Dalmedico / J. Peiffer
Collection Points, Sciences, Editions du Seuil

J.Claude PENIN
Groupe Histoire Des Mathématiques
IREM De Reims.



vecteur

SOMHWAIRE DU HNUHKHERO UN (1592)

si le nom de De loivre ne vous évoque qu'une formule,

age &
alors lisez 1l'article consacré 3 ce lameux mathématicien.
Au tait, saviez vous qu'il existe dans la Harne un village

qui s'appelle loivre ?

Page 11 : connsissez vous le Rallye Mathématique de Champagne Ardenne?

I1 est encore temps d'inscrire votre classe a4 1'édition 19941

Page 14 quelles questions l'cnzeignement des premiéres notions de

statistiques en premier cycle souleve-1=il?

l'age 24 : quelles activités dans 1'1REL de REINS en 91-927

page <6 : cette année, un cycle de Contérences sur l'enseignement des
Fathématiques et de la L'hysique est organisé a la Faculté
des Gciences de leims: renseignez vous!

Page 27 : quelles sont les publicationa de 1'IREM de KLIMS diéponiblcs

A ce jour? Une présentatiocn rapide de chacune d'elles aux
pages 2% 3 52.
lage 33 : les publications Inter=-I[ikh.

le sommaire de chacune aux pages Y A LY.

n
)

l'age 5 RLFEZLE IWsH ze rappelle & votre bon souvenir avec son

bulletin d'abonnement: bientSt le numéro 7!

VaCLeUll vous propose aussi un abonnement ... gratuit!

.

rage 51

COURY Liskt

l'age L2

ACADFMIE DE REIMS

InsTiTuT DE RECHERCHE SUR L'ENSEIGHEMENT DES MATHEMATIQUES

Houlln de la Housss - B.P. 347 51062 REIMS Cedex
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Page

Page

Page

Page

Fage

Page

Page

Page

4

14

21

22

32

39

4o
41

OMMAIRE DU NUMERO DEUX (1992)

S

‘ne vous ... dispersez pas, et choisissez la meilleure...
position pour lire la suite promise & l'article sur
1'enseignement des statistiques en Premier Cycle.

comment John Wallis calculait-il la quadrature de la
parabole et le volume du cSne en 1655. Etonnant, non ?

interlude ... par Carré Latin

si un collier ... de cercles ferme d'une maniére, alors
il ferme de toutes maniéres; vous avez dit "porisme",

Monsieur Steiner 7

lisez et faites lire, achetez et faites acheter les
publications de 1'IREM de REIMS, et celles des Inter-IREM 1
bulletin d'abonnement: s'il est renvoyé, complet et dans les
délais, il vous permettra de recevoir les numéros 3 et 4

de Vecteur, a4 titre gratuit. Attention 1 cette offre risque
de ne pas &tre renouvelée |

COURRIER

les contacts IREM pour les quatre départements

ACADFMIE DE REIMS

InsTITUT DE RECHERCHE SUR L'ENSEIGHEMENT DES MATHEMATIQUES
Houlln de la Housna - B.P., 347 - 51062 REIMS Cadax



ABONNEZ-VOUS !

FAITES ABONNER VOTRE ETABLISSEMENT !

prix du numéro : 20 F

abonnement (deux numéros par an) : 30 F

Vecteur
Bulletin d'abonnement & renvoyer a :

‘IREM de REIMS, Moulin de la Housse, BP 347 51062 REIMS CEDEX

accompagné du réglement par chéque ou d'un bon de commande officiel.

NOM: civnammmmmssmsasme i PrEnOM s einssmmvininisinsoins oraconsse ois 5 8 & &
EtabliSSement.eeeeeeeessssasssssasssesssossassanssssssnosacnans
Adresse de l'étabiiséement ..... ...5.51; .......................
Code péstal et Ville.eesesedisdsssomssvemimmes ceenes P EYET. )
Mode de réglement : Chéque bancaire

Chéque postal Virement administratif sur facture

N.B.

: 1'abonnement débute au prochain numéro.

Bon de commande d'anciens numéros & renvoyer & :
IREM de REIMS, Moulin de la Housse, BP 347 51062 REIMS CEDEX

accompagné du réglement par chéque ou d'un bon de commande officiel.

NOM.; s o s duecsisisa s e T S s wsans Y PrENOMeseesssisissafhissnrevys
EtabliSSement e s eesseeasascssssosasessascssascsassasssassnnnsss
Adresse de 1'établissement...... e e 4 6 6 & % 6 68 BB AR
Code postal et Ville..eeveseceasooanancccames ceesessscsnn oiaioi
Entourez les numéros demandés : 1 2 3 ,

Soit +....-numéros a 20 F 1'un d'ol un montant total de ..... F
Mode de réglement : Chéque bancaire

Chéque postal Virement administratif sur facture

La demande sera satisfaite dans la limite des stocks disponibles

Vecteur
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COURRIER

Philippe Deleham de Reims, trés intéressé par 1'article de J.C.Daniel sur
les porismes de Steiner paru dans le numéro 2 , nous a fait parvenir les

résultats suivants:

Le théoréme des sept cercles

Si six cercles sont tangents intéri-
eurement a un septiéme en Al A2 A3
A, A. A, de telle fagon que chacun

4 75 76

d'eux soit tangent extérieurement &

deux autres, alors les droites AIAA

Aok

et A3A6 sont concourantes.

Nous attendons

Proposition V des lemmes d'Archiméde
On considére les trois demi- cercles
de diamétre respectif AB, BC, AC. Si
la perpendiculaire & AC passant par
B coupe le dernier demi-cercle en D,
alors les deux cercles tangentsmC1
et C2 ont le méme rayon.

# Chacure dog corcles est runsnn" a3 Jdad dumi-cercles

vos démonstrations !



Patrick PERRIN

Lycée Georges Clémenceau

46 avenue Georges Clémenceau
51096 REIMS Cédex

FAX : 26.85.35.04

Regis DEBARGE

Lycée

Parc du chateau de Montvillers
08140 BAZEILLES

FAX:24.27.43.27
Brigitte CHAPUT

Lycée Edouard Herriot
10300 SAINTE- SAVINE
FAX:25.75.63.15
Jean-Claude DANIEL
Lycée Edmé Bouchardon
16 rue Youri Gagarine

52012 CHAUMONT Cédex

FAX:25.32.15.90

TEL : 26.05.32.08
FAX:26.85.35.04
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SI0TKRUGCANTCRUES DU S T ENEESRE TR RO ST 08 N (1592)

Page 5 : jauger un tonneau est une bonne problématique...

la Formule des Trois Niveaux

Page 12 : quelle épreuve sportive rassemble-t-elle 12 000
demi-finalistes ? Le Rallye Mathématiques de 1'Académie
sait le faire, lui ! Et consultez donc les épreuves

de la finale !
Page 18 : divertissement en syllogisme

Page 19 : la Bibliothéque de 1'IREl: les bonnes feuilles ne
tombent pas dans 1l'oubli
Page 20 : un pigeon voyageur en sixiéme, ou comment 1'Oiseau

suscite et améliore la communication en classe

Page 26 : cinq problémes

.

Page 27 : les publications IREM et inter-IREM, et la revue
REPERES (on attend le n° 10)

Page 32

s

des quantités négatives, des nombres complexes, en
plein XVI® 2 Doctor ...CARDAN, I presume ?

Page 41 : le rappel des sommaires de Vecteur n°t et n°2
pour donner l'envie de ...

Page 43 : ... S'ABONHER 1 AN pour 30 F a VECTEUR

«.. ACHETER' un NUMERO de VECTEUR pour 20 F
Page 44 : COURRIER
Page 45 : contacts IREM pour les quatre départements

ACADEMIE DE REIMS
InsTITUT DE RECHERCHE SUR L’ENSEIGHEMENT DES MATHEMATIQUES
Moulln de la Housne - B.P, 347 - S1062 REIMS Cadex




