


TEXTE DE PRESENTATION

Comment lire ce document ?

Le texte présente cing legons indépendantes. En conséquence la numérotation n'induit aucun ordre de

priorité, ni de préférence.
Les définitions rencontrées sont équivalentes deux a deux. Les propri&tés mises en évidence dans
chaque legon ne sont pas les mémes : ces propriétés apparaissent plus ou moins naturellement selon Ia

définition choisie.
Il en résuite Fimportance du choix de la définition pour la résolution d'un probléme.

En quol et pourquoi ce document est Inachevé.

Tout d'abord quelques remarques :
¢ Quand le travail de rédaction a commencé, la part de ia géométrie dans I'enseignement au collége

et au lycée était consistante
* Audeépart, lidée était d'élaborer des documents élémentaires destinés aux éléves, aussi 2 la

formation des jeunes collégues en {UFM.

Ensuite, il y a eu dépassement des objectifs, approfondissement du sujet & partir d'idées originales de

membres de la commission.
Une tendance 2 I'exhaustif a fait qu'‘il a été difficile de trouver une sorte d'achévement.

Sur le contenu.

Dans le document, sont proposées cing définitions des coniques {de L1 aLbs).
Dans L8, est proposée la démonstration de I'équivalence de ces définitions.

Dans chaque legon, le point de vue pris a été poussé assez loin (par exemple la notion de diamétres
conjugués dans L.4).

Les outils utilisés pour les raisonnements et démonstrations dépassent rarement le niveau de Terminale (en
aucun cas celui du DEUG),

Il est & noter que pour les legons L1 et L2, il y a une perte d'information par rapport & la définition algébrique et
la définition par les section coniques.

Pourquoi publier ce document dans le réseau des IREM ?
» Faire partager a d'autres le travail effectué et espérer un retour.

¢ « Onaloupé un train il y a dix ans mais on espére avoir cinq ans d'avance sur le suivant ».
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|“_ PREMIERE LE(CON : Définition Bifocale des Coniques _I

I - Définition bifocale de I'eHipse,
1. Etude d’un chemin minimal®.

On définit, étant donnés une droite (T) et deux points distincts F et F” situés dans le méme demi-plan de frontiére
(T), la fonction qui & tout point M du plan associe le chemin MF+MF. On appelle £ la restriction de cette
fonction 4 la droite (7).

Remarquons d’abord que si G désigne I'image de F* par la réflexion d’axe (), la fonction f£; admet un minimum
absolu, pris pour le point [ intersection des droites (FG) et (T).

G
A h
En effet on peut &crire
m
S(M) = MF+MF = MF+MG ~
I
u . M

et I'inégalité triangulaire appliquée dans le triangle L J
MFG montre que cette quantité est minimale si et seu- F F

lement si les points M, F, et G sont alignés.

Prenons désormais un repére sur la droite (T) d'origine 1, telle que la demi-droite définie par les points
d*abscisses positives soit celle qui ne rencontre pas la droite (FF") si ces droites sont sécantes, ou soit de vecteur
directeur F'F si ces droites sont paralléles, La fonction Jr permet de construire une nouvelle fonction g telle que
£(x) =fr(M) = MF+MF ot M a pour affixe x,

Nous pouvons énoncer: étant donnés deux réels x et v’ tels que 0 <.’ <x et deux points M et N d’abscisses x et
X', (N appartient donc au segment JM[ ) alors f(N) < Jr(M).
Les droites (FN) et (MG) ne sont pas parall&les, . G

Sinon, il y aurait une homothétie de centre f qui enver-
rait G sur F et M sur N, puisque G et F ne sont pas

dans le méme demi-plan de frontigre (T) le rapport de (7

cette homothétie serait négatif, et donc 7 appartiendrait - « H

a [MM] ce qui est exclu, .l M
Appelons donc H {’intersection de (FN) avec (MG), Le I x
point H appartient au segment [MG] et par I'inégalité . Y
triangulaire dans NGH on a F F

NG < NH+HG



et donc, puisque le point N appartient & [FH],
J(N)= NF+NG < HF +HG
L'inégalité triangulaire appliquée dans le triangle FHM donne finalement

HF+ HG SHM + MF + HG = MF+MG
donc f(N) < (M)

On remarque enfin que f{(M)= f(N) forcerait les deux inégalités triangulaires & étre des égalités, les points NGH
et donc NGF seraient alignés, tout comme les points FHM et les points FGM. Les points M et N coincideraient
en 7 ce qui est exclu.

La fonction g est donc strictement croissante sur [0,+0. On démontrerait de méme qu'elle est strictement dé-

croissante sur ]-c0,0[.

Remarque: si le point F se rapproche du point P, GF
tend vers un vecteur normal & (7), le réel £.(M) devient - M
2MF" et I'étude précédente reste valable a condition de
remplacer le point / par la projection de F'sur la droite

(n' F '.'I

2, Lignes de niveau de 2 fonction f.

Etant donnés deux points F et F* distincts, on appelle ellipse de foyers F et £ toute ligne de niveau de la fonc-

tion précédente f.
SiI'on note (I7) la ligne de niveau associée au réel 2a, ellipse (I) est défine par I'équivalence

Me (M) fiM)=2a
Me () MFMF =2q

Une ellipse est donc définie par la donnée de deux points F et F* et d’un réel a strictement supérieur & ‘F2£ =c.

Dans le cas ol ¢ = g, la ligne de niveau est le segment [FF], nous dirons que nous avons une ellipse aplatie.

Remarquons que Iellipse de foyers Fet F* et de paramétre « est contenue dans le disque de centre F et de rayon
a, elle est donc bornée.

a. Symétries.
Si I'on appelle (&) ia droite (FF), (5°) la médiatrice du segment [FF], et O Dintersection de (5) et (& "), et si

I'on désigne par S 5ia réflexion d’axe (d), et par S, la symétrie centrale de centre O, on a facilement que
Vée {ldS585 5, fog=r.

Toute ellipse admet donc deux axes de symétrie orthogonaux et un centre de symétrie, en d’autres termes toute
ellipse est invariante par le groupe (de Xlein) {Id, S5 85 50}

Remarque: Si I'ellipse de foyers F et F~ et de paramétre a possédait un troisiéme foyer F” elile présenterait deux
centres de symétrie O et 0" distincts, et serait donc invariante par la composee Sy 0 S, c'est-a-dire par la trans-

lation de vecteur 00" et ne serait pas bornée.



Conclusion: Une ellipse est donc entiérement déterminde par la donnée de deux points F et ¥* et d’un rée] g
FF
strictement supérieur & 5 =c. L'ellipse posséde donc seulement 2 foyers.

b, Sommets,

Recherchons les points M d'une ellipse I"non aplatie définie par F, F* et le réel 24 situés sur I'axe (5). Le point
M ne peut appartenir au segment [FF] puisque MF+MF">FF, on a donc :

Mednl M) =2 0M,

Ainsi M est & Iintersection du cercle de centre O et de rayon a et de la droite &

II existe donc deux points A et 4’ & I'intersection de B
Pellipse et de son axe focal (FF). Appelons A celui de *
ces points qui est le plus prés de F

Pour les points M situés sur I'axe (5°) et sur I’ellipse

ona fIM)=2FM et donc I'équation A: 0 P
¢+ OM = 2q E

On trouve donc deux points B et B* définis sur {4") par . _

OB=0B'= b= '\/a!-c!. )| B

On appelle méthode du jardinler la construction! d’une ellipse & partir d’un cordeau de longueur 24 tendu a
partir de deux piquets £ et f*

c. intersection avec un cercle,

On prend I"Pellipse de foyers F et F° (FF=2c), ligne
de niveau de f pour le réel 24 (a>c).
Soit C le cercle de centre O et de rayon p (p>0). On
cherche les intersections des deux courbes.
Si on suppose quun point d'intersection, M, existe, en S s
appliquant I'égalité de la médiane dans le triangle = M
MFF on trouve

MF+ MF* =2 OM? +2¢
et donc

MF. MF’ =§ (MF+MFY-MF-MF*]
=24 p2 -

F’ o F

Comme de plus MF + MF'=2 a, on remarque que les distances MF et MF* sont les racines de I*équation

™ X2-2aX+2t:2-p1—c1=0.
Réciproquement les solutions ?ositives de I"équation précédente permettront de trouver deux réels o et o' tels
queatra=2aeta.a=2a -,r:r2 + ¢? donc tels que MF+MF'=2 a et MF+ MF'? = 2 Op> +2¢% et ainsi re-
composer le probléme 4 condition que le cercle de centre F et de rayon « soit sécant au cercle de centre F* et de
rayon &' et donc qu'on puisse poser MF=g et MF =g,

11 faut noter que le cordeau du jardinier ne trace en réalité qu'une demi-cllipse.

-



™ o X-a)+p-p =0
Cette équation a des racines positives si et seulement si (i) 6 -p2 <0 et (ip): 2 a*- p-c20
Les cercles précédents seront sécants si et seulement si ():la-al s FF<a+ a’
Comme (a- @) = (a+ &'Y4 a o’ =4 o™ 4(2 az-pz-c})=4 (P -89

(y) © p<a?

L’inéquation (i,) est donc satisfaite dés que (iy) est vérifide. Le probléme a des solutions si et seulementsi b <p
sa.
Pour chaque valeur de p vérifiant la condition précédente on trouve en général quatre solutions {(puisqu*on peut
associer le couple (@ ,a") au couple (F,F) de deux facons).
Pour les cas limites on dira que I'ellipse est tangente au cercle de centre O et de rayon b et au cercle de centre Q
et de rayon @. On remarque que les points qui correspondent a ces cas limites, obtenus pour des valeurs minima-
les ou maximales de p sont les points trouvés au paragraphe précédent.

d. Résumé: Les points d'une ellipse non aplatie qui appartiennent aussi aux axes de symétrie sont les points qui
rendent la distance & |origine extrémale. On appelle diamétre d’une ellipse la donnée de deux points de I’ellipse
symétrique par rapport & 1’origine. Le diamétre le plus grand est formé par les points de I’axe focal, A et A° ap-
pelés les sommets du grand axe, on a AA’<2a ef a est appelé le demi-grand axe; le diamétre le moins grand est
constitué par les points B et B* situés sur la médiatrice de |'axe focal, appelés sommets du petit axe, on a
BB'=2b et b est appelé le demi-grand axe . On a la relation fondamentale

b*=a’-c?

B )
Le cercle de rayon a (resp b) qui touche I’ellipse en .
deux points s’appelle le cercle principal (resp secon- r T ¢
daire) de I’ellipse, A’ 0 A
M e .-
Bl

3, Intersection de ta famille des lignes de niveau et d’une droite,

Reprenons le probléme introductif d’une droite (T) et de deux points F et F* distincts (FF'=2¢) situés dans un
méme demi-plan de frontiére () et I'ensemble des lignes de niveau d'équations f(M) = 2q lorsque a décrit
Je,+eo[. La fonction J7 admet une valeur minimale obtenye pour le point [ intersaction des droites (F'G)et (D (G
désigne I'image de F par la réflexion d'axe (.

Les lignes de niveau de demi-grand axe a avec
2 a< f(I) ont une intersection vide avec (7).

D’autre part la fonction g définie & partir de Jrv par
8(x)=f7(M) est strictement décroissante et continue sur A
Pintervalle ]-00,0[ et strictement croissante et continue o T :
sur I'intervalle [0,+oo], ' ;
Toute ellipse de demi grand axe @ avec 2 a> S ren-

contre donc () en deux points.

L'ellipse de demi grand axe a avec 2 4= f() rencontre

(T) en un unique point, 1.




Définition: Etant donnée une famille d’ellipses de mémes foyers distincts F et F* et une droite (T) ne coupant pas
[FF), il existe une et une seule ellipse (77) qui touche (7) en un unique point I, Cette droite (T) sera appeiée
tangente 4 I"ellipse (7)) en 1. Le point [ est obtenu a I’intersection des droites (F'G) et (T) (avec G= St (F). Le

demi-grand axe de (7)) est'ﬂzg.

Théoréme: Soit M un point fixé d’une ellipse (T7) de foyers distincts F et F et de demi-grand axe a, il existe en
M une unique tangente & (7). Elle est la bissectrice extérieure de P'angle F"MF.

Démonstration: o
Appelons (7) la bissectrice extérieure de l'angle F’MF. et () I'ellipse de foyers F et F* qui d’aprés [a définition
précédente est tangente & (7) en 1. Le point 7 est 4 I'intersection des droites (F'G) et (T) (avec G= S (F)).Orle

point G appartient & (F*M) car cette droite est la symétrique de (FM) par rapport & (7), donc (FM)=(FG) et
les points M et I cotncident, Comme toute ellipse est entiérement déterminée par la donnée des foyers et d’un

point, I'ellipse I" est égale a I’ellipse (¥).

4. Ellipse et cercles directeurs.

Définition: Etant donnée une ellipse de foyers F et Fet de demi-grand axe @ ,on appelle cercles directeurs ies
cercles C(F,2a) et C(F’,2a) centrés au foyers F et I et de rayons 2q.

Proposition: Un point M appartient & Pellipse (I de foyers F et Flet de demi-grand axe & si et seulement si le
symétrique de I'un des foyers par rapport 4 la tangente & (7)) en M appartient au cercle directeur relatif a I’autre
foyer.

Démonstration: Si M appartient 2 (77), appelons G le symétrique de F” par rapport 4 la tangente (7) en M & )

Comme le point G n’est pas situé dans le méme demi-plan que les foyers par rapport 4 (T), on peut écrire:
GF=GM+MF=FM+MF=2a

Le point G appartient donc au cercle directeur relatif ay foyer F de (T)).

Réciproquement, étant donné un point G du cercle C(F,2a) supposons que la médiatrice (T) de [FG] rencontre
le segment [FF'] en K.

Onaurait 2¢=FF =FK+KF =FK+KG> FG=2 4, ce qui est exclu,

I existe donc une unique ellipse de foyers F et F° qui touche (7). On montre facilement que son demi-grand axe
est @ et donc que cette ellipse colncide avec (7). Tout le cercle directeur est donc atteint,

Proposition; Le cercle principal est I'image d’un des cercles directeurs par ’homothétie de centre I'autre foyer et

1
de rapport 7



Exercice: Montrer que I’ensemble des projections orthogonales d’un des foyers sur la tangente en un point Af
‘variable d'une ellipse (T7) est le cercle directeur de ce foyer.

Proposition: Pour qu’une droite (7) soit tangente & I'ellipse (I) de demi-grand axe ¢ et de foyers F et F* (qui se
projettent orthogonalement sur (7) en H et H'), il faut et il suffit que

FH.FR'=p

Démonstration :
Appelons O le milieu de [FF'] et X le symétrique de

A par rapport 4 0. \@“ H'

On a par syméitrie 'y
FH.F'H'=FH . Flr= -FlI . Fk--FIr Fk 7
(car FH'H est rectangle en H). /
Finalement ] |
FH . FH'= (Fb + OF) ( Fb + Ok) oo F |

= -FO*+ OO0k = OK* - ¢

La droite (T) est tangente & 1'ellipse si et seulement si les points H et H" appartiennent au cercle principal (),
donc si et seulement si K appartient & (7).(le sens direct est évident, réciproquement si X est sur (7). son symétri-
que H" aussi, et puisque le triangle A”HK est rectangle en #, le point H également).

Et donc la droite (T) est tangente & I’ellipse
si et seulement si OK =g

TF 3 al . c2
b2

"y

si et seulement si FH ., F'H’=
H =

]

si et seulement si FH .

Proposition:
Etant donné un cercle C de centre F*, de rayon 2 a, et un point Ftel que 2 ¢ =FF <2 g, L’ensemble des centres

des cercles qui passent par F et qui sont tangents & C est I’¢llipse de foyers F et F* et de demi-grand axe q.

Un point M est centre d’un cercle qui passe par F et qui .
est tangent (intérieurement) & C en G si et seulement si '\G
FM+MG = 2a donc si et seulement si F"M+MF =2a. T '
Mo
Le point M décrit donc I'ellipse de foyers F et F* et de "\ '_--I-..\_
demi-grand axe 4. \ -
F! .‘. 1



On a dessiné ci-contre la famiile des cercles qui corres-
pond a des angles (F_'T,FT'G) = ’;—g
(pour & € {0,1,....,39}.

Nous laissons le lecteur démontrer en exercice la pro-
position suivante;

Proposition: (définition tangentielle de Iellipse).

Etant donné un cercle C de centre F, de rayon 2 q, et
un point F tel que 2¢ =FF < 2a,

L'enveloppe de la médiatrice du segment [FG] lorsque : VA o= A
G décrit C est Pellipse de foyers F et F* et de demi- 2 e
grand axe a, - ( »
N
--h:—-':
; /‘ ;.X. : . .
ra .
g

On a dessiné ci-dessus la famille des médiatrices qui correspond A des angles (FT’F,FT'G') = %‘3

(pour k € {0,1,....,39}.

II- Définition bifocale de Phyperbole.

1. Extension du probléme précédent.

1l n’est pas besoin d’étre bien curieux pour penser & examiner ce qui se passe lorsque !'on choisit le point F &
Vextérieur du cercle (C) du paragraphe précédent.

Définition

Etant donné un cercle (C} de centre F*, de rayon 2 a, et un point F tel que2e¢=FF >2q, 0n appelle hyperbole
de foyers F et F (et par analogie de demi-diamétre a) ’ensemble des centres des cercles qui passent par F et qui

sont tangents 4 (C).



a. construction de points, branches et directions asymptotiques

s Construction point par point, : .

Soit & un point donné du cercle (C) de centre F°, de
rayon 2 «, )
Pour chercher un cercle tangent en @ a (C) et passant Je== ) _ |
par F il faut construire les intersections de la droite F ! F
(F @) avec la médiatrice de [@®F]. Or ces deux droites '

sont paralléles si et seulement si le triangle F* @F est
rectangle en @. Il existe donc deux points @, et @, &>
pour lesquels la construction est impossible. © 2

¢ Directions asymptotiques.

"
On note V le milieu de [F®] et & I'angle &MV, La
droite (F@) recoupe le cercle (C) en @’ éventuellement &
confondu avec &, /Lp\poini ﬁti désigne le milieu de .
[PP']. Les angles @F'U et GMV sont alternes internes / e |
puisque les droites (FU) et (MV) sont paralléles, on a ! U™ _M
donc 4
T il 4
oMV =8 L " -
Lorsque @ se rapproche de @, la droite (F&) tend vers '
la tangente au cercle (C) menée par F, par conséquent
le point &’ tend aussi vers @, . Le milieu U de [@@’] Ny
tend aussi vers @, et 'angle & tend vers 0, © - @,

On exprime le sinus de & dans le triangle rectangle @MV pour trouver

_oV _ _oF . Fw
sinf 2sind~ 2sin @

oM

avec W Dintersection du segment [FF’] avec (C).
Lorque & se rapproche de @, la distance @M et la distance F’M tendent vers 'infini, le point M s’éloignant
dans lz direction de (F° @,).
L’hyperbole n'est pas bornée et posséde deux directions asymptotiques (F&,) et de (F* &,).
Comme F" @ F est rectangle en @), et comme FF'=2cet F'®~2 a, en posant F& =2 b on trouve
b= '\/c:-az.

Appelons O le milieu de [FF™] et considérons le repére (O, T, ]' } orthonormé direct avec F'%

Dans ce repére, les pentes des directions asymptotiques sont donc + f .



» Asymptotes.

La paralléle 4 la direction asymptotique (F° @|) menée
par le milieu O de [FF’] est perpendiculaire & la droite —. P
(F®|) en K. Le point M se projette orthogonalement ' gf _ _
sur cette droite en & , il se projette aussi sur (F®,) en ) - 'I,'..j{;' M h
m. On note également G I'intersection de la demi- / @ pi
droite [F®|) avec le cercle de centre M et de rayon [
M@, et I lintersection de [F®;) avec la tangente v R e ]
commune aux deux cercles de centre F* et M. £ o

Le point X est le milieur de [F&;] (puisque la projec-

tion orthogonale de (FF) sur (F®;) envoie O sur X et r

P sur &@;. On a donc © @,

mk = %( niF+mby) = 21(63:1)

puisque le point m est au milieu de [F ).
Lorsque @ tend vers 0, la tangente menée par @ au
cercle (C) tend vers la droite (F&) et donc le point J
tend vers @.
Le point [ a méme puissance par rapport aux trois cercles et donc
Io}=TF.IG
Puisque le point 7 tend vers @, et que IF est borné, le point G tend aussi vers @, et la distance ME=MK tend donc

vers 0.
L'hyperbole posséde donc deux asymptotes, passant par le milieu de [FF] et de directions (F’ D) et (FQ,).

On a dessiné ci-dessous les points obtenus par la construction géométrique précédente, & droite {resp & gauche) lorsque
@ appartient (resp n’appartient pas) 4 I'arc @, @, du cercle (C) qui contient #. On obtient ainsi empiriquement deux
branches d’hyperbole.

Exercice:
Calculer en fonction de = (F_"F . FT'GD) de a et de ¢ (FF'=2¢) les coordonndes du centre M du cercle tangent en

@4 (0).

Montrer que I’application & —» M est continue sur ]-Arctan'z',-Arctanf [etsur ]Arctanf, Zn-Arctang' [.



b. symétries.

La droite (FF"), qu'on appelle () est clairement un axe
de symétrie de I'hypetbole, puisqu’elle laisse invariant
tous les éléments du probléme.

Soit M un point de I'hyperbole. Supposons que le point de
contact & du cercle C(M, MF) appartiennc au segment : i -
[MF’]. | = / o

Comme MF =M® < MF", le point M est slors plus prés oN
de Fque de F~ . Tragons le cercle de centre M et de rayon ~—X

MF puis "intersection y de la demi droite [MF) avec ce el Gy s
cercle. F 0o | F
Cna:

Fy=My- MF=MF -M®=2a

Le cercle de centre M et de rayon MF" est donc tangent au cercle de centre F et de rayon 2a.

En échangeant les rdles de F et de F°, et de @ et w il est facile de montrer que si F~ appartient au segment M@, on
obtient une situation analogue, quoiqu’inversée.

Soit S, la symétrie centrale de centre O. L'image par §, de I'ensemble des centres des cercles tangents 3 C(F”,24a) et
passant par F est [’ensemble des centres des cercles tangents & C{F,2a) et passant par F’. D’aprés |"étude précédente
les deux ensembles colncident. Soit (6"} la médiatrice du segment [FF?), on a §,=S, oS,

Définition: Etant donnée une hyperbole de foyers F et Fet de demi-diamétre  ,on appelle cercles directeurs les
cercles C(F,2a) et C(F”,2a) centrés au foyers F et F~ et de rayons 2a,

Toute hyperbole admet donc deux axes de symétrie orthogonaux et un centre de symétrie, en d’autres termes toute
hyperbole est invariante par le groupe (de Klein) {Id, S, S,, S, }.
Mieux, chacune des branches est globalement invariante par S, et les branches sont échangées par Sy etpar S,

¢. Sommets.

Recherchons les points d*une hyperbole situés sur I'axe (&), le cercle directeur de centre F~ étant de rayon 2a . Soit 4
et ¢, les intersections de (FF") avec C (¢, plus prés de F). Le point A (resp A°) est le milieu de [F@,], (resp [Fg,] ).

Les abscisses des points F, ¢, et ¢, dans un repére normé
d’origine F* sont 2¢, 2a et -2a .Les abscisses de A’ et de
A sont donc ¢- a et ¢ + a et A4’ vaut 2a. Cette remarque
Jjustifie a posteriori d'avoir appelé @ le demi-diamétre, On
constate qu’il n’existe pas de centre de cercle tangent au
cercle directeur situé sur la médiatrice de {FF] et donc
que I’hyperbole ne posséde pas d’autre diamétre réel.

¢, Foa 4hAF

©
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Tracé de I'hyperbole:

s
F _"' i g | F
A 1

i

!
2. Lignes de niveau de Ia fonction f.
Pour tout point M d'une hyperbole de foyers F et F
distincts tels que FF = 2¢, et de rayon du cercle directeur
2a(a<c)ona
si le cercle de centre M est tangent extérieurement au
cercle directeur de centre " en @

MF-MF=MF-M®=2q
o M
si le cercle de centre M est tangent intérieurement au ' /
cercle directeur de centre 7 en @’ T = — —
' F F

MF-MF'a M@ -MF’=2a

Réciproquement si un point N vérifle NF'-NF=2a ( resp NF-NF'=2q ) le cercle de centre N et de rayon NF est tan-
gent extérieurement (resp intérieurement) au cercle directeur de centre F* et de rayon 2a puisque NF°=2 q+NF |a
somme des rayons (resp NF=2 a+NF"),

Sion introduit la fonction f qui & tout point M du plan associc le chemin | MF-MF| une hyperbole de foyers F et F°
devient une ligne de niveau de la fonction f.
Si 'on appelle (1) la ligne de niveau associée au réel 2a, I'hyperbole (7)) est défine par I'équivalence
Me [T}efiM)=2a
Me (N |MF-MP| =24
Une hyperbole est donc ainsi entiérement déterminée par la donnée de ses foyers et d'un réel @ strictement inférieur &
FF

T =L

2
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On peut donc tracer une hyperbole de foyers F et F* point par point en recherchant I'intersection des cercles OF,2a
+1) et O(F,r) (avec r>c-a ), puis en effectuant la symétrie centrale de centre 0.

Remarques:

* Considérons une régle [fz] qui pivote sans glisser autour g
du point fet un fil attaché d’une patt en /° et de |*autre &
I'extrémité g de la régle. Si I’on maintient le fil tendu 3
"aide d’une pointe de crayon placée en m, cette pointe en

se déplagant décrira un arc de I"hyperbole de foyers f et
JS'dont la longueur 2z est la différence entre /z et la lon-
gueur du fil.

** Dans le cas oll ¢ = a, la ligne de niveau de la fonction £ est la droite (FF) privé du segment |FF'[,

12
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DEUXIEME LE(ON : Définition Monofocale des Coniques

I - Définitions.

Définition:
Etant donnés une droite I, un point F n'appartenant pas & D, et un réel e strictement positif, on appelle

conigue de foyer F, de directrice D et d'exceniricité e I'ensemble 1" des points M du plan P dont le rapport des
distances & Feta D vaute.

IXF.D, €)= {M € P /dM,F) = e d(M,D) }
Remarque:

Soit K la projection orthogonale de F sur D). La droite (FK) est un axe de symétrie de la conique: en effet c'est un
axe de symétrie des données, et la symétrie conserve les distances. C'est 'axe focal de la conique. Nous le noterons

4.

II - Etude de la conique par construction points par points.

1°) Intersection de la conique /" avec son axe focal : Sommets d'une conique.

Cherchons les points dont te rapport des distances 4 Fet 4 X vaut e.

Si e = | on trouve une unique solution,
le point 4 milieu de [F,K]. I

Si e #1, on trouve deux solutions A et A’ vérifiant :

] ) @ %)
D AK =—e AF etA'K =eA'F

N Construire A revient & chercher le centre de
'homothétie de rapport —e qui envoie F sur K;

on prend un vecteur ‘? quelcongue non porté
par 4, on définit les points Vet N’ par

@ @
F N =7 etk =—F

By
b

A ]
A est & 'intersection de (FK) et (NN"..

Ici on a choisi ?vecteur directeur de D

De méme si KN" =¢ ‘g, A’ sera 4 ['intersection de

(FK) et (NN"}).

2

On remarque que 4 et A’ sont barycentres des systémes {(F, 1) (H,e)} et {(F,1) (H,—e)}.
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2°) Intersection de la conique /" avec un droite paralléle 2 I'axe focal:

Soit H un point de I} différent de K, on appelle Ay la paralitle & A passant par H.
On cherche & construire les points de /"M Ay, c'est-2-dire les points de /™ qui se projettent orthogonalement en A
sur D. Un point M de Ay appartient  la conique " si et seulement si MF= eMH.

18T eas : sie =I,

H ] M /
(4,)
K / A F )

/(D)

T

L'ensemble des points M tels que MF= MH est la
médiatrice de (H'F). Elle n'est pas paralléle & Ay.

On trouve les points M solutions en construisant
I'intersection des deux droites. Le probléme posséde
donc une solution unique.

La courbe obtenue est appelée parabole,

Elle n'est pas bornée puisque H peut s'éloigner autant
que l'on veut de X,

Elie a un unique sommet 4, milieu de [FK].

TRACE DE LA PARABOLE

2¢me pag - gie #1.

L'ensemble y des points M tels que MF= eMH est le cercle! de diamétre [17], 7 et J désignant les barycentres des

systémes {(F, 1) (H,e)} et {(F,1) (H,-e)}.

%} 7] & 7] & %} g @
En effet MF 2 — e 2MH2=(MF +e MH )(MF —e MH)=(1-¢%) MI .MJ
Les solutions si elles existent, (la discussion est au §4 ) sont & l'intersection de 4y et de .

Les points [ et J s'obtiennent 3 partir des

M__ L ()

sommets 4 et A’ de la conique par projection

paralléle a la directrice (puisque la projection H

conserve les barycenires).

Le milieu @ de [44'] se projette au milieu 42

de [1/]. K

La droite (Q£2) qui est axe de symétrie de
ynOAy apparait comme deuxiéme axe de

symétrie de [a conique /[~

Conelusion:

(D)

(4)

Dans le cas ol e est différent de 1, la conique

posséde deux axes de symétrie orthogonaux et donc un centre de symétrie 0.

On appelle les coniques de ce type conigues & centre.

Pour chaque conique 4 centre il existe deux couples (F, D) et (F', D) de foyers-directrices, symétriques par rapport
au centre O, Elles ont sur I'axe focal, deux sommets 4 et A’ qui divisent le segment [FK] dans le rapport e ¢t -e.

L Un tel cercle est appelé cercle d'Apollonius, lighe de niveau d5 la fonction M—»% vie:y={MeP/MA=k MB}.
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3 - Relations classiques.

Ecrivons les relations barycentriques caractérisant les points A et A%, Pour tout point N du plan, on a ;
& &
(l1+e)NA =NF +e NK

%) )
(1 -e}NA' =NF —e NK
On additionne ces deux relation et on les retranche en prenant V en O, il vient :

1] 7] Z
€04 =0OF et 0A =eOK ™
Et si I'on pose comme c'est I'usage OA = a et OF = ¢, on obtient e =§ t OK = f"z

&

Remarque : on a a __ A_I » les quatre points A4 'FK forment une division harmonique?, ce qui permettra de
AE A'K
{, {
. . . . KA FA'
construire K si l'on connait A4 ' et F grfice 4 larelation : — 7 =- "%,
b

4 - Calcul du rayon R du cercle d'Apollonius. Existence des solutions ( §I1.2°).

Pour un point H donné, la construction des points M de la conique & centre qui s¢ projettent

orthogonalement en H est possible si et seulement si £2G <R ol) R désigne le rayon du cercle ¥.
Nous allons traduire £2G 2 <R ? par une condition sur KH = OG en fonction des données a et ¢,
Par projection paralléle 4 la directrice de la droite (OK) sur la doite (£2H) les relations (*) deviennent

g & & %)
el =0F et fA =el2H

%]
En projetant la relation £2F =e 2 £2H sur (042) paraliélement a I'axe focal, il vient:
] @
20 =e? G d'oﬂﬂG=I_]e2 0G.
R2=(A2=e? QH2=e2((XG2+GH?)=e2(QG2+0K?)=¢? G2+ 4?2

£2G 2 § R 2 se traduit par (1 -e-"’).QGZSazsoitI_IeJ 0G2 <a?.

1€ casd :sie< |,
I'inégalité précédente est équivalente 8 0G? <(1 -e2)a2=q2-¢2,
La construction n'est possible que si la droite Az coupe 'axe non focal 4 I'intérieur du segment [B'B}, ohi B et B'

sont deux points symétriques par rapport d O ettelsque OB? = b2=g2.¢2,
Les coniques de ce type, sont appelées eflipses. Les points B et B’ sont les sommets de I'axe non focal,

TRACE DE L'ELLIPSE

2 8me cag r sie> 1,
la construction est possible quelie que soit la position du point H.

2 Cf 'annexe sur la division harmonique. Nous verrons plus tard (chapitre 11[) que la directrice est la polaire du foyer par
rapport & la conique.

T
30n peut aussi retrouver une discussion similzire en utilisant 'angle 8 =¢( ﬁ,F-.:l MEe[0:3])

oA a a o

CommeR=.QI=ms 8" cos oetﬂG=HGtan 8= 0K tan 0=;’tnn 6 onaR-0G= .

Situer le point G sur OL revient donc & chercher le signe de (e - sinéd).
pour e>1 dans le cas des hyperboles R - 2G>0
pour e<1 dans le cas des ellipses R - £2G 2 0 si et seulement si sind <e.

Le point B est obtenu lorsque siné =e c'est-d-dire:
OB = (2B (1-¢®) = Rcos* f=acosd = m/l-e2 = \/az - et

2

sg(e - sing).

3
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Les coniques de ce type, non bornées, sont appeiées hyperboles, Par analogieonnote 6 2=¢2 .42

S - Intersection de la conique I"avec un droite paralléle & la directrice :

Soit une conique /~d'axe focal 4, un point N de 4, et Djy Ia paralléle 2 D passant par N, Construire les
points de /") D)y c'est chercher les points de I~ qui se projettent orthogonalement sur A en N.

Pour tout point M de Dy on a MH = NK.
On construit M en cherchant I'intersection de la droite Dy avec le cercle de centre F et de rayon eNK,
Il existe donc deux solutions au plus, si et seulement si NF <'e NK,

Si e =1, dans le cas de la parabole il faut
et il suffit donc de prendre le point N sur la demi
droite [4F), A désignant le sommet de Ia
parabole, milieu de [KF].

Siezl,
(NF<eNK)e> (NF?-e2NK?<50)

OrNF2-ed NK2=(] —¢2) N.?.Niiz'
4 (les calculs ont été effectués au §1.2),
K N F Dans le cas de I'ellipse, (I —e 2 ) > 0, et les
solutions* existent si et seulement si le point N
appartient au segment [4 ‘A].
L'ellipse est donc bornée.

Dans le cas de I'hyperbole (1 —e 2 ) <4,
(D et les solutions existent si et seulement si le point
(D) 1\) Vest & |'extérieur du segment J4'A(.

Résultats :

Une droite perpendiculaire en N a 'axe focal coupe Ia conique en deux points si et seulement si :
- NV appartient & la demi droite [AF) dans le cas de la parabole (e=1)
- N appartient au segment [A'A) dans le cas de l'eflipse (e <l ).
- N est & l'extérieur du segment 1A'A[ dans le cas de | ‘hyperbole (e >1).

Ces deux points sont confondus aux extrémités de ces intervalles,

III. APPLICATIONS.

1 - Cordes et tangentes.’

4 Le lecteur qui souhaiterait (par exemple avec des éléves de lycée) introduire de I'Analyse pourrait faire ie
raisonnement suivant:

Compte tenu de la symétrie de la conique par rapport & (KF). on peut se borner & rechercher les points M dans un méme demi
plan de frontiére (KF). Soit fla fonction numérique qui & NM associe le réel FM dans le cas ol e est différent de 1, La fonetion
fest évidemment continue et strictement croissante sur les réels positifs. Elle posséde un minimum absolu NF. Comme [e point
M appartient & G si et seulement si MF=eMH=eNK, le probléme posé revient donc 4 rechercher les antécédents par f'de eVK et
il posséde donc des solutions si et seulement si le minimum NF est inférieur oy égal 4 eNK.

On pourra, en exercice rechercher I'ordonnée y de M en fonction de son abscisse x dans un repére adapté (par exemple celui qui

est centré en O: {(F,1) (K,-ez))} pour obtenir I"expression explicite de £
il
foy =N (1P atc?

5 Une étude plus compléte se trouve au chapitre 117,
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)
H M
H M
F
E)

Inversement

Proposition:

8! une corde () coupe la directrice (D) en E, et la conique en M et

M', alors (FE ) est une bissecirice de l'angle MFM'.

Démonstration:

Soit H et H ' les projections orthogonales de M et M’
sur la directrice, L'homothétie de centre E qui envoie M sur
M’, envoie H sur H'. La définition de la conique permet
d'écrire

ME _MH _EM
M'F “M'H' "EM

Le point E qui divise le segment [MM*] dans le méme rapport
que les cotés du triangle MFM' est donc le pied d'une des
bissectrices de 'angle MFM',

Etant donné un point M de la conique et une droite & contenant M, comment construire les points

d'intersections de & avec la conique ?

&
M !

N

ie.

MF=ME=e MH
Comme ME est supérieur & MH cette
configuration est exclue pour les eilipses.

Pour la parabole, elle arrive si H# = E, donc
pour les droites & paralléles & I'axe focal.

Pour les hyperboles, elle arrive si I'angle
géométrique @ que fait & avec I'axe focal est
tel que

L, _dad ¥
taﬂzw—caszg’ "'1"92—1_ az —azn

Ceci met en évidences deux directions
asymplotiques de l' hyperbole.

Si la droite & est paralléle A la directrice,
nous avons étudié le probléme au § [1.5. 1y a
deux points d'intersections de & avec la
conique, confondus si M est un sommet (4 ou
A%

Si la droite & n'est pas paralléle & la
directrice, elle la coupe en E. La droite (EF)
doit étre bissectrice de l'angle MFM".

On trace l'image de la droite (MF) dans la
symétrie d'axe (FE) qui coupe & en M’ (qui
peut étre confondu avec M).

La droite & recoupe en général la conique,

La droite image est paralléle &4 & si et
seulement si le triangle FME est isocéle en

H M/
e~/
F
E




5)

¥4
Une asymptote est la position limite de la
tangente quand le point M part & l'infini. Nous
obtiendrons la position dune asymptote en

cherchant la droite paraliéie 4 la direction
asymptotique qui a la propriété des tangentes.

Un caleul élémentaire permet de montrer que
chaque asymptote passe par le centre de la
conique.

Est-il possible de le montrer sans calcul en
utilisant la symétrie ?

TRACE DE L'HYPERBOLE,

Remarque :

Conclusion :
Si l'on écarte les droites paralléles a l'axe des paraboles,

et celui des droites de coefficients directeurs % et —f pour les

hyperboies, la corde contenant M recoupe ia conique en un
autre point éventuellement confondy avec M,

La tangente en M & la coniqueb sera la droite &
correspondant au cas ol les deux points M et M’ sont
confondus. On en déduit le résultat :

Corollaire :
La portion de tangente & une conique comprise entre le
point de contact et la directrice est vue du Joyer sous un

angle droit.
/
E
0 P
~ K| ~F
/ D

Si la tangente en M coupe la directrice en E, le cercle de diamétre [EM] passe par F et H,

h-l/‘g'

Ce cercle est orthogonal au cercle d'Apollonius
(AH) (§11.2°) car le diamétre [17] est divisé

H G

harmoniquement” par Fet #
(par projection de la division harmonique
(A, 4", F.K) parallélement 3 la directrice).

Donc (EM) est perpendiculaire 4 (£24).

6 Cf Les réflexions sur les tangentes au chapitre JII.

G

Par suite la conique A centre et le cercle
d'Apollonius sont tangents au point M,

La conigue est ainsi engendrée comme
enveloppe des cercles d'Apollonius lorsque H décrit
la directrice.

7 Cf Iétude des cercles orthogonaux dans 1'annexe sur les faisceaux de cercles.

6
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2. Equation polaire des coniques.

Soitla conique JUF.D,e) de foyer F, de directrice D et d'excentricité e.
Dans un systéme de coordonnées polaires, de pdle F, ol l'axe polaire | (F,?) est porté par
I'axe focal 4 de la conique, pour tout point M du plan, on note E un vecteur directeur de

(FM), @1angle (?ﬁ ho= FM eth=FK
(M € I < (MF2=2MH?)

Or

M2 = eX(NK 2= eX(NF +FK ¥ = (- p cos &+ h? MF?=p?
Donc
(M € I') <> ( p=e(-p cos 6+ir)) ou (p=e(p cos & )

el

et dans le second p= '1_;—

. el
Dans le premier cas on trouve p =7 cos 0

ecos 8

Mais il est facile de voir que si un point M de parametres polaires (8,p) vérifie la premiére équation alors le point

M de paramétre (+r,—p) vérifie la seconde, et vice versa. Or M et M’ cofncident.

Une équation polaire de la conique I'est donc p= 1 :‘:m_a .

La valeur absolue du réel p = eh qui représente la valeur de p lorsque g =€;r est appelé le paramétre de la conique.

Application 1 :

Chercher la nature des ensembles de points définis par les équations polaires
o | S—
2) = I+e cos(8- 8p)

b D
)p=A+B cos &+ Csin 0

Application 2 :
a) Soit C un cercle de diamétre a contenant le pble O.

Montrer qu'une équation polaire de C estalors p=acos 8
b) On appelle inversion de pdle O et de puissance & (k#0), |'application qui & tout point M associe le point M’ tel

que OMM’ sont alignés et OM . OM' = k.
Chercher I'équation polaire de I'image de la conique TTE,D,e) par I'inversion de péle F et de puissance &.

c) Soit réel fixé. On appelle concholde du cercle C associée & ou encore Limagon de Pascal, la courbe
obtenue en associant & chaque point M du cercle les /points M’ de la droite (OM) tels que
oM =0&' +

Les points de la conchotde vérifient donc 1'une ou {'autre des deux équations
p=acos @+ et p=uacos 0-
Montrer que ces deux équations représentent la méme courbe.
Montrer que l'inverse de la conique I{F,D,e) dans une inversion de pble F est une conchotde de cercle, dont on
précisera les éléments.

IV. Prolongement:



Nous verrons dans un chapitre ultérieur que cefte définition des coniques permettra de démontrer que la
transformée d'un cercle par polaire réciproque par rapport 4 un cercle est une conique ; que toute conique peut-étre
obtenue ainsi et d'en déduire des propriétés intéressantes.



Bref historique sur les sections coniques

Les coniques ont été utilisées par les géométres grecs pour résoudre ies grands problémes
qu'ils se sont posés : duplication du cube, trisection de I'angle. C'est en tant que sections d’'un
cbne que nous est connue la plus ancienne étude d'une "conique”. Elles se présentent comme
étude d'un céne de révolution coupé par un plan orthogonal & une génératrice. Selon que I'angle
au sommet du céne est aigu, droit ou obtus on obtient ce qu'on appelle, maintenant, une ellipse,
une parabole, une hyperbole. Tei était 'enseignement, vers -350, de MENECHME, disciple de
PLATON.

On ne sait pas exactement ce qu'en connaissait EUCLIDE, vers -300, car 'ouvrage, "Les
Porismes”, dans leque! ses successeurs disent qu'il en traite a té perdu.

Les connaissances ' ARCHIMEDE, mort en -212, sur le sujet semblent importantes. C'est &
lui qu'on doit, en particulier d’avoir calculé I'aire de la surface délimitée par un arc de parabole et
sa corde - premier caicul d’'une aire de surface curviligne.

APOLLONIUS, vers -230, a laissé un traité, "conica" dont on ne connait qu'une partie. Les
coniques sont alors étudiées comme sections d’'un méme cone mais par des plans de directions
différentes. [ connait les propriétés de distances associées aux foyers de l'ellipse et de
I'hyperbole ainsi que les asymptotes de cette demiére. Les constructions d’APOLLONIUS
permettent de donner une définition plane des coniques dont on sait ainsi écrire aujourd’hui les
équations rapportées & un repére défini par un point de la conique, le diamétre de celle-ci
passant le point et Ia tangente en ce point. Enfin APOLLONIUS traite de propriétés projectives et
d'analogie entre ellipse et cercle.

Il faut attendre PAPPUS et ses "collections”, vers 300 aprés Jésus-Christ, pour trouver ce
qui a trait & la définition par foyer et directrice. Ce dernier donne également de nombreuses
constructions géomeétriques dans lesquelles interviennent les coniques.

PROCLUS, vers 450, qui clét en quelque sorte I'apport de |la géométrie grecque, nous a
laissé la construction de I'ellipse "a Ia bande de papier".

Les auteurs arabes et islamiques semblent n’avoir apporté que des commentaires & coté de
leurs traductions des textes grecs. Certains pensent que I'ellipse était alors connue en Inde, voira
en Chine. Par ailleurs on ne trouve pratiquement rien sur les coniques au Moyen-Age chez les
Occidentaux. Il faut attendre leur redécouverte aprés la Renaissance et I''mprimerie.

Le traité d'APOLLONIUS, premier traité systématique connu, fut longtemps l'ouvrage de
référence sur lequel se sont appuyés les travaux de DESCARTES et de FERMAT conduisant & la
géométrie analytique ainsi que ceux de DESARGUES qui sont & l'origine de la géométrie
projective.

Aux XVII*™ et XVIII*™ siécles les coniques offriront un terrain de prédilection a I"application
de l'aigébre & la géométrie” avec nombre de propriétés de celles-ci obtenues par calculs
algebriques & partir de telles ou telles définitions. Les sections coniques de La Hire complétées
par Maudhuit (1757) illustrent bien cette situation.

el



Pendant longtemps les trois coniques ont été enssignées de fagon indépendante, ce contre
quoi s'est élevée LEBESGUE qui a proposé plusieurs fagons d'unifier ieur enseignement,
s'appuyant sur les travaux de QUETELET et DANDELIN pour introduire, d'une fagon plus simple
que la lourde machinerie d’APOLLONIUS, les coniques comme section de cdnes. LEBESGUE a
montré comment la définition par "foyer-directrice” permettait une étude unifiée s'appuyant sur les
seules propriétés planes, utilisant pour cela la notion de "cercle ()" définie par LECONTE en
1935 et développée dans le "cours de géométrie de mathématiques &lémentaires” de DELTHEIL
ET CAIRE.

Eléments de bibliographie disponible

- Sur la période grecgue

APOLLONIUS de Perge - Les coniques (traduction Ver Eecke) Blanchard - Paris 1979

PAPPUS d'Alexandrie - Collection mathématique (traduction Ver Eecke) Blanchard - Paris 1982

- 8ur le réle important joué par les coniques dans le développement des méthodes géoméfriques
ouvrant autant vers le courant analytique que vers e courant projectif ;

Michel CHASLES - Apercu historique sur l'origine et le deveioppement des méthodes en
géométrie - Bruxelles 1837, Rééd, Gabay - Paris 1989

COOLIDGE - A history of geometrical methods. Doover - New York 1963

COOLIDGE - A history of conic sections and quadratic surfaces. Doover -1965

- XVIII*™ sigcle -

B. LAMY - Géomeétrie - Paris 1731
En particulier : Introduction aux sections coniques
Reproduction fac-similé - |.R.E.M. Paris Vil - 1997

DE LA CHAPELLE - Traité des sections coniques - Paris 1750
Reproduction fac-similé - |.R.E.M. Paris VIl - 1994

et voir Annexe 1
On pourra également consulter les articles concernant les coniques dans : "Encyclopédie
méthodique, Mathématiques" par FALEMBERT, BOSSUT ... - Paris 1784

- XIX®™® et XX*™ sigcles :

H. LEBESGUE : Les coniques - Gauthier-Villars - Paris 1942 - Réed. Gabay 1988
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Sur QUETELET et DANDELIN voir Annexe 2

LECONTE : Sur la définition commune aux trois coniques au moyen d’'un foyer et de sa
directrice, dans "L'enseignement mathématique” 1935
R. DELTHEIL et D. CAIRE - Géométrie - Bailliére et fils - Paris 3*™ &dition 1945

Réed. Géométrie et compléments - Gabay - Paris 1989

et voir Annexe 3
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) Combinckion dea Comagues pan -Méndzf-

I Coniques 3 centre obtenues par une affinité orthogonale.

1. Les ellipses.
1. a caractérisation du cercle”.

Proposition : Etant donnés A4 et B deux points distincts, le cercle de diamétre [4B] est le lieu des points M tels
que, si K désigne la projection orthogonale du point M sur la droite (48) on ait

MH' =- A4 .HB

Ona

MA.MB = (MH + HA).(MH + HB)
= MH* + HA.HB

Remarque : Si I’on prend A et B confondus dans Ia proposition précédente, on trouve un cercle point,
Exercice : Connaissant & et |’unité, construire 4 la régle et au compas le réel \/:-:.

1. b Etude des ellipses.

Dans un premier temps on va définir l'ensemble des ellipses en introduisant un coefficient strictement négatif
dans !'équation de définition du cercle,

Définition : Soient 4 et B deux points distincts, O le milieu de [48], & la direction orthogonale 4 (48) et A un
réel strictement négatif. Pour tout point M du plan on note H la projection de M sur (AB) parallélement 4 &,
On appelle ellipse de centre O et de diamétre [4B8] I'ensemble des points M du plan tels que
MH' = \ HA .HB.
Si I’on note o I'affinité orthogonale de base (4B) et de rapport VA , M 'antécédent du point M, et £ le signe
de 4, on a MH® =] 2l M"HP et donc
MH = A HA HB.o MH = —EYﬁZ HB
On peut donc énoncer :

3¢



Proposition : Toute ellipse de diameétre [AB] est
I’image du cercle de diamétre [4B] par une affinité

orthogonale de base (4B) et de rapport (\/I Ay Cette
conique affine du cercle de diaméire [4B] est bornée.

On a tracé ci-contre les ellipses obtenues pour des

valeurs de | 4| dans {1,2,...,10} U {ﬁf—o ..... %}.

Cercle principal et cercle secondaire d’une eilipse.

On suppose done A<0 et A#-1; on appelle " i’ellipse définie, selon la méthode précédente, par ce réel A et son
diamétre [AB] 4 partir du cercle ¥ de diamétre [4B].

Appelons [ed] le diamatre du cercle, orthogonal & [4B], et [CD] son image par I’affinité .

1l est facile de montrer que I" possédeux axes de symétrie (4B) et (CD) et donc un centre de symétrie O.

Si A<-1, CD >AB, le diamétre [CD] est le grand axe de I'ellipse et le cercle y s’appelle le cercle secondaire de
I'ellipse. Si A>-1, CD <AB, le diamétre [4B] est le grand axe de Iellipse et le cercle y s’appelle le cercle princi-
pal de I’ellipse.

Comme la composée de |"affinité orthogonale a de base [4B] et de rapport \{W et de I'affinité orthogonale o’

de base [CD] et de rapport ‘\/m est ’homothétie de centre O et de rapport ﬁ
on peut écrire (si ¥ désigne le cercle de diameétre [CD])
a'oay)=7y
ou encore
Ir=a"'()
L’ellipse I' peut done étre obtenue & partir du diamétre [CD] en utilisant une affinité orthogonale dont I"axe est
perpendiculaire & celui de @ et le rapport est I'inverse de celui de @,

Toute ellipse posséde donc un cercle principal de rayon a et un cercle secondaire de rayon b dont elle peut se
déduire par deux affinités orthogonales d’axes perpendiculaires et de rapports positifs inverses.

Exercice : trouver I'aire du domaine délimité par une ellipse d'axes [4B] et [CD].

Application] : I it

Toute ellipse de diamétre [AB] posséde des tangentes

en tout point, Pour construire la tangente en un point M I . | B
fixé, on construit I'image m de M par a. La perpendi- hA { :
culaire & (Om) passant par O, coupe (AB) en I qui est
invariant par @ . La tangente recherchée est donc la
droite (IM).



Cn peut aussi utiliser le cercle secondaire ¢f figure ci- ) i
contre, ce qui fournit une vérification de la construc- = il
ti R Y et
ion. -
e\
|| 4 ] .-.- _.1 . ~ .
hA Y B 3

Application2 (construction de I'ellipse par la méthode

dite « de la bande de papier ») : S |

Si les deux points .§ et T sont assujettis & décrire deux
droites orthogonales A et A’ (sécantes en O), alors tout 7 a
point fixé Q sur }ST] (avec S@= o et @T=b) décrit une
ellipse d'axes A et A’ et de paramétres @ et b.

En effet le point P, troisidme sommet du parallélo- / b Q bﬂﬁ

gramme SQPO décrit le cercle de centre O et de rayon =t ol H T h'-f'f._ .

80. De plus 5i H est la projection de @ sur A, ona gg 5: T s '
Q ., Y ;__j(."

= g—?‘.= %% = "E. Le point Q est donc bien I'image de P : = — . ok

par I’affinité orthogonale de base A et de rapport %. N7 P

Exercice : Si I’on dessine /’enveloppe de la famille des droites (ST} (dans les conditions précédentes), c'est-a-dire
une courbe qui en tout point posséde une tangente qui est 'une des droites de la famille, sans en oublier aucune,
on obtient la courbe dessinée sur la figure précédente et appelée astrofde. Montrer que 1’ellipse obtenue par la
méthode de la bande de papier est tangente en un unique point du premier quadrant & cette astrotde, (On pourra
montrer que le probléme revient & trouver dans le quatriéme quadrant un point p du cercle de centre O et de
rayon OP, vérifiant les données précédentes tel que le triangle Opi soit rectangie en p).

2, Les Hyperboles.

Pour ramener toutes les courbes correspondant & l'éguation MH® = , HA .HB avec />0 & une courbe canoni-
que (comme 1'était le cercle pour les ellipses dans le cas A<0) nous allons commencer par étudier la courbe
obtenue pour A= 1, c'est bien sir la démarche la plus naturelle.

2. a Etude de I’hyperbole équilatére,

Définition : Soient A4 et B deux points distincts. Pour tout point M du plan on note H la projection orthogonale de
M sur (AB). On appelle hyperbole équilatére ’ensemble I des points M du plan tels que

MH = HA HB.

Remarquons d'abord que I’'ensemble I" est non vide et plus précisément que I'intersection de I avec (AB) se
réduit aux points A et B. La droite (48) et sa médiatrice sont axes de symétrie.

24



Soit M un point de I' non situé sur (4B) et H sa pro-
jection orthogonale sur (4B). Appelons O le milieu de
[AB]. Le cercle circonscrit au triangle ABM, , a pour

centre Ket pour rayon r, Puisque MH® = HA .HB, la
puissance du point A par rapport au cercle yest MH et |
la droite (AM) est tangente en M au cercle ». M K
Onadoncr=HO=MK=AK, \‘

Réciproquement, étant donné un point A (AB)\ J4B[
on obtient les points de I" dont la projection orthogo-
nale est H par la construction suivante. On appelle X
et K, les intersections de la médiatrice de [4B], 4, ,
avec le cercle de centre A et de rayon HO (OH = 0A).
Les cercles de centre X et de rayon #=HO sont tan-
gents a la perpendiculaire en H & (AB) en deux points
M, et M , solutions.

L'ensemble " admet donc, comme prévu, (A8) comme
axe de symétrie.

Exercicel : Montrer que I'on peut retrouver le point M ainsi : on méne par H les tangentes au cercle de diameétre
[AB]; si I'on note T 'un des points de contact, M est & I'intersection de la perpendiculaire menée par H & (AB)
avec le cercle de centre H et de rayon HT,

Exercice2 : Reprendre le méme exercice en utilisant le cercie de diamétre B et une autre relation classique dans
le triangle rectangle HTB.

Pour trouver les points de T dont les projections ortho- —

gonales sur &, sont un point K quelconque fixé on trace Y S
1’intersection du cercle de centre X et de rayon KA avec 3 ;
la paralléle & (4B) passant par K. On trouve ainsi deux /
solutions symétriques par rapport & &, |

-
o

L’ensemble I admet donc 8, comme axe de symétrie. ) L

En résumé, I'hyperbole équilatére posséde deux axes de symétrie &, et (4B), et donc un centre de symétrie O.
L’ensemble de ses projections orthogonales des points de I'hyperbole équilatére sur (4.8) est la droite (4.B) privé
du segment ]4 B[, I'ensemble des projections orthogonales de I'hyperbole équilatére sur &, est la droite &,

Remarque : Nous venons de voir que OK<4K et AK=HO, dans un repére orthonormal R =(0, 7.7) tel que

7= I'hyperbole équilatére est entitrement située dans les secteurs angulaires définis par les bissectrices

| 48]
du repére et contenant les points A et B.
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On peut ainsi construire quelques points de I'hyperbole
pour en obtenir 'allure. .

Remarque dans le repére R les points 4, B, et M sont de coordonnées (-4, 0), (a, 0) et {x,») (avec 2>0) on &

MH =HA HB & y'= (x+a) (x-a)
Une équation de I’hyperbole équilatére dans ce repére est donc X" -y =4

Exercice :

1°) Montrer qu'un point M du plan appartient & I’hyperbole équilatére I si et seulement si il existe une

similitude indirecte s telle que
s:H—->H
M—>A
B>yM

2°) En déduire! que
MeT e (MA, AB) + (B, 4AB)=F (]
indications pour une solution :
, . HM _HB " - "
1°) Montrer que si M appartient 4 I" alors HA = Hpq St remarquer que par la position du point H la similitude s

est nécessairement indirecte.

1 On obtient ainsi une caractérisation angulaire de I’hyperbole qui ressemble beaucoup 4 celle du cercle. Cette
dualité suscita, en 1852, cet échange de letires entre le mathématicien anglais De Morgan et l'irlandais Hamil-

ton.

" Je pewx comprendre votre derniére perspective imaginaire. Ce qui se cache derriére est
une substitution du cercle par I'hyperbole équilatére. ...J'ai tonjours regretié que I'hyper-
bole équilatére n'ait pas eu quelque propriété remarquable, comme le cercle en a, qui
aurait permis & Euclide de les introduire conjointement”
Et la réponse de Hamilton:
"4 propos d'Euclide et de I'ryperbole équilatére, on pourrait penser presque aussi naturel
de considérer le cas d'un triangle de base donnde, dont la différence, & la place de la
somme, des angles de la base serait un angle droit".
Correspondance entre Sir William Rowan Hamilton et Augustus De Morgan, dans le livre de Robert Graves Life
of Sir William Rowan Hamilton tome 3 pp.337-339 (Arno Press New York 1975).

La notion d*affinité de rapport complexe ! (¢f annexe) peut en effet expliquer cette propriété:

Soit @ I"affinité de base (4B) et de rapport 4 elle transforme les points réels du cercle d’équation x2+y2= o’ en des
points imaginaires de I'hyperbole équilatére d'équation xz-y2=n . On sait de plus que I'affinité  transforme deux
droites réelles orthogonales en deux droites imaginaires qui ont les mémes bissectrices que R .



2°) On montre I'équivalence en remarquant que pour tout point M de projection orthogonale H sur (AB) on a
(M4, AB) + (M8, Ay = (MA, HA) + VB, HB) =T [7]

et I’on conclut par une méthode de fausse position.

Application :
Lorsque M s’€loigne infiniment de O, le milieu de {4B], 'angle a=( MA, MB) tend vers 0.

La relation de I'exercice précédent permet donc de noter que 1"angle ( MA, AB) tend vers f a g prés. L'hyperbole

T posséde donc deux directions asymptotiques de pentes 1 et -1.

Etude des branches infinies :

Soit maintenant un point K pris aussi éloigné de O que I'on veut sur J;, un point M sur I de projections orthogo-
nales X sur &, et H sur (AB). On construit dans le rectangle MKOH un carré NLOH avec le point NV situé sur la
demi-droite [HHM) (ce qui est justifié par la position de la courbe par rapport aux bissectrices du repére).

Ona

HN-HM = HO - KO

= KA - KO =\NKO'+AOP- KO

4 A0’
= KO( I+ K? "].) "'ZKO- L N "_."///‘/
Le réel HN-HM tend donc vers 0, lorsque I'abscisse de K4 //"' 1 1 :
K sur I'axe (0,8,), convenablement orienté, tend vers / I.“
I’infini, puisque AO est borné. - ;
0 A H

L'hyperbole équilatére posséde donc deux asymptotes orthogonales qui sont les bissectrices du couples de droi-
tes ((AB),5,).

Remarque : Si I’on fait tendre (aprés avoir fixé (0, ?)) B vers A dans la définition de ’hyperbole équilatére, I'
se réduit justement aux bissectrices précédentes.

Exercice : Montrer que pour tout point M non situé sur
(AB), les bissectrices de I'angle de droites (3A4,MB)
sont parall¢les aux asymptotes.
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Nous avons vu que dans le repére orthonormal R <(0, T ) ?)tel que les points A4, B, et M sont de coordonnées
(-a, 0), (@, 0) et (x.») (avec a >0) I’équation cartésienne de |’hyperbole équilatére était x* - y’= a

En posant X=x-y et ¥=x+y, la matrice du changement de repére est donc \‘,L}( { -11 ) et les vecteurs définis-

]
sant le nouveau repére orthonormal {(C, i, 5') sont donc ¥= @ ( 7+ j") et

-

y= % -T+ j'), qui dirigent les asymptotes de I’hyperbole équilatére.

N[R,

Une équation de I’hyperbole rapportée & ses asymptotes est donc X ¥ =

Remarque : une hyperbole équilatére est entiérement déterminée par la donnée d’un point et des deux asympto-
tes.

2. b Intersection d’une hyperbole équilatére I ef d’une droite (&) (¢ n’ayant pas la direction des asymptotes).

Proposition? : Soit & une direction de droite distincte de celles des asymptotes et soit P un point de la droite
(AB). La droite passant par P et de direction & coupe 1'hyperbole I" équilatére (éventuellement réduite & deux

DAL PAS?
droites) en deux points M et M’ (éventueilement imaginaires). Alors le rapport % ne dépend que de la
PA.PB

direction 4.

Démonstration (dans le plan complexe rapporté 4 R) :
Désignons par p 'affixe du point P et par p+ p e'¥celle d’un point M de la droite passant par P et de direction &.

Le complexe e ? désigne 1'affixe d'un vecteur normé directeur de &
(ﬂe]-g; -f[U]-f; i‘r[U]f; f] et p peut étre négatif).

Un point d’affixe z appartient 4 I'hyperbole I" si et seulement si Re(z)) = 1'- y2 = q?
Donc le point M appartient & I" si et seulement si Re({p+ p e =4,

M) eT < cos(26) p'+2 ppcos(8) + p*-a = 0.

2 2 B3 Dh SXq B
—_— - PA.PB . . PM.PM’
Cn a PMPM’ = m = cos(28) (produit des racines) et donc le rapport = ne dépend que de la di-
PA.PB
rection 4.
Corollaire :

Pour toute corde (MM") de I’hyperbole T, coupant les
asymptotes en L et L', alors les segments [MM'] et
[LL’] ont méme milieu.

De plus si la corde garde une direction constante alors

le réel LM, LM est constant.

2 Newton utilise ce théoréme (aprés Apollonius et ses successeurs) pour étudier les coniques dans les Principia.



Démonstration : Les points L et L’ (toujours réels) ont leurs affixes® définies par 1'équation
cos(28) p’+2 ppcos(6) + p=0.
alors que les points M et M (réels ou imaginaires) ont leurs affixes définies par
cos(26) p’+2 ppeos(8) + p’- al=0.
2 COS‘ g! Iy]

Le milieu de [MM’] (qui est toujours réel) a pour affixe - cos(26) ¢ " (moyenne de la somme des racines), et

colncide avec celui de [LL'].

Si nouslscrivons ensuite les affixes de L et L’ sous la formep + 1 et P+ Ae® ona pour tout point N d’affixe
ptwe

cos(28) IN. I'N= cos(26)(w-4) (w-A") = cos(26) o’+2 pw cos(6) + p*
en utilisant la somme et le produit des racines dans la premiére équation.

Le réel LN. L’N est donc constant si la direction reste fixe. Plus précisément le point N appartient & I’hyperbole

si et seulement si cos(28) LN. LN =d".

Exercice : Retrouver Iéquation cos(28) A2 pA cos(6) + p2=0, en utilisant
argip+ A em) Ef [éﬁ.

¢. Propriétés des tangentes.

Corollaire : .
L’hyperbole équilatére I" posséde des tangentes en tout .
point. Si la tangente en un point M, & I rencontre les _ M
asymptotes en deux points L, et Ly’, alors M, est le e
milieu de [Ly,Ly'].

3Puisque Qest fixé, ces équations déterminent p.



Soit M, un point fixé de ’hyperbole et P un point donné de (4B8). Nous dirons que la droite (PM,) est tangente
en M), & la conique si et seulement si le discriminant de I'équation (E)
cos(26) pz+2 ppcos(f) + pz- a’=0.

s’annule.

Analyse : supposons que la droite (PM,) soit tangente &

I’hyperbole.

On a donc & la fois

A’ =plsin*Gra’cos20= 0 et ' / M,

cos(26) PM* =p* - a*. S

On appelle H le projeté orthogonal de M, sur (48). On

a
=P ST = _ .2, oS8 A o BB |H
OP OH = plp+peos(9) =p" (1- ;7 0) 7

{car p est racine double)
Ainsi en utilisant la nullité du discriminant on trouve

y !
== SO a2 e
OPOH=1' (500 @ =04 P

Nous en déduisons* que le point P est solution de notre probléme si et seulement si les quatre points [4, B, P, H)
forment une division harmonique.

Réciproquement si I'on considére le point M, de la courbe qui se projette orthogonalement sur (48) en H tel que
{4, B, P, H]= -1, c'est-a-dire si OP OH = OA*, on a
Plotpeos(d) = d’.
cos 29p2+ az-pz = 02
La droite (M, P) recoupe I'hyperbole en M’ tel que PM, PM’=

L'équation (E) devient alors

La droite (M,P) est donc tangente & la courbe en M,

Application :

Pour construire la tangente & I’hyperbole contenant M,

il suffit donc de construire le projeté orthogonal H de

M) sur (AB).

Nous avons vu que le point P est I'intersection de la P,
tangente en un point M, & I'hyperbole équilatére et de T
(AB) si et seulement si les quatre points [4, B, P, H] .
forment une division harmonique, c'est-d-dire si et B
seulement si le faisceau de droites (M, 4), (M, B), A N T p.-
(M, P), (M, H)) est harmonique. Appelons B, et B, les —
intersections de la paralléle & (M, H) passant par B avec }

(M,A) et (M,P). La droite (M,P) est tangente en M, 2 ‘
I'hyperbole équilatére si et seulement si B, est le milieu

de [B B, ]. Ceci foumit un moyen pratique de cons- ‘
truction de la tangente quand on connait les sommets de

I"'hyperbole équilatére.

Exercice : Montrer que P est I'intersection de la polaire de M, par rapport au cercle de diamére [48] avec (4B).

4 Cf I'annexe sur la division harmonique.
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Le corollaire du paragraphe précédent prend alors la forme suivante puisque nous avions vu au cours de sa dé-
monstration qu'il s’agissait d'une équivalence,

Corollaire :
Soit I" une hyperbole équilatére d*asymptotes A et A’. La tangente au point C coupe I'une des asymptotes en T, A

tout point M du plan on associe L (resp L*) son image par la projection sur A (resp A’) parallément 4 (CT),
Alors pour tout point M on a Me T' < (*) LM. LM = -CT,

Exercice : montrer que le produit des longueurs des segments [Q,L] et [0,L] découpés par une tangente sur les
asymptotes est constant.

2. ¢ Etude des Hyperboles.

Définition : Soient A et B deux points distincts, @ le milieu de [4B], & la direction orthogonale & (4B) et 4 un
réel strictement positif. Pour tout point M du plan on note A la projection de M sur (AB) paralidlement & &.
On appelle hyperbole de centre O et de diamétre [4B] I’ensemble des points M du plan tels que

MH =  HA .HB.
Il est facile de montrer que I' posséde deux axes de symétrie (458) et (CD) et donc un centre de symétrie 0.

Si I’on note a I'affinité orthogonale de base (4B) et de rapport \ﬁ, M I"antécédent du point M, et £ le signe de
A, on a MH® = AM’H? et donc

MH* = ) HA HB.«> M’'H* = HA .HB
On peut donc énoncer :

Proposition : Toute hyperbole de diametre [AB] est
'image de I'hyperbole équilatére de diamétre [AB] par

I i i
une affinité orthogonale de base (4AB) et de rapport ﬁ A g

. L’hyperbole T posséde deux asymptotes, images des
deux droites passant par le milieu de [4B] et de pentes e
1 et -1 par I'affinité a'

On a tracé ci-contre les ellipses obtenues pour des

valeurs de A dans {1,2,...,10} U {% ) %, ,,,,, %}.

S
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Application1 : Toute hyperbole de diamétre [4B] pos- ('1"}': : f

séde des tangentes en tout point. Le point de contact M . ; m:‘ =
d’une tangente 4 une hyperbole est le milieu du seg- Ll
ment déterminé par cette tangente sur ses asymptotes. ; 4 )(
Le faisceau de droites déterminé par tout diamétre O M F

(OM) la paralléle (T") & la tangente (T) en M menée £ T /
par O et les deux asymptotes est donc un faisceau har- . /

monique’. Mieux, dans le cas de I"hyperbole équilatére, ; ; J
les deux asymptotes sont les bissectrices du couple : ’ :
((OM), (T)), et I’on obtient la direction de la tangente
en M par symétrie par rapport 4 I'une quelconque des
asymptotes.

Application2 Pour toute corde (MM") de I'hyperbole I,
coupant les asymptotes en L et L’, alors les segments
[MM’] et [LL'] ont méme milieu (conservation de la
propriété du milieu par affinit€). Cette propriété donne
une méthode de construction rapide de I’hyperbole dont
on connait un point M, et les deux asymptotes. On fait
tourner autour du point M, une droite variable qui
rencontre les asymptotes en L et L'. On obtient un
nouveau point de I"hyperbole en construisant le symé-
trique de M, par rapport au milieu de [LL'].

2.d Exercice : étude de la Parabole.

Définition : Soient A et U deux points distincts. Pour tout point M du plan on note £ la projection orthogonale de
M sur (AU).
On appelle parabole de sommet A I’ensemble des points M du plan tels que
MH=4H. AU
a) Chercher les symétries éventuelles de la courbe, son allure, et tracer ia tangente en A.

b) Etant donnés un réel A non nul, on considére I'ensemble I, des points M tels que MH* = AR A (avec les
mémes notations). Montrer que I', est I'image de T, par une homothétie /.

2. ¢ Conclusion.

Nous avons donc réussi & ramener I'ensemble des courbes définies par I'équation MH* - 4 HA HB. & deux
courbes canoniques le cercle et l'hyperbole équilatére (dont les propriétés géométriques sont duales). On peut
d'ailleurs, grdce & un rapport imaginaire, tout déduire du cercleb.. Nous allons appeler conique & centre
D'ensemble de ces courbes. Nous prouverons dans la deuxiéme partie de cetle lecon que le choix du diaméire
associé & une direction de projection convenable est arbitraire.

Définition : Soient 4 et B deux points distincts, O le milieu de [4B], & la direction orthogonale 4 (4B) et 4 un
réel non nul. Pour tout point M du plan on note H la projection de M sur (4B) parallélement 4 &,
On appelle conique de centre O et de diamétre [4B] I'ensemble des points M du plan tels que

MH*= A HA .HB.

5 Cf Pannexe sur la division harmonique.
6 Nous d'ailleurs au chapitre 2 que toute conigue définie par foyer directrice et possédant un centre de symétrie
posséde une définition de ce type.
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Si I’on appelle a I'affinité orthogonale de base (48) et de rapport \}| Al, M Pantécédent du point M, et £ le
signe de 4, on a ME? =| Al M’ et donc

MH =\ HA HB.o M'H' = s HA .HB
On peut donc énoncer ;

Proposition : Toute conique & centre de diamétre [4B)
est I'image du cercle de diamétre [4AB] ou de
i"hyperbole équilatére de diamétre [4B] par une affinité

orthogonale de base (A4B) et de rapport ('\/I—AI-)".

On a tracé ci-contre les coniques & centre obtenues pour

des valeurs de | 4| dans {1,2,...,10} U {'113 , % _— %

} et I'on a ajouté en pointillé la parabole d'équation
MH* = BH. 0B.

3) Exercice : (un théoréme de Ponceler) :

Soit F un point de I'axe (48) de coordonnées {c,0) et soit M un point d’une conique I de coordonnées (x.p);

calculer la distance FM en fonction de x.
Déterminer les points F tels que la distance FM soit une expression rationnelle en x. Un tel point est appelé un

foyer de la courbe.
Plusieurs cas se présentent :
a) Si I est une ellipse, on distinguera trois cas suivant que les foyers sont réels, imaginaires ou confondus. Que

peut-on dire lorsque les foyers sont confondus?
Lorsque les foyers sont réels, montrer que la courbe I est le lieu des points M tel que la somme MF+MF" est

constante. Que peut-on dire lorsque les fovers sont imaginaires?

b) Si T est une hyperbole, montrer que les deux foyers sont réels et que la courbe I" est le lieu des points M tel
que la différence | MF-MF| est constante.

c) Si I est une parabole, montrer qu'il n'y & qu’un seut foyer.

13
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IT Coniques & centre obtenues par une affinité oblique.

1. Le cas de Iellipse.
. Une propriété de I’affinité orthogonale.

Par une affinité orthogonale a d’axe (AB) et de rapport
k le point ¢ est transformé en C. La pente de la droite
{(OC) est donc la pente de la droite (Oc) multipliée par
k.
Pour tout couple de points s et n pris sur (Oc) d ms
d’images M et N, le rapport TTIJ est indépendant du D is
: M
choix de M et N. i S i >
A 0O H K B

Exercice : Montrer que si I'on appelle 8 I’angle ((48),(Oc)) (4 # prés) le rapport précédent vaut \lcos25+ Psiu’g

Si maintenant ¢ et 4 sont pris sur un cercle de centre O, on aura pour tout couple de points m et n pris sur (Oc)

d’images M et V, k| = }l"f_j: = %—S , et pour tout couple de points mt’ et n’ pris sur (Od) d’images M et &, le rap-

M'N’ 0D k oc
port ky =" 507 =04 - L rapport -;2' est donc égal &y

b. Applications.
Soit I une ellipse de grand axe [4B). Cette ellipse est I'image par I'affinité orthogonale de rapport %, a, du

cercle y de diamétre [4.8]. Soit [CP] un diamétre quelconque fixé de I" non perpendiculaire & [4B].
Les points C et D ont pour antécédents c et 4 par @. Un point M du plan quelconque a pour antécédent par o, m
qui se projette orthogonalement en /t sur {cd].

Soit &, la direction orthogonale & [cd] et &
I'image de cette direction par Iaffinité vectorielle
associée A a.

Le cercle y est aussi le lieu des points »r de pro- e
jection orthogonale /& sur [ed] tels que SO |

mh =-Tic hd Sh. o

La droite (fn) qui ne peut étre paralldle & (4B), f\! Tht

coupe (4B) en G. Par I'affinité a la droite (Gm) 2

pour image (GM) et la droite (cd), (CD). Le point f | i

I intersection de (Gmr) et (cd) a donc pour image 5

H intersection de (GM) et (CD). .
On a en appliquant le résultat du paragraphe pré- VS|

cédent a la droite (fmr), pI*

HM =k, hm |
et de méme dans la direction orthogonale d " ;
HD =k, hd et HC=k hc T é

Finalement
MeTomey

el =-Tic hd
& k! HM? =-k; HC .HD
& HM* =- A HC .HD
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avec A un réel strictement positif qui vaut d’aprés la remarque du paragraphe précédent
k _oc]
- —
A= k2 oc*
Proposition : Etant donnée une ellipse I fixée; pour tout diameétre [CD] de I" il existe une direction &et un réel

strictement postif 4 qui font de I" le lieu des points A tels que si I’on note H la projection de M sur (CD) paral-
lélement 4 4, ona

HM?® =. AHC .HD

La direction & associée au diametre [CD] est définie grice 4 Iaffinité @ de fagon unique. De plus la direction
associée au diamétre [C,D,] (avec (C;D,) de direction J) est I'image par a de la direction orthogonale 4 [a"
{C) a! (D))], c'est-d-dire la direction de (CD). On peut donc parler de directions conjuguées ou encore de
diamétres conjugués.

On peut donc énoncer les propriétés suivantes qui sont obtenues gréce a I’affinité en lisant des relations évidentes
dans le cercle y.

Proposition : Soit (7) une droite contenant C extrémité

du diamétre [CD] un point d’une ellipse T". La droite u. S S
(T) est tangente & ellipse, si et seulement si elle est C N
paralléle au diamétre conjuguée _ W

Proposition : Etant donné un diamétre [CD] d’une _ ;

ellipse . Une direction & est conjuguée & ce diamétre N ) 'b
si et seulement si on a la propriété suivante. Si une D == !
droite de direction & est sécante & I'ellipse en Uet Vet

sécante 4 (CD) en W alors W est le milieu de [(UV].

Si on choisit un repére centré au milieu du diamétre [CD] et comme direction des axes les deux directions con-
guguées, (CD) et (C, D)) on aura en appelant a’ =0C ¢t ’=0C,
ki oc? b2
i = — = =
puisque A X a&‘ -

M(xy) e T < HM? =- AHC .AD
=N yz=-)!,('.§-a’)(x+a')

o y=- z—-!(x -a”) (x+a’)

2 2
'\-
A + -b% =1
Probléme : Comment retrouver les directions conjuguées orthogonales, & partir d’un couple de diamétres conju-

gués quelconques?
Tout en conservant les notations du paragraphe précé-
dent on construit 1a parall¢le a (Oc) passant par C qui

rencontre les axes principaux en P et Q. Le quadrilatére __,d_—,b___ﬂ_‘
OcCQ est ainsi un parallélogramme. On note J le point ' =gl
dont les projections sur les axes sont P et Q. De la e B, 1 .
méme fagon on construit les points P, et @, intersec- AN [ =={C N
tions avec les axes de la paralitle & (Oc,) passant par ol el A
C,. 4 .
Lés points @ et C sont transformés par la translation ¢ J';_ I e P A |
de vecteur GO en O et ¢, qui par le quart de tour direct Al W el B/
de centre O, r, deviennent O et ¢,. La translation 7’ de W Q, : F==_ ./
vecteur OQ, envoie finalement ces deux points sur @, L ” Q = . ol ;
et C\. \p T— ] D.r'

% A,

- -
—~
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On a QC = a et puisque les droites (PC) et (Oc) sont paralléles le rapport %—S est le méme que celui de I'affinits,

On a donc PC'=b. On démontrerait de la méme fagon que @, C, =a et P,C,=b.

Le point P est le barycentre du systéme de points pondérés (C, 4) (Q, a -5). Son image par notre isométrie est
donc barycentre du systéme (C|, b) (Q,, a -b), c'est-d-dire le point P,. Le point J est 4 I’intersection de la paral-
1gle & (4B) passant par Q et de la perpendiculaire 4 (4B) passant par P, son image sera & I'intersection de la
perpendiculaire & (4B) passant par Q, et de la paralléle & (4.B) passant par P, 0.

Finalement le vecteur OC est I'image du vecteur JC par la rotation vectorielle d’angle 5”.

Ainsi, si I'on connait les diamétres conjugués, [CD] et [C, D,] on construira le point J tel que JC soit obtenu a
partir de 02', par la rotation vectorielle d’angle __;_r_ Appelons @ Le milieu de [0J], les intersections du cercle de

diamétre [OJ] avec (aC) sont (si J est différent de O, c'est-a-dire si les diamétres conjugués ne sont pas perpen-
diculaires) deux points P et @, et les axes de I'ellipse sont (OP) et (0Q).

Théoréme : Etant donnés deux points distincts C et D, un réel A strictement positif et & une direction distincte de
celle de (CD) on note I'(C,D,d) le lieu des points M tels que si ’on note H la projection de M sur (CD) paralle-
lementd &, ona

HM* =. \HC HD *.
Alors I'ensemble des courbes I'(C,D, ) colncide avec I'ensemble des ellipses.

Démonstration : le sens direct correspond une proposition déja vue.
Considérons maintenant la courbe I'(C,D,d) définie par la relation *. Dans le repére centré au milieu de [CD),
2

défini par les directions (CD) et &, une équation de ['(C,D, ) est, en appelant a’ =0C et b'=0C, PR 'bv‘,z = 1.0n

peut construire par la méthode précédente une ellipse de centre O dont les directions conjuguées sont celles de
(CD) et 6. D’aprés notre analyse cette ellipse aura, dans le méme repére la méme équation, et cotncidera donc

avec ['(C,D, ).

2, Le cas de I’hyperbale.

Théordme : Etant donnée une hyperbole I' équilatére de centre O et de diamétre [AB], A et A’ ses asymptotes, et
[CD] un diamétre quelconque, il existe une direction & qui permet d'énoncer la propriété suivante :
I est le lieu des points M tels que si I'on note H la projection de M sur (CD) parallélement & dona

HM? = C HD

Démonstration : Soit § la direction de la tangente en D

4 I' qui coupe A en T. Par tout point M du plan on

construit la parali¢le & & passant par M qui coupe les

asymptotesen L et L’, u

Nous avons vu qu'une condition nécessaire et suffi-
sante pour que M soit un point de T est

M IM.L’M=-DT
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Nous savons que si H désigne le milieu de [LL’]
" o (LH+HM)(LH+ BM)=-DT.
(*) © MH' = HL'.DP.
(*) © MH = HO'-pO'.
(car les triangles OTD et OHL sont isocéles puisque & a été choisie symétrique du diamétre par rapport 4 A ¢f A

3 Application 1)
Finalement

(*) & MH = (HO+0C)(HO+0D)
*) © MH =H8C.HD

Puisque les hyperboles ont été définies comme image par affinité de I’hyperbole équilatére, on a, en adaptant la
démonstration déja donnée pour les ellipses, la proposition suivante :

Proposition : Etant donnée une hyperbole I" fixée; pour tout diamétre [CD] de T il existe une direction & et un
réel strictement postif A qui font de T le lieu des points A tels que si I’on note H la projection de M sur (CD)
parallélement 4 &, on a

HM?® = J\HC .HD

La direction & associée au diamétre [CD] est définie grice a I’affinité @ de fagon unique.
On appelera pour I"hyperbole équilatére, diamétre conjugué d'un diamétre [CD), le segment obtenu par symétrie
par rapport & I'une des asymptotes. On étendra ensuite cette définition & toutes les hyperboles en utilisant

Paffinité .

Remarque : pour tout couple de demi-diamétres conjugués [OC] [OC"] le milieu du segment [CC?) appartient 4

I’une des asymptotes de I*hyperbole.
Mais contrairement au cas de [eilipse, les deux diamétres conjugués ne jouent pas des réles symétriques. En
inversant leurs réles on obtient deux hyperboles que 1"on appelle conjuguées.

Exercice : énoncer et démontrer pour les hyperboles, des propriétés des diamétres conjugués semblables & celles
€noncées pour Jes ellipses. Montrer que dans un repére convenable, I’équation cartésienne de toute hyperbole est

2
a7

[ est beaucoup plus simple de retrouver les directions conjuguées orthogonales, & partir d’un couple de diamétres
conjugués quelconques dans le cas de I"hyperbole. On construit d’abord les asymptotes, puisqu’elles contiennent
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les milieux des segments qui joignent les sommets des demi-diamétres conjugués. Les axes recherchés sont alors
les bissectrices des asymptotes.

Cette construction permet d’obtenir, comme pour les ellipses, la proposition réciproque de la proposition précé-
dente, et donc d’énoncer le théoréme suivant :

Théoréme : Etant donnés deux points distincts C et D, un réel 4 strictement positif et & une direction distincte de
celle de (CD) on note I'(C,D,3,)) le lieu des points M tels que si |"on note A la projection de M sur (CD) paral-
lelement 4 &, on a

HM?* = JHC HD *.
Alors I’ensemble des courbes I'(C,D,d) coIncide avec I'ensemble des hyperboles.

3. Conclusion,
Corollairel : L’image d’une hyperbole ou d’une ellipse par une affinité de direction quelconque et de rapport &
est une conique du méme type.

Si I"on sait que toute bijection affine se décompose en produit d’affinités (cfannexe) on peut enfin énoncer:

Corollaire2 : L’image d'une hyperbole ou d’une ellipse par une bijection affine est une conique du méme type.
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Lecan 5

I Préambule:
. - =
On se place dans un plan affine P réel, rapporté & un repére R,=(0; 1 . ).

On considére paraliélement I'ensemble, noté Ra[x,p] pour I'occasion’. des polyn8mes & coefficients réels, a deu
variables, et de degré deuwv. ¢’est-d-dire les applications:

i R*=> R

() = fley)
avec flxy) = ax’ + 2bxy + ¢’ +2px + 2qv +r , ol a.b.cp.q.r sont des réels tels que: (a:b:c) différent de (0;0:0).

On construit I"application”® ¥ qui, & tout élément de Ryfx,], fait correspondre la partie du plan (/) définie par

I'équivalence suivante:
(M e I7, Mxp)p ) & (xp)=0)

On appelle comigque du plan P un élément de I'ensemble image de I’application précédente ¥, i-e un élément de
‘HRa[xy]), donc une partie du plan P . On dira que f{x,p) = 0 est une équation de la conique () relativement au repére
Ry.

Remarques :

(1) Quelques précisions sur I'application ¥
Une conique admet une infinité d’équations, puisque. pour tout réel A non nul:
*) =7
Cela suffit & prouver que I'application ¥ n’est pas injective. On pourrait penser qu’elle le devient si on quotiente par
I’équivaience définie par (*) mais il n’en est rien; tous les polyndmes du type:
fixy) =ax’ + by’ +1 avec a et b réels strictement positifs

ont la méme image par . & savoir le vide, et ne sont pas équivalents au sens de (*). De méme pour les polyndmes

définis par:
Fixp) = ax? + by’ avec a et b réels strictement positifs

ont tous pour image I'origine du repére Ry

Toutefois, on démontre que si deux coniques ont deux points distints du plan en commun, elle vérifient nécessairement
la relation (*).

Bien sur, il en irait différemment si les polyn6mes étaient & coefficients complexes et si on considérait P comme un plan
affine sur C!

Insistons enfin sur le fait que I’équation d’une conique est & 1"évidence. relative & un repére et que c’est précisément
I'objet du paragraphe II de rechercher les « bons » reperes dans lesquels I'équation de la conique est simple et
caractérisque d’une certaine forme géométrique,

(2)L équation fix.1) = 0 de la conique (/7) peut s écrire matriciellement:
a & X X
("' ¥ )(b c‘)(_‘l')*g(p q )(_1')_r=0'

'USU+2NU+r=0,
Effectuer. dans le plan P, un changement de base revient 4 écrire:

U= .V avec Q une matrice (2.2) inversible, et U = ( : ) V= (

de la forme:

v)

L équation précedente peut alors s écrire:

! Habituellement, cetie notation est plutdt réservée a I'ensemble des polmomes de degré inférieur ou égal 32
* On pourrait I'appeler I tout simplement.
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VNSOV +2(NQLV+r=0

toujours de la forme:
VS V2N V+r=0,

avec .S matrice symétrique caractérisant la partie quadratique de I’équation, et N* matrice de dimension 1x2
caractérisant sa partie linéaire,

Puisque : dét(S") = (dét(Q))".dét(S), le signe du discriminant de la partie quadratique de I'équation est invariant par tout
changement de base dans le plan P. Si, de plus le changement de repére est orthogonal, c'est le discriminant lui-méme
qui reste inchangg!

(3) A propos de changement orthogonal, .,
P est « priori un plan affine, rapporté & un repére affine R, = (0, ? ?). mais on peut le rendre euclidien en utilisant la
forme:
Q. P 5 R
(MM) = xx' +ypy’
effectivement bilinéaire, symétrique et définie positive. Pour ce produit scalaire, la base initiale est évidemment

orthonormale, et on peut alors sans ambiguité parter du groupe orthogonal du plan P.

Si. au contraire, P est a priori, considéré comme euclidien et si le repére Ry = (0, ? J ), n’est pas orthogonal, on peut
en utilisant le procédé classique de Schimidt, c'est-a-dire grdce 4 une affinité bien choisie, se placer dans un repére
orthogonal. On se rend aisément & I’évidence -il suffit de se mettre dans le cadre matriciel du (2) précédent- que les

équations des coniques du plan P conservent leur forme :
ax’ +2bxy + ¢y’ + 2px +2qp +r=0

Autrement dit, I'ensemble des coniques du plan P ne change pas globalement quand on fait varier sa structure
euclidienne; aussi, n'a-t'on aucun intérét particulier a se restreindre & un plan affine.

On pourra par conséquent utiliser les matrices de changement de base de la forme:
( cosf  sind )
-sin@ cos@
en les voyant comme des matrices de rotations pour la forme @

Ceci nous conduit au paragraphe suivant...

11. Classification des coniques du plan P,

Considérons un point M du plan P et ses coordonnées:
“ 2
(%) dans le repere initial R,=(0; ', j)

- . .
(X.Y) dans le nouveau repére R; = (0; u . ?). ce dernier étant obtenu, aprés une rotarion du premier d’un angle &

( X )_( cos8 sind )( X)
y / N\ -sinf cos@ Y

et, M est sur la conique (/7) si et seulement si:
AX*+ 2BXY+CY +2PX+2Q¥+R =0,

De fagon précise, on a:

avec;
A=uacos’0+csin*0+ 2b cosOsind
B =2bcos20+(c - u) sin26
C= asin’d+c cos’G- 2b cosOsinf
P=pcos@+qsin
Q =y cosB-psing
R=r

On observe que I"on peut toujours choisir I'angle & (de quatre facons différentes...) de sorte que le coefficient B
s'annule.



. - ., biq z
- ou bien, on a & = 0 et « on ne fait rien »(on choisit 8= 0 ou rou S0 - ‘5...).
- ou bien & est non nul; on détermine alors le vecteur i . unitaire et orthogonal au vecteur non nul de coordonnées (a-c,

b) (deux chaix possibles). puis on choisit 'une des bissectrices de I'angle (?. ?) (dewx autres choix possibles),

Numeériquement, dans ce cas-Ia, il suffit de constater qu'annuler 8 revient & écrire:
tanlg= 25
-7 a-c
] 2b
—— — 'J
() o arctan( oc ) mod[ 2]

i~  260=arctan( % ) mod[ ] ou

ol I'on retrouve bien quatre solutions!
—+ . .
v }, dans lequel la conique a pour équation

Ll

Conclusion: quelle que soit la conique (17), il eviste un repére R, = (0; ?
peut se mettre sous la forme:
(**) AX+CYV+2PX+2QY+R=0.

De plus (cf prétiminaires (2)):
AC=ac-b’=4,

c’est-a-dire pour étre tout a fait exact;
. A V] ) a b
det( 0 C )= {dél‘(Q))'.dél( b e )

=( cosd sina)
avec @ -sin@ cos@

Arrivé & ce point, la discussion de I’allure de la conique (/7) devient &lémentaire:

1. A = 0 (et par conséquent. C # 0)°

1.1. P=0: dans ce cas, (**) se réduit &;
CY+20¥V+R=0

donc:
-([)=Ddésque @’-CR<0
= {£7) = une droite paralléle a I"axe des abscisses du repére R, d"équation ¥ =-Q/C . dés que O°-CR=0

- (77} = un ensemble de deux droites paralltles & I'ave des abscisses du repére R,.dés que

Q'-CR>0

Bien siir, on peut aprés une translation appropriée, ramener |*équation (**) 4 la forme:
CY+R =0

avec R' = (CR - Q°YVC.

L2, P# 0 : dans ce cas, "équation (**) se réduit a:
X =(-C/2P) ¥ + (-Q/P) ¥ + (-R/2P)

on « reconnait » une parabale"'.
Ici aussi, on raménera si besoin est. I’équation (**) 4 la forme:
CY +2PX =0

aprés translation
=-cpuis 0=AC =uac-

}derCe peuvent éure simultanément nuls. En effet. on peut vérifierque 4 - C=¢ - ecdone. sid =C=0.onaalorsa

5 =-g*- bl et finalementa =b=c =0 !l
" On peut estimer que les courbes représentatives des fonctions #: x — A(x) = wx’ +vx T w sont connues!
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Ibis. € =0 (et A # 0). La discussion est évidemment rigoureusement analogue 4 la précédente aprés symétrie
par rapport 4 la premiére bissectrice, autrement dit aprés le changement de base:

(AT ()

2. Aet Cnonnuls(i-e AC =0)
On peut alors écrire (**} sous la forme:

AX+PAF +C(Y+ QP +R =0
avec R' =R - P/4 - Q°/C.
On effectue la bonne translation pour se placer finalement dans le repére R, = (£2: ? ;)), ol Q est la point de
coordonnées (-P/A4:-Q/C) dans le repére R, de sorte & pouvoir écrire I'équation {**) sous la forme:*:
aX'tpBP=¢
oli O et [3 sont dewv réels strictement positifs (égawy respectivement a IA/R‘
si R’=0) et € dans {-1,0,1}

etd |C/R| siR=0.eta |aleta [C]

21, AC> 0
Dans ce cas, les deux réels A et C sont de méme signe ce qui nous permet d’avancer que la conique (I'y) est caractérisée
dans le repére R; par I’équation:
aX'+pf¥F=¢
avec O et B strictement positifs.

d’oli:

-(f}) D sie=-l.

- (77 lesingleton {2} sie=0

~(7p) - une ellipse sie |

22.4AC< 0
Ici, les deuv réels A et C sont de signe contraire; on peut donc affirmer que la conique (T) est caractérisée dans le repére
R; par I"équation:

o -BP=¢
d'ol:
- (£) = deux droites sécantes d’équations: '\/E.X + '\,ﬁ ¥=0, sie=0.
- (I7) — une hyperbole sie =zl
Th ke
Récapitulons:

Une conique est caractérisée par une équation du type:
axt+2bxy + ¢y +2px +2qy +r=20

5, e
Bien sir. on devrait écrire A" et }” 4 la place de X'et Y. Il s'agit 14 d une simplification d'écriture qui n’entrave en rien la classification en cours.

4
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Cette équation peut s'écrire dans un repére convenablement choisi
(*NAX+CPrP+2PX+20Y+R=0

AC#0 AC=0
(**) devient : (**) devient :
AX*+CFP=conee{-10,1} CPrP+2PX+R=0
AC>0 AC<0 P=0 P#0
(A>0etC>0)

13 | —
e=0 le=-1| =} §=0 gxl R>0 R<0 R=0 | parabole
Ipoint 2] ellipse | dewx droites | hyperbole 72 deux une

sécantes _ droites droite
| . | parallgles

II1. Une autre récapitulation plus imagée:

On peut plonger le plan affine P dans R’ & I’aide de I'injection (non canonigue!);
é:P > R
My = (i)

On pourra alors envisager une conique (/7) comme Iintersection de la surface de R® caractérisée par I'équation:

2= flxy)
oll f est, rappelons-le, un polyndme de degré 2, avec le plan z = @ identifiable au plan P par I'injection ¢ définie ci-
dessus.

Remarquons que les polyndmes f sont constitués:
- d'une partie quadratique f+: (x) - ax’ + 2bxy + ¢y’
dont le discriminant 4 = 5 - ac joue ie réle qu'on a vu précédemment.
- d'une partie lindaire f, : (x,p) = 2px + 2qy.
- d'une partie....constante: fo : (x ) — r.

Evidemment, on peut éctire:

—ai(a,ﬁ) 2Aaq +5B ~p) %(a,ﬁ)ﬂ(ha -cB g

ox
2 R of 5 &
O =2a ——(af) =2, —(a.f)=1c
ox* (@f)=2a 5xé’y(am ay” (@f) =2

et constater que les dérivées partielles d*ordre 1 s'annulent simultanément quand le systéme:
ad, +hB +p=0
bo +¢f +q=0
admet un déterminant non nul (condition suffisante) et on reconnait en la personne du déterminant. le discriminant 4!

{au signe preés)
Au voisinage d’un point solution du dit-systéme, naturellement:

Ao +nB +k)=f0.B)+ak’+ 2blk + ck’
oil on voit que fadmettra un extrémum selon le signe du discriminant de la forme quadratique f; cela va de soit!

Ceci nous conduit au point de vue récapitulatif suivant:



L1A#0,C=0,Q=0:lasurface z = flx,p) est un cylindre parabolique, disons « horizontal » ou paralléle au
plan z = 0. (¢f figure I). On peut aussi « voir » la parabole ® z = f{x.0) glisser sur une droite paralléle au plan z = 0. Ce
cylindre peut étre totalement au-dessous ou totalement au-dessus de ce plan (cas o# (£p) = @), il peut étre tangent A ce
plan (cas oit (f7) = une droite), il peut étre sécant a ce plan (cas oit (/7) est constitude de deux droltes paralléles)

On peut encore remarquer que ce cas correspond au fait que le sysiéme:
ad +bB +p=n
ba +cP +g=0
admet une infinité de solutions (une infinité de points oit fix,p) atteint son extrémum)

1.24#0,C=0,Q#0: lasurface z = flx,p) est un cylindre parabolique, disons « oblique »et coupe le plan
7 =0 selon une parabole (cf figure 2).Ici, on peut voir la parabole z = f{.0) glisser sur la droite z = 2qy + . On observe
que dans ce cas I"application f'n'a pas d’extrémumn et pour étre exact le systéme:
act +bP +p=0
bo +cf +¢=0

n*admet aucune solution.

21A4#0,C#0,AC>0: lasurface z = flx,p) est une « paraboloide » (¢f figure 3). Disons qu’ici, la parabole
z = fix.0) glisse le [ong de la parabole z = f{0y), ces deux paraboles tournant leur concavité dans le méme sens.. Le dit-
paraboloTde coupe le plan z = 0, lui est tangent ou est totalement au-dess(o)us selon la position de I'extrémum de f (on
sall que cet extrémum existe puisque le discriminant de la la forme quadratique associde a f est AC > 0..c’est le sens

de la remarque ci-dessus).

22A#0,C#0,4C<0: lasurface ; = flx) est une « selle de cheval »; la parabole :
z = flx.0) glisse le long de la parabole z = f,y) mais cette fois-ci les deux paraboles ont des concavités opposées. La
« selle de cheval » coupe le plan z = @ selon une hyperbole qui peut, 2 la limite dégénérer en deux droites sécantes,

6 La encore, je suppose que I°en recornait en tanl que parabole, une représentation graphicque de fonetion du type:
Bz x - BX) = 1x® +vx +w,

6

54



ivale 8 itions monofocale et bi

Pour tout couple de points (F,K) distincts®, et tout réel e strictement positif, on note /,(F,K) la conique définie
par *équivalence suivante (correspondant a ia legon 2 du premier chapitre)
M e I(F.K)< MF=eMH
{H désignant la projection orthogonale de M sur la perpendiculaire en K & (KF)).

Pour tout couple de points (F,F’) distincts, et tout réel @ strictement positif, on note de méme en référence a la
legon 1 du premier chapitre, I“FF1a conique définie bifocalement par ses foyers F et F°, et son diamétre
focal 2a.

Théoréme :
Etant donnés trois points F, F*, K distincts (avec FF'=2¢>0), si ’on prend les réels e et a de fagon telle que 2

% - e alors I"(F,F') = I(F.K). L'’ensemble des courbes obtenues dans la legon 1, lorsque a décrit ]0,+eo

correspond donc & I'ensemble des courbes obtenues dans la legon 2 lorsque e décrit J0,1[ U ]1,+e[.Plus préci-
sément on obtient les ellipses pour ae]e,+eo[ et e€]0,1[ et les hyperboles pour ae]0,c[ et ec]l,+ o[,

Le premier paragraphe présente la démonstration du théoréme dans le cas des ellipses. Le sens définition mon-
Sfocale implique définition bifocale est trés facile & établir, on démontre ensuite le sens réciproque en observant
que les intersections des courbes I,(F,K) et ot (F,F*) avec une famille de cercles concentriques de centre F

coincident.
Le second paragraphe utilise le résultat du premier pour alléger la rédaction de la réciproque. Plusieurs autres

méthodes sont indigudes en exercice.

On commence donc, dans le cas des ellipses, par étudier I"intersection d’une ellipse J(F,K) et d’un cercle centré
en F.

1. Le cas de I'ellipse.

a) Intersection d'une ellipse J,(F,K) et d’un cercle centré en F.

Soit (¥} le cercle de centre F et de rayon r, r>0.
On se rappelle qu'a la Iegon 25 nous avons vu qu’en appelant @ la longueur du demi-diamétre focal de

()0 T FK) ona FK="Lc J’? |
Ainsi M, 4{
Me(nn(rm{M;’:];H | | .
Me(Nn()e {MHM:;:’ﬂ G’ F G K
e c

-

. . . . . . . ra KF
Pour construire les points M solutions, on trace 'image de la directrice par la translation de vecteur —

2
Le probléme a des solutions si et seulement si (T) L r=KG <l < kG'= La +r
c c c

Or (e b-resrash+re
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(Mo rea-c)sb<ria+c)

Conclusion : Le probléme a deux solutions si et seulement si (z—¢) s 7 < (a +¢)

" et () sont tangents si et seulement si r=a¢—-cour=a+e¢
Dans les autres cas, l'intersection est vide.

b) Equivalence des définitions mono et bifocales de I'ellipse.
Sens direct :

Si la conique J(F,K) est définie par son foyer F et sa

directrice D, conformément & la legon 2, il existe deux H K M, —
couples (F.D) (F',D") de foyers directrices, symétri- _

ques par rappott au centre @ si son excentricité e est . . - (-
différente de 1. Nous avens vu qu’alors les pieds X et K’ F F / I\

K des directrices appartenaient (resp n’appartenaient
pas) au diamétre focal [4A4°] dans le cas de I’hyperbole
(resp dans celui de I'ellipse).

2
On peut écrire pour tout point M de I (F.K) MF + MF'= e(MH + MH") = 25% =2q
a

Sens réciproque :

On va appeler (I™) l'ensemble I“(F,F') des points M du plan tel que:
Me(Ir)ye MF+MF'=2a,

Evidemment, gréice 4 I'étude directe, on sait déja que tous les points de I'ellipse (1) ont cette propriété si bien que
() < (I"). Pour montrer I'égalité compléte, on va couper (/) par une série de cercles concentriques de centre F,

Soit (%) un cercle de centre F et de rayon r, >0 donné.

. MF=r
Mer )”(V)w{Mn MF'=2q
MF=r
MF'=2q~r
Les solutions s'obtiennent par intersection des cercles de centre F et de rayon r et de centre £’ et de rayon 2a-r (
d'oll nécessairement r<2a ).

Me([")n(y)r:::v{

Le probléme a des solutions si et seulement si (**) |r—(2a~r)|< FFSr+Qa-r)
Or ("> 2r~a/<2c<2a

et la premiére inéquation donne
(**) @a-csr<a+e

Conclusion :  L'intersection de (/™) et (%) a deux solutions si et seulementsi a—c<r<a+c.
Elle est réduite & un point si et seulement si r=a-¢ ou r=a+c.
Dans les autres cas l'intersection est vide,
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Et par conséquent (/)= (/™).

Exercice:
1°) Déterminer les intersections d'une ellipse (/)= /(F,K) d’excentricité e, avec une droite (A) paralldle & la

directrice dont I'intersection avec I’axe focal est E.
29) Etant donnés un réel 4 et deux points distincts F et F° tels que FF <24, on pose comme précédemment
(=IY(FP). . .
Choisissons un repére orthonormé centré au milieu O de [FF'] tel que j dirige la directrice (D), (0,7, ]) et
(4) une droite fixée paralléle & (D). On note y 'ordonnée d’un point A quelconque de (4).

8} Etudier le minimum de la fonction g: y - MF +MF".

b) Recomposer la réciproque précédente en dénombrant les intersections possibles de (4) avec (7).

2. Le cas de I’'hyperbole.

Equivalence des définitlons mono et bifocales de I'hyperbole.

Sens direct :

H il A
On peut écrire que pour tout point M de I'hyperbole :
2
T{F.K) |MF-MF|=eMH-MH{=25% =24
ac
- _
4’ 5

Sens réciproque :

On va appeler (I™)=1,(F,F’) l'ensemble des points

M du plan tels que
Me(l")o|MF-MF|=2a

Grice & I'étude directe, on sait déja que tous les i H a0
points de l'hyperbole (1) ont cette propriété si bien que '
{I) c (I'"). Puisque ({™) est symétrique par rapport & la
médiatrice (&) de [FF], il nous suffit de démontrer que
I'intersection de (/) avec le demi plan (77) de frontiére
(d) qui contient F est (/) (ID.

Soit M un point fixé de (™) ~ (D).
Il existe une unique ellipse! de foyers F,F" qui contient M. Son paramétre m est déterminé par la relation
MFIMF' FF’
m= 2 2 7 ¢

Puisque MF+MF =2m et MF’-MF=2a on a MF=m-q, )

On appelle H le projeté orthogonal de M sur la droite d’équation x= ic'

Comme N
2MO . FF'= MF*-MF* = 4am
Ona
+_ am
orr. 7 c

' Les deux coniques sont alors appelées iomofocales. Qu'observe-t-on sur I'angle des tangentes aux points
d’intersection ?



et donc MH = ME| =|K¥M. T| =| (KO+ G3n). T =lf(-a+m)|

Conclusion MF = iMH. Le point M appartient donc & (1) et la réciproque est établie,

2
Dans chacun des deux cas précédents on peut écrire FX = OK - OF= %‘ -c= a(':' -e).

Si FK >0, alors ¢ €]0,1[ et ae]c,+ oo[
Si FK <0, alors e €]1,+ o[ et a]0,¢[
et il est facile de réaliser une bijection entre chacun de ces intervailes,

Exercice:
1°) Déterminer les intersections d'une hyperbole ()= I ,(F.K) d’excentricité e avec un cercle () de rayon varia-

ble r et de centre F le foyer.
(On trouvera que le probléme a quatre solutions quand » > ¢ + @, trois solutions quand r = ¢ + &, deux solu-
tions quand ¢ —a <r <c+a, une solution quand # = ¢ —a et que dans les autres cas, l'intersection est vide).

2°) Etant donnés un réel « et deux points distincts F et F° tels que FF"<2a, on pose comme précédemment ()=
TYF,F).

a) Dénombrer les intersections de(/™} avec un cercle de rayon variable r et de centre F

b) En déduire une nouvelle exposition possible de la réciproque de la proposition précédente dans le cas
d’une hyperbole.

Exercice:
Reprendre I'exercice précédent en remplacant la famille de cercles de centre F par une famille d’ellipses de

foyers F et F" et de paramétre variable m (m>c>a).
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Equivalence de la définition monofocale et de celle d’Apollonius*.

Cette partie est rédigée sous forme d'exercice.

Etant donnés deux points A et A’ distincts, et 4 un réel fixé, on note L, (4,4°) 'ensemble des points du plan défi-
ni par I’équivalence suivante (correspondant 2 la legon 4 du premier chapitre)
M eL(AA") & mM =Amd . mA’
(m désignant la projection orthogonale de M sur (44)),

Etant donnés deux points F et X distincts, et e un réel strictement positif donné, on note I (F,K) I'ensemble des
points du plan défini par I*équivalence suivante (correspondant 2 la legon 2 du premier chapitre)
Me I(FK)ye MF=eMH
(H désignant la projection orthogonale de M sur [a perpendiculaire en X & (KF)),

Exercice 1:

B
Etant donné un losange ABA’'B’ de centre O 7, b, M
{(2b=BB’<AA’=2a), montrer qu'il existe un réel A de I-
1, 0{ tel que |
A’ 0 m A
LA(AA’) =Ly (B.B%)
B!

(on pourra commencer par démontrer |'équivalence
l 2
mM=AmA.mA' o pM'=I;E.yE'+a’+bI
dans laquelle m et 4 désignent les projections orthogonales de M sur les droites {44") et (BB')),

* SINEGRE Lue, HAMEL Thierry (IREM Rouen), DOCUMENT DE TRAVAIL pour la publication sur les
coniques (commission de Géométrie) le 23/01/1996 équivalence (sous forme d’exercice des définition 2 et 4),
texte relu par Pierrre BONNET, puis ensuite par J.P CORTIER.
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Exercice 2:

Etant donnée une division harmonique! (4,4',F,K)
d'une droite (A) on appelle e le réel tel que A F=ed 'K
avec e €]0,1c[ U 11,4+ oo R T _ .
A’ FmA K
1°) Montrer que pour tout point M de projection m sur (A) on a

(1-€%) mA . mA'= MF- & mK*- mM*

2°) En déduire qu'il existe un réel 2e]-1,0] U J0,+ oo-[ tel que

(YMeP) M e I(FK)o MeL(AA")

Exercice 3:

Montrer que pour toute conique I” définie par foyer directrice (sauf la parabole) il existe deux points 4 et 4’ et un
réel A J-1,0cf U 10,+ oo:[ tels que I'= L,(4,4").

Montrer réciproquement que pour toute conique I" définie par 1'identité d’Apollonius (sauf le cercle) il existe
deux points F et K et un réet e€10,1:[ U 11,+ oo tels que I'= I(F,K) {on précisera soigneusement la position
de (FK)).

L1l n’est pas artificiel d’introduire ici une division harmonique (¢f annexe) qui permet dexprimer de fagon sy-
métrique que A et A’ divisent le segment [FK] selon le méme rapport, comme nous 1’avons vu 2 la legon 2.



@ ‘ Equivalence 2 < §

L De la lecon 2 i la lecon 5.

On suppose la conique I" définie par son foyer F, sa directrice D, et son excentricité e, confor-
meément 4 la legon 2. On appelle 4 un sommet de ’axe focal. Si le sommet A est associé,
quand ¢ est différent de 1, 4 un second sommet 4’, on choisit comme centre du repére le point
O, milieu de [44’], sinon on remplace O par 4. Dans tous les cas la base ( 7, /) du repére est
orthonormée, le vecteur 7 dirigeant la droite D,

Appelons H le projeté orthogonal d'un point M( ; ) quelconque du plan sur la directrice D, et

1 le barycentre de (F, 1) (H, e). Nous avons vu que [ se projette orthogonalement sur (FX) en
A, ses coordonnées sont donc

_ _& o
X =% YT e " ate

1 cas: e # 1. On pose x, =a et I’on introduit
[ -a |
aussi le point J | -cy | point de (/H) dont la L
L a-c | 1
projection orthogonale sur (FK) est 4°. ‘ 2

M(;J e F'es (%) MIMI=0 /
(*) (-0 +Hy - 0 + ) =0

Réci t, tout 'tM(x]dtl A AF
ciproquement, tout poin y ) dont les @

coordonnées vérifient 1’équation (**) appar-
tient au cercle de diamétre [LJ] et donc & la .
conique I" d’aprés la legon 2, )

Une équation cartésienne de I est donc
2

x_+ =1
at’ adc?
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2% cas: e = 1. Le point A est au milieu de

[FK]. Dans ce cas on appelleg , I’abscisse de

F. Le milieu m de [FH] a pour coordonnées

4
=0 et y,=5.
T L T—
M(;)eF@(*)nMF_H=O AN
() & (") y=2px Z AN
x K ‘A F
Réciproquement, tout point M{ y) dont les / i
/
coordonnées vérifient 1’équation (**) appar- / :
tient & la médiatrice de [FH] et donc & la para- / I

bole I" d’aprés la legon 2.
Une équation cartésienne de I est donc

V=2px.

IL. De la legcon S & la lecon 2.

Nous avons montré au paragraphe 7 de la legon 5 que toute conique I non dégénérée, possé-
dait, dans un repére orthonormé tel que (O, 7) soit un axe de symétrie, une équation de la
forme y* -px? -2gx-r = 0. Dans la suite nous supposerons que I" n’est pas un cercle, ¢’est-a-dire
que p est différent de -1.

Nous avons cherché le point F(c,0) (sur I’axe des abscisses), pour que la distance MF
s’exprime rationnellement en fonction des coordonnées de M un point de T
Nous avons trouvé 1’équation (E)
pe+2qctpr-g+r=0
en annulant le discriminant du trindme en x,
FM = (x-c)4px’+2qx+r = (1+p)*+2(g-c)x-+c+r.,

Si p=0 (E) posséde une racine réelle (cas de la parabole), si p # 0 (E) posséde deux racines
réelles ou complexes conjuguées! (en effet son discriminant qui vaut (1+p)(¢g*-rp) ne peut
s’annuler sans que la conique I" dégénére en un couple de droites).

Dans chacun de ces cas on a FM* = (1+p) (x—f—:; ). Si ’on introduit D la droite d’équation

I'8i p #0, T posséde toujours un centre de symétrie. Placer le centre de la conique 4 Iorigine du repére revient
donc & supposer ¢=0. Dans le cas ol les points F sont imaginaires on choisit comme nouveau repére

- . . 1 - o
(O,],T).. L'équation de T devient y* -p’s* -r’= 0 avec p’=; et r’=;r. Le discriminant correspondant & ces

nouveaux parameétres vaut (1+p )-r'p) = (1 +p)(;’:';') dont le signe est opposé 4 celui du discriminant précédent.

Quitte & permuter les rbles de x et y, il y a donc toujours un repére qui permet d’obtenir des racines réelles.
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i4p ’ et si, aprés avoir remarqué que 1+p>0, on pose eﬂ@ﬂ?,

ona MF=ed(M, D).
La conique définie par son équation y* -px* -2gx-r = 0 est donc incluse dans la conique définie
par son foyer F, sa directrice D et son excentricité e.

x=

Remarque: {Cefte remarque devrait peut-étre étre replacée dans la legon 5.}
Nous avons vu au paragraphe 4 de la legon 5 qu’une équation de la tangente en un point
My(%.;) de la courbe T est  g0x) (x - ) + h(xody) () = 0.
Si nous étendons cette définition au cas d’un point My (x,y,) quelconque du plan (éventuelle-
ment différent du centre de symétrie de la conique), nous appelons polaire du point M, par
rapport 4 I la droite (M, )* d’équation

8(o) (¥ %o} + h(xoy) r-yo) + fxgy,) = 0.
En effet g et 4 ne peuvent s’annuler en méme temps au point M(x,y,)- Sinon M, serait le mi-
lieu de toute corde découpée sur I" et donc serait centre de symétrie.

Soit maintenant deux points distincts du plan fixés M(x,y,) et M(xy). Chercher les intersec-
tions de la droite (M, M) avec la conique I revient & résoudre I’équation (cf legon 5 §5)

S + 2(@oyJu + hExyy vt +fox,p ) =0
ou (u,v) désignent les composantes d’un vecteur directeur de (M, M), par exemple ici
(-x0:)-Y)-
On introduit I’équation paramétrique de la droite (M, M) passant par M, et de vecteur directeur
M M. Les paramétres (éventuellement complexes) des intersections de I et de (M, M) sont ¢,
et £,. Ceux de M, et M'sont 0 et 1.

f_g

Proposition: Btant donné un point My(x,,v,) - |
du plan. M
Le point M(x , y) (distinot de M) appartient| | »OM,
a (M,)* si et seulement si £ M

_@z'm“-l ~ - _.__;-.'-

Démonstration:
Comme (avec les notations précédentes)
MM, MM, _t bl
MM, t° t-1
la proposition sera vraie si et seulement si
28 - (1, +1) =0.
On retrouve donc la somme et le produit des racines de I’équation en t.
La proposition sera vraie si et seulement si
iy ) ;g;( Xo Vo )x- x ) +h(x, v,) (y- Vo)) _
fz(x' Xp Y- yo) Sox- %o Y- ¥5)
donc si et seulement si
8(xoo) (¢ =xp) + (xq) (r-yp) + fxgyy) =0
donc si et seulement si le point M appartient & (M, )*.



Toute sécante a la conique menée par un point M, définit un quadruplet (My;M;M,;M,) qui
forme ce qu’on appelle une division harmonique (cf annexe). Ceci prouve que la définition
de la droite (M;)* est intrinséque & la conique et indépendante du choix des équations qui la

représentent.
On en déduit en outre la symétrie: M e (M)* si et seulement si M, e (M)*.

Exercice: Montrer qu’un point M, appartient a la courbe I" si et seulement si sa polaire par
rapport a I est tangente 4T,

Le sens direct est évident d’aprés ce qui précéde. Pour établir la réciproque, on suppose que la
polaire de M, est tangente a la courbe en M, la polaire de M (qui est donc (M,)* d’aprés le sens
direct) contient donc M, et, en remplagant les coordonnées M, dans 1’équation de sa polaire on
trouve f{x,.y ,)=0; le point M, appartient donc 4 la courbe. Si la polaire d*un point M, rencon-
tre la conique en un point 7 la droite (7M) est une tangente contenant M.

fin de la remarque..

Si nous choisissons I’équation 3 -px’ -2gx-r = 0 comme équation de départ, il est facile
d’obtenir yy, -pxx, -gx-gx, - = 0 comme équation de la polaire d*un point M,.(x,,) quelcon-

que du plan.
L’équation de la polaire (#)* d’un point 7' défini précédemment est donc (pc+g)x = ge+r.
- +
Le point X intersection de (F)* avec I'axe des abscisses a pour abscisse x, = ﬁ ou encore,

compte tenu de ’équation (E), x,, = f—_;_q’; La directrice D trouvée est donc la polaire (F)* du

point F. On obtient comme conséquence de la proposition précédente I’énoncé suivant:

o

Corollaire: Soit (PQ) une corde de la conique
contenant un foyer F. On appelle £ .
I’intersection de (PQ) avec la directrice D as- L S
sociée au foyer F alors (P Q F E) = -1 (c'est-a- BN K
dire que les"quatre points forment une division 0
|hannonique). : : ‘E

-

Nous avons donc pu exhiber un foyer et une directrice d’une conique ( différente d’un cércle)
définie analytiquement sans repasser par le détail des équations spécifiques. Le foyer est un
point d’un des axes de symétrie qui permet d’exprimer FM rationnellement, et la directrice as-

sociée est la polaire de ce point.

Exercice: redémontrer 1'implication S = 2 en utilisant les équarions réduites des trois types de
coniques non dégénérées établies en 3.
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Equivalence2 & 5

L De la lecon 2 & Ia legon 5"

On suppose la conique (7)) définie par son foyer F, sa directrice D, et son excentricité e, conformément 4 la legon
2. On appelle K le projeté orthogonal dﬁ FsurDeton pose . KF=p.
On choisit un repére orthcnormal (X, {, ]’) d’origine K, [ étant un vecteur directeur de (KF) et T un vecteur

directeur de D.
Un point M du plan appartient & () si et seulement si MF = e MH, avec H le projeté orthogonal de M sur la di-

rectrice D.

M(;)e((f)é(*)MF’=e’MH’

(*) 0 p) +y =€

(*) (1-eY) F* 2px+pt +y* = 0

v
l"cas:e=l,M(;)e(I}<:>y1=2p(x-§). !
H II;/
2 .‘—_.l...l.....-..._...._.... 4
Prenons comme neouvelle origine le points[ 2 J, S est
0
le milieu de | FK]. Dans ce nouveau repére: "
X ‘ &
M(Y)E(I)@Yz=2px. K Sl F
Une équation cartésienne de (1) est :
=2pX

2°"° cas: e # 1,
. 12
M(J\’ ) e(Ne(-e) [.v-(—lf’?;|1+y:=ﬁ!}

—zr] . "

Prenons comme nouvelle origine le point O [ (t-¢)

21 -- — —
e
Comme (1__52)1 est strictement positif la conique (/)

posséde deux points A et A’ situés sur (FK) symétri-
ques par rapport & O,

Dans ce nouveau repére:

X X &
M(Y)E(F)ﬁ—'r!"e +—!_'.l'e =1
127 (1

Es



Onae= ,—‘5‘ 04= aetdonc(__%j-a ¢, Alors
M(X)e(l')@xz+—z}_ir=l

Une équation cartésienne de (7)) est :

X _P
HEE

IL De la legon 5 4 la legon 2.

Nous avons montré au paragraphe 7 de la legon 5 que toute conique (7} non dégénérée possédait, dans un repére
orthonormé tel que (O, { ) soit un axe de symétrie, une équation de la forme y -px2 -2gx-r = (. Dans la suite nous
supposerons que () n’est pas un cercle, ¢’est-d-dire que p est différent de -1.

Nous avons cherché le point F(c,0) (sur 'axe des abscisses), pour que la distance MF s’exprime rationnellement

en fonction des coordonnées de M un point de (7).
Nous avons trouvé I*équation (E)
pc2+2qc+pr-q2+r =0
en annulant le discriminant du trindme en x,
FM = (x-c) +px +igxtr= (l+p)x2+2(q-c)x+c +7,

8i p=0 (E) posséde une racine réelle (cas de la paraboleg, si p # 0 (E) posséde deux racines réelles ou complexes
conjuguées! (en effet son discriminant qui vaut (1+p)(¢”-rp) ne peut s'annuler sans que la conique (7)) dégénére
en un couple de droites).

Dans chacun de ces cas on a FM® = (1+p) (x—'ﬁ% )2. Si I’on introduit D la droite d’équation

x= ﬁ‘ , et si, aprés avoir remarqué que 1+p>0, on pose e=\I+p B, ona MF = e d(M,D).
La conique définie par son équation y2 -pxz -2gx-r = 0 est donc incluse dans la conique définie par son foyer F, sa
directrice D et son excentricité e.

Remarque: {Cefte remarque devrail peul-8fre étre replacée dans la legon 5.}
Nous avons vu au paragraphe 4 de la legon 5 qu’une équation de la tangente en un point My(x,y,) de la courbe
(T)est  glxgy,) (x - xg) + Alxop,) (F-yp) = 0.
Si nous étendons cette définition au cas d’un point My(x,y,) quelconque du plan (éventuellement différent du
centre de symétrie de la conique), nous appelons polaire du point M, par rapport & (7)) la droite (M, )*
d’équation

8xoo) (¥ =xo) + h(xoyg) (¥} + fixeyy) = 0.
En effet g et A ne peuvent s’annuler en méme temps au point My(x,.y,). Sinon M, serait le milieu de toute corde
découpée sur (7)) et donc serait centre de symétrie.

Soit maintenant deux points distincts du plan fixés M(x,y,) et M(x.y). Chercher les intersections de la droite (M,
M) avec la conique (77 revient 4 résoudre |'équation (cf legon 5 §3)

_f"‘-!(z.r.v)f2 + 2((g(xq.y Ju + h(xpy Jvit + fxp 1) =0
ol (u,v) désignent les composantes d’un vecteur directeur de (M, M), par exemple ici (x-xy-y,).
On introduit I"équation paramétrique de la droite (M, M) d’origine A/, et de vecteur directeur M(T M. Les para-
métres (éventuellement complexes) des intersections de (7)) et de (M, M) sont ¢, et 4,. Ceux de M, et M sont 0 et

L.

1'§i p # 0, (I) posséde toujours un centre de symétrie, Placer le centre de la conique & I’origine du repére revient
donc & supposer ¢=0. Dans le cas ol les points F sont imaginaires on choisit comme nouveau repére

- " . ]
(0O, ],i).. L'équation de (I) devient y2 =D %! -r'= 0 avec p’=; et r'=" 3 = Le discriminant correspondant 2 ces

nouveaux paramétres vaut (1+p)(-+p") = (1 +p)(:;'§) dont le signe est opposé & celui du discriminant précédent.
Quitte 4 permuter les rdles de x et y, il y a donc toujours un repére qui permet d’obtenir des racines réelles,
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Propositiont Etant donné un point M;(x,.y,) du plan,
Le point M{x,,y) (distinct de Af,) appartient & (M, )*
si et seulement si

MMy, MMy
| My M| : b, "

Démonstration:
Comme (avec les notations précédentes)

Mo My, MM, ty t-1

Mg_ﬂll ) Wl - Hoon-l
la proposition sera vraie si et seulement si

24 4 (1, +4) = 0.
On retrouve donc la somme et le produit des racines de 'équation en t.
La proposition sera vraie si et seulement si
X 2alx x- x0)+h(x

2y 2(x- xg, - ¥0) * I (- xg, y-y0)

8xowo) (x xp) + hlxoyy) (-p9) + Mxge) =0
donc si et seulement si le point M appartient & (M) )*,

donc si et seulement si

Toute sécante 4 la conique menée par un point M, définit un quadruplet (M,;M;M,;:M,) qui forme ce qu’on ap-
pelle une division harmonique (cf annexe). Ceci prouve que la définition de la droite (M,)* est intrinséque 4 la
conique et indépendante du choix des équations qui la représentent.

On en déduit en outre la symétrie: M e (M)* si et seulement si M, € (M)*,

Exercice: Montrer qu'un point M, appartient 4 la courbe (7)) si et seulement si sa polaire par rapport & (7)) est
tangente & (7).

Le sens direct est évident d’aprés ce qui précéde. Pour établir la réciproque, on suppose que la polaire de A, est
tangente & la courbe en M, la polaire de M (qui est donc (M;)* d’aprés le sens direct) contient donc M, et, en
remplagant les coordonnées M, dans 1’équation de sa polaire on trouve f{x;,y ,)=0; le point M, appartient donc &
la courbe. Si la polaire d’un point M, rencontre ia conique en un point 7 la droite (7Af) est une tangente conte-
nant M,

fin de la remarque..

Si nous choisissons 1'équation y2 -pxz -2gx-r = 0 comme équation de départ, il est facile d’obtenir yy, -pxx, -gx-
gx, - = 0 comme équation de la polaire d'un point M;.(x,y,) quelconque du plan.

L’équation de la polaire (F)* d’un point F défini précédemment est donc (pct+gx = gc+r.

gctr
pctq

I’équation (E), x, = lc—;;' La directrice D trouvée est donc la polaire (F)* du point F. On cbtient comme consé-

quence de la proposition précédente I'énoncé suivant;

Le point X intersection de (F)* avec ’axe des abscisses a pour abscisse x, = ou encore, compte tenu de

Corollaire: Soit (PQ) une corde de Ia conique contenant |
un foyer F. On appelle E I'intersection de (PQ) avec laf
directrice D associde aw foyer Falors (P @ F E) = -1|
(c'est-d-dire que les quatre points forment une division |
-harmenigue). Il
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Nous avons donc pu exhiber un foyer et une directrice d’une conique ( différente d'un cercle) définie analyti-
quement sans repasser par le détail des équations spécifiques. Le foyer est un point d’un des axes de symétrie qui
permet d’exprimer M rationnellement, et la directrice est la polaire de ce point,

Exercice: redémontrer I'implication § = 2 en utilisant les ¢quations réduites des trois types de coniques non dé-
geénérdes établies en 5,
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i Equivalence3 — 4

1l peut étre intéressant de voir , comment, au 18 © sidcle, était établi le lien entre la section plane (I'y) d'un céne

de révolution et la définition d'une conique selon Apollonius (I';). Nous I'emprunterons aux

ELEMENS
’D’ARITHMETIQUEﬁ
D°ALGEBRE

E T
DE GEOMETRIE,

Avec une Introduclion aux Seclions Conigues.

Ouvrage utile pour faire encrer dans Pefpric de ces Sciences

& pour difpofer & I'étude de la Phyfique & des Sciences
Phyfico-Mathématiques,

Par LM MAZEAS, ancien Profeffeur de P“{%’P“‘ en ' Univerfies
de Paris , aw Colléige Royal de Navarre,

— Paris 1758 -

Les résultats y sont énoncés sous forme de deux théorémes :
9f1.3. Dans Z’Eh'z'pﬁ les Quarrés des Ordonnees font
enireux.comme les Reclangles des Abfeiffes correfpon-
dantes (fig. 2.),
944. Dans I’ Hyperbole les Quarrés des Ordonndes
Jout entr’eux comme les Reclangles des Abfeffes cor-
refpondantes (fig. 3.).
Cas de V'ellipse
Usons pour la suite dune écriture plus en
rapport avec nos usages. Dans le cercle de
diamétre [HG] nous avons PM? = PH.PG. . A
En utilisant les rapports obtenus dans les PR
triangles SPH et SpF d'une part et spE et sPG S A
d'autre part il vient ; AN
PH=pFEL ¢ pg=peL }]}z’f&‘)?_' B\l
Sp sp S ¢ .__._...-.-‘L:_,__‘\"’
SP.SP ! ., o Sy "...
Donc : PH.PG = pF , pE . 2282 Te— >
I x’/““' : "_*Esz"*-;ti.'r
or pF.pE =pm T TR
pr.pe=p Jrﬁ venar o, ‘\\:
2 2 foanet” T,
Par suite EM_ _ _pm_ A NN
PS.Ps pS.ps gLy A8 _ N ™~
-._\h /_.-'C D
Les segments PS, Ps, pS et ps sont nommés les S g
abscisses des points M et m de la conique ; PM V= s

et pm ¢étant les ordonnées.,
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"/ -\\'
. A
Le raisonnement est le méme. On usera

de cette autre figure ol il y a bien les
deux branches de la section,

_;s;,;?"
%, ,I __r/
™, / iy
‘i\ a / P .
g ¥
N/
W
En utilisant des mesures algébriques on :/ \\
aura une unicité de démonstration dans S,,! YL S
les deux cas. DALY Ap
L fj’\ﬁr;ﬂ__i N
PM?=k PS. Ps /, |/m \
et PR A e,
hat | "a, hY
k négatif pour le genre ellipse, c ,_// [a_J,- Ny
k positif pour le genre hyperbole. h““x | F 4
T

Avec k =— 1 apparait la propriété caractéristique du cercle. il s'établit alors un lien de géométrie plane entre
cercle et ellipse.

Soit le cercle (C) de diamétre [AA']. Tout point N
de ce cercle se projetant en P sur [AA'] vérifie

PG ‘“H_H;Q\
PN?=— PA.PA", ey s 4N
[ | e .
Le point M d'une ellipse (') de grand axe [AA'] s¢ | : -Q_'_‘}__
projetant également en P vérifie, lui / \ k-
2 2034 DAl K | P A -
PM® =—A% PA PA' N\
alors : PM = A PN

On dit que l'ellipse (') se déduit du cercle (C) par
l'affinité orthogonale d'axe (AA") et de rapport A.

Cette transformation est intéressante pour étudier la tangente en M & (I') qui n'est autre que la
transformée de la tangente (NT) & (C) laquelle recoupe I'axe (AA") en T conjugué harmonique de P par rapport &
A et A' (voir annexe...).
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Dans Ie cas de I'hyperbole ,

PM® =)? PA.PA’ , .
on notera que la méme affinité présente toute e b4
hyperbole comme transformée de I'hyperbole ! v "/M
définie par VIRl 4

Pl o
PQ? = PA.PA' A N TRt

qui n'est autre que ['hyperbole équilatére de L7
grand axe [AA"], o
Les tangentes en M et Q recoupent également ’,” N
l'axe (AA) en T conjugué harmonique de P par g N
rapport 4 A et A', ‘ e

Il n'est pas inutile, ici de souligner les liens entre le cercle (C) de diamétre [AA'] et Ihyperbole
équilatére (I') de grand axe [AA']. Soient N e (C) et Q € (I') se projetant orthogonalement en n et q sur [AA'].
Ona:

1.nN?=—nA'.nA et qQ*= gA'.qA.

-t T
2. NAA' + AA'N = 1 droit v d
et |QAA'—AA’Q| =1 droit, . ‘o
© O /J
Si, de plus, nous prenons N et Q alignés avec A’ ; N
A |
3. Les droites (AN) et (AQ) sont symétriques par rapport 4 = - . _J.'A kS

(AAY.
4. n et q sont conjugués harmoniques par rapport 4 A et A",

5. (nQ) est tangente en Q & (') et (qN) tangente 4 (C) en N.
Ces droites se coupent sur la tangente commune en A & (Cet

@0.

T



| AFFINITE

I. Etude en dimension 2.*
1. Définitions.
Définition: Etant donnés une droite (D) du plan P, un scalaire 4 non )

nul, et une direction (&) non paralléle & (D), on considére
I"application ponctuelle qui & tout point M de (D) associe le point M

telle que . . M
miM = Amif

ol m désigne le projeté de A sur (D) parallélement & {d). . M

Cette application est appelée affinité de base (D), de direction (4) et /

de rapport 4. On la note a((D) ,(d), A). ) T

Remarques:

L'ensemble des points fixes de I'affinité qui est I'ensemble des points invariants par la projection sur (D) coin-
cide donc avec (D), Si la direction () est orthogonale & (D) on parle d'affinité orthogonale. Les symétries axiales
et les réflexions sont donc des cas particuliers d’affinités.

Théoréme: Toute affinité est une application affine. L’application linéaire associée 4 a((D),(9),4) est de la forme
PtAq avec p la projection sur (d) la direction de {d) parallélement & (6) et g la projection sur {(9) parall2lement &
(). On appelle de telies applications des affinités vectorielles de base (D) et de direction (5).

Démonstration:
Soit O un point fixé sur (D).
Pour tout point M du plan d’image M par a, et m par la projection sur (D) parallélement 3 {(Hona:

OBL= Oirt+mM’ = Om+imbt= (1-7) O+ AOM= ((1-3) PA1d) (OB)=(p+2q YOM

(puisque p+g=Id)

Conséquences:
* On a det(p+Aq)= A non nul donc les affinités sont des bijections affines,
¢ L'ensemble des affinités est un sous ensemble du groupe affine. En particulier, 'ensemble des affinités de base
donnée et de direction donnée est un groupe commutatif isomorphe & .
* Les affinités transforment donc les droites en droites, conservent le parallélisme et [es barycentres. Plus exac-
tement I'image par a((D),(),A) d'une droite sécante en NV & (D) est une droite sécante en N 3 (D). L'image d’une
droite paralléle & (D) est une droite paralléle & (D).
® Dans une base bien choisie (le premier vecteur étant pris dans la direction de (D) et |*autre dirigeant (4) la

1
matrice de I’affinité vectorielle est: 0 2 )

* La premiére des opérations élémentaires qui permettent de résoudre un systéme de 2 équations linéaires par la
méthode dite du pivor de Gauss, LA L, (avec Ae ’:"') correspond & multiplier 4 gauche la matrice du systéme
par une matrice d*une affinité vectorielle de rapport 4.




2, Composition.

Les affinités faisant partie du groupe affine, on peut s’interroger sur la nature de la composée de deux affinités,
en particulier lorsqu’elles ont la méme base.

Etant données a et @’ deux affinités de méme base (D) et de directions respectives () et (") et de rapports 4 et
A' I'application affine aoa’ est entiérement déterminée par I’image d'un vrai triangle.

Comme Ila droite (D) contient défa 2 points fixes, on détermine entiérement goa’en I"appliquant & un point fixé K
non situé sur (D). Soit K* I'image de K par cette application.

8i K=K, le points X son image par @’ x; son projeté sur (D) parallélement & (J) sont alignés; les directions (et
(J") sont donc égales et donc nécessairement! A'=1".

Si K est différent de K’ et si (KK') coupe (D) en k K
I'affinité de base (D) de direction (KK) et de rapport
LS coincide avec @oa’ sur le repére affine. La compo- \ -K

74 <\ k.
sée des deux affinités est donc encore une affinité de e
meéme base dans ce cas. ( D')

Si K est différent de K* et si (KK") est parallgle & (D) ,
alors la composée des deux affinités n’est pas une affi- M

nité (cette situation se produit lorsque 44'=1). On peut M
toutefois tracer facilement I'image d’un point M quel-

conque de E. Si le point M n’appartient pas a la paral- X

léle & (D) passant par K, on trace (KM) qui coupe (D) ' K
en m. L’image de M est alors A |'intersection de la '
parailéle & (D) passant par M et de (mK"). Cette nou- {D} P
velle application affine s’appelle une transvection de e
base (D). -

L'application linéaire ¢ associée 2 cette transvection porte le nom de transvection vectorielle. Sa restriction 4 (D)
-5

est bien siir 'identité, Soit & un vecteur non nul de (6),_’ alors si u= AR (avec A (D)) (i) = AB= i+ v

(avec v €(9)). En choisissant une base de E qui contient & et v la matrice de ¢ dans cette base prendra la forme

, 11 )
sujvante ( 0 1/}
On verifie réciproquement que toute application affine ayant un point fixe et de matrice associée ( (I) f’ ) est

une transvection.

Remarque :

Nous avons vu au paragraphe | que I'opération élémentaire L, < L (avec 1e™¥) correspondait & multiplier &
gauche la matrice du systéme par une matrice d’affinité. La seconde opération élémentaire L, «-L, +4 L, corres-
pond donc & la multiplication par la matrice d'une transvection. Si une matrice est inversib{e, on sait que I'on
peut la réduire, par la méthode de Gauss Jordan, & P'identité en effectuant des opérations élémentaires sur les
lignes. Toute matrice inversible est donc le produit de matrices d’affinités et de transvections (qu'on appelle

matrices élémentaires).

! on peut en exercice démontrer directement ce résultat par I"alg2bre linéaire.



Exercice: Montrer que |’ensemble des applications affines qui fixent point par point une droite (D) est ’ensemble
des affinités et des transvections de base (D).

3. Composition,
Théoréme : Toute application affine du plan P bijective est le produit d’au plus trois affinités.

Démonstration:
Soit fune bijection affine qui transforme ie vrai triangle 4, B, Cen le vrai triangle A*, B°, C".
A A

Premier point: Il existe une affinité a par laquelle B -» B, et que I’on peut choisir de sorte que les points 4’ B’
C-C
et B, ne soient pas alignés.

En effet, si (4°B") et (AB) sont sécantes en J, choisis- N
sons une droite (4) ne contenant pas / et sécante 3 i
(44°) (si (A’B’) et (AB) sont paraliéles, on choisit (4) 3 e /B

de direction différente). Soit a I'affinité de base (4) qui g i
transforme A4 en A’; I'image de B par a est le point B, '8

et les points 4’ B’ et B, ne sont pas alignés, A '

A A
Deuxiéme point: Il existe une affinité b par laquelle B, — B' et que I'on peut choisir de sorte que les droites (
¢ -G,
A’B’) et (C, C°) ne soient pas paralléles,

sissons une droite (4"} ne contenant pas J et sécante 4

(B, B’) (si elles sont strictement paralléles, on choisit

(4) de direction différente). Soit & 1'affinité de base o,

(&) qui transforme B, en B’; I'image de C, par b est le J : ",

point C, et les droites ( A’8") et (C, C’) ne sont pas '

paralléles, : A’
A!

En effet, si (4'8’) et (B, C,) sont sécantes en .J, choi- -
o,
C2

Demier point: I'affinité ¢ de base ( 4’8") qui transforme C; en C est bien définie puisque les droites (AB)et
(G, C) ne soient pas paralléles. L'application affine coboa transforme bien le vrai triangle 4, B, C en le vraj
triangle A°, B’, C”’ et coincide donc avec /.

Remarque: La méthode de Gauss Jordan prouve que toute matrice de GL, (% se décompose en produit de trans-
vections et d’affinités. Le théoréme précédent permet de préciser qu’il existe une décomposition qui n’utilise que
trois matrices d’affinités?

2 11 faut noter une différence importante entre les deux méthodes. La méthode algebrique n"utilise que des affinités et des transvections dont
les matrices sont élémentaires (obtenues 4 partir de I'identits par une operation élémentaire) alors que les trois matrices de notre théoréme
ne représentent des affinités que dans des bases bien adaptées,

14



Exercice: Montrer qu’une matrice carrée 4 admet deux valeurs propres distinctes et non nulles si et seulement si
A est semblable au produit de deux matrices d’affinités vectorielles de bases et de directions réciproques.

I1. Affinité en dimension 3.

1. Définition.

Définition: Etant donnés un plan (P) de 'espace E, un scalaire 4 non D)
nul, et une direction (&) non paralléle a (P), on considére I'application
ponctuelle qui a tout point M de E associe le point M" telle que

- -
mM = AmM .
ol m désigne le projeté de M sur le plan (P) parailélement & (9). J
Cette application est appelée affinité de base (P), de direction (&) et '
de rapport 4. On la note a((P) ,(5), 4). P " m

Remarques:

L’ensemble des points fixes de I’affinité colncide avec (P).

Si la direction (d) est orthogonale a (P) on parle, comme dans le plan, d’affinité orthogonale. Les symétries
axiales et les réflexions sont donc des cas particuliers d’affinités.

Théoréme: Toute affinité est une application affine. L’application linéaire associée & a((P),(5),4) est de la forme
P*Aq avec p la projection sur (IT) la direction de (P) parali¢lement a (3) et g la projection sur () parallélement &
(IT). On appeile de telles applications des affinités vectorielles de base (IT) et de direction (4).

La démonstration de ce théoréme est semblable & celle qu’on a effectuée dans le plan et Iénumération des consé-
quences de ce théoréme sont laissées ay lecteur.

Comme dans le plan on démontre que la composée de deux affinités de méme base n’est pas toujours une affinité
mais aussi une fransvection lorsque la droite définie par un point et son image par cette composée n'est pas sé-
cante avec la base de I'affinité.

Exercice: Toute bijection affine de I’espace est la composée d’au plus quatre affinités.

2, Affinité et projection.
Théoréme: Etant donné un diddre formé de deux plans (P) et (IT), I'angle (P,.Q) = a [#] et O un point quelcon-
que de (P), il existe un repére orthonormé R, (0, 7, f), de (P) et un repére un repére orthonormé R, (0, T, j_’
), de (IT) (O’ désignant la projection orthogonale de O sur (IT))tel que si les coordonnées d’un point quelconque
M sont (xp) dans R les coordonnées de sa projection orthogonale M sur (IT) seront (x, y”) tels que

y =cosary
Autrement dit on obtient alors les coordonnées de la projection orthogonale M* de M sur (IT) en effectuant une
affinité vectorielle a de rapport cosa sur les coordonnées de M.

Démonstration:
Choisissons 7 dans la direction de I'intersection des deux plans (P) et (IT) et O un point fixé de (P), O'sa pro-
jection orthogonale sur (IT). Soit donc un repére orthonormé R, (O, T, }') de (P) et un point M de ce repére de
coordonnées (v, y), M" son projeté orthogonal sur (IT). La projection orthogonale étant une application affine
d’application linéaire associée ¢, on a

L. 08’ = OM) = fx T +y ) =x K D)ty Jy=x T4y,
Le vecteur j-J; est orthogonal & (IT) donc 7. =7 Jp=0.

On a donc (]',f,') = a [#] (en choisissant par exemple & [0, E] 1

Prenons f' Unitaire et directemsnt colinéaire & ', on aura finalement j_l'= cos aj_" et les coordonnées de A
seront (x, y cosa) dans R', (0", 7, j-’).



Application: La projection orthogonale sur (IT) d'un cercle tracé sur (P) est une ellipse dont le grand axe appar-
tient & la direction de (IT) N (P). Réciproquement toute eliipse dont le grand axe appartient 4 la direction de (ID
M (P) est la projection orthogonale d'un cercle de (P).

ITI. Géométrie complexe.,

Nous n’avons pas encore utilisé la possibilité de prendre &  comme corps de base. Pour pouvoir y parvenir
hous nous autoriserons a prendre des points de coordonnées imaginaires. Par exemples le cercle d’équation

X + y’=1 sera dit sécant & la droite d’équation x=2 en deux points dont les ordonndes sont deux complexes
conjugués. Remarquons enfin que le milieu de ces deux points peut ére placé sur le dessin. Les affinités de rap-
port complexe opérent ainsi dans I'ensemble des points de coordonnées réelles ou complexes.

Lemme?: Deux droites de coefficients directeurs m et m’ sont orthogonales si et seulement si le birapport
[’ }, ~i]=-1 (le dans & ‘B (m, m’, I, —of) forment une division harmonique#).

" , _at-l m-l i +iimem’ 1+
En eﬁet par déﬁnltlon [m,m ,!, _‘-J] - mt’ m'+l = mm"i(nl'"")+l

Et donc [m,ne’ i, —i]=-1 si et seulement si pm’=-1

Proposition: Soit P le plan affine euclidien muni d'un repére orthonormé (0, 7, ) dont les bissectrices sont ()
et (5’). L’affinité a(D ,(d), J).transforme deux droites réelles orthogonales en deux droites imaginaires dont les

bissectrices sont (5) et (5°).

Démonstration: On vérifie que I'affinité a(D (), i) transforme deux droites réelles d et d* de coefficients direc-
teurs mn et m’en deux droites imaginaires {4) et (4') de pentes ;= im et y=im’,

Comme [m,m’ 1, —oi]= [12,4,-1,1], les deux droites d et d* sont orthogonales si et seulement si la division (u ' -
1,1) est harmonique, donc si et seulement si le faisceau 4y, (4", (b), (b") est harmonique. D’aprés la relation
de Newton on a donc 4= et donc les droites (4) et (&) sont symétriques par rapport aux droites (B) et (b°).

3 La formule de Laguerre
[ i -] = 2
explicitée en termes des coefficients directeurs m et m' de deux droites, permet d'exprimer / I'angle de droites comme un birapport
(I"orientation du plan étant opérée par le choix du couple (i,-#) en place de (-1,).

i’ +imem' 1 _ L+itan s cos ¢+isine

On peut la démontrer facilement en remarquant que it =i(mem'y+1 ~ 1-418n f oS 7 §in 1

4 Cf I'annexe consacrée & la division harmonique.



; DIVISION HARMONIQUE 4

Dans tout ce qui suit E désigne un espace affine de dimension 2 sur le corps £ (section I et
Il ou® (au cours de la section III).

L. Définitions. Vocabulaire,*

a. Définition
Définition: Quatre points alignés 4, B, C, D donnés dans cet ordre forment une division har-

monique si et seulement si

CA.DB+ CB.DA =0,
Cette définition équivaut, quand les points sont distincts a I’égalité
€4 _ D4
CB DB

(on dit alors que C et D divisent [4B] dans des rapports 0ppOosés)
soit encore 3

CA D4 _
CB DB

(le scalaire E‘% + % est appelé le rapport anharmonique du quadruplet (4,8,C,D))

Remarques:

1. La définition ne dépend pas du repére af- - R .
fine choisi pour définir les mesures algébri- A c B D
ques.

2. La relation de définition peut s’écrire AC.BD + BC.AD = 0, donc A, B, C, D forment une
division harmonique si et seulement sj C, D, 4, B en forment une autre (les birapports
(4.8,C,D) et (C,D,4,B) sont €gaux). On écrit aussi que (4,B,C,D) est une division harmonj-
que, ou encore que les couples (4,B) et (C,D) se divisent harmoniquement 1’un I’autre.

On dit aussi encore que C et D sont conjugués harmoniques par rapport 4 4 et B,

Exercice: Exhiber toutes les permutations des quatre lettres qui laissent invariant la division
harmonique (4,3,C,D).

3.8ia, b, ¢, d sont les abscisses des points 4, B, C, D d'origine O:
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b-~d
-d’

a—-c a—d_ a-
—d -

o

(4,B,C,D) =

|

o

X

o
o~

0

-C

Si 4, B, C désignent trois points distincts fixés d’une droite muni d’un repére affine,
Papplication qui 4 tout réel x abscisse d’un point M courant de (4B) associe le rapport anhar-
monique (4,B8,C, M) est une application homographique du corps 1, c'est-a-dire une applica-

+
tion ¢: x — ﬁ telle que mg-np# 0. En effet si mq-np était nul, I"application homographi-

que serait constante (effectuez par exemple une décomposition en éléments simples de la
fraction rationnelle) ce qui est exclu,

4. On déduit de 3 que la division (4,B,C.D) est harmonique si et seulement sj

(a+b)(c+d) = 2 (ab+cd)
(Relation dite de Mersenne).

b. Formules classiques.

Si I’on s’en tient aux seules longueurs on a %;— = %, dans ce cas, comme I'écrit par exemple

Poncelet!, "la ligne AB est divisée en segments proportionnels par le point C ou le point D",
Mais pourquoi utiliser le mot "harmonique"? Parce que la distance CD est la moyenne harmo-
nique des distances DA et DB,

En effet d'apres la remarque du paragraphe précédent on a &

b ) ..
cx—=—1 si l'on choisit D au
—-¢ a

centre du repére, et donc

o N
Q|-

O | —

(Relation dite de Descartes?).

On obtient une relation classique en introduisant le point O milieu du segment [CD]. Dans ce

X .. . a-c btc .
cas la relation principale devient b-c X g+c — -1 ouencore ¢ = gb. Cette relation dite de

Newton est utilisée en optique géométrique. —

Le rapport (4,8,C,D) est donc anharmonique
si et seulement si O4-OB = OC* = oD, c'est- D
a-dire si et seulement si tout cercle contenant .— 0 |

I Traité des propriétés projectives des figures Tome 1 p.12. Paris Gauthier-Villars (1865).
2 Cette relation était bien connue dés [’ Antiquité. On la retrouve dans I'étude d’une harmonie en musique; &, b, ¢
désignant les longueurs des cordes. On appelait ¢ la médiété harmonigue de g et b,

Elle était définie ainsi: I’excés de ¢ sur g est & 'excés de & sur ¢ comme g est 4 b, soit ? = % Cette relation

¢tait jadis notée c-a : b-c :: a; b; elle équivaut 4 la relation de Descartes.
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A et B est orthogonal® au cercle de diamétre
CD.

¢. La division harmonique dans nos classes,

Etant donnés (4 ,B,C,D) quatre points alignés, il est toujours possible de considérer et que Cet
D, quand ils sont différents de 4, sont barycentres de 4 et B affectés des coefficients respectifs
uet-letu'et-l1.

Dans ce cas (4,8,C.D) = ' +u.

On obtient alors les €nonceés sujvants:

Proposition:

Quatre points alignés et distincts, 4, B, C, D forment une division harmonique si et seulement
si les systémes de coefficients qui permettent d’exprimer C et D comme barycentres de 4 et B
sont les mémes & un signe prés,

Autrement dit 4, B, C, D forment une division harmonique si et seulement si les homothéties
de centre C et D qui envoient 4 sur B ont des rapports Opposeés.

Le probléme classique de la détermination du quatriéme point d’une division harmonique (les
trois premiers points 4, B, C étant donnés distincts) revient donc 3 construire un point de la
droite (4B) qui a les mémes coefficients (2 un signe Prés) qu’un point C déja fixé,

On construit 'image F d*un point £ par
Phomothétie de centre C qui envoie 4 sur B.
Le point F se trouve & intersection de la
droite (CE) avec la paralléle a (AE) menée par
B

Le point D est solution du probléme si et /

seulement si I'image par I’homothétie de cen- / ’
tre D qui envoie 4 sur B est e symétrique F°

de F par rapport 4 B, A o B D
Le point D est donc construit & Pintersection ‘g

des droites (EF°) et (4B) lorsqu’elles sont

sécantes, c'est-a-dire lorsque C est distinct du

milieu de [4B].

Application]: un exemple de division harmonique,
On construit dans un triangle non isocéle en 4, les pieds 7 et J des bissectrices intérieure et
extérieure relatives a ’angle en 4.

Si le triangle ABC est non aplati, la droite A
(4B) n’est perpendiculaire ni a la bissectrice

- - =

3 Cf I'annexe sur les faisceaux de cercles, B I C » =]
. A o



(A) ni & la bissectrice (4J). On méne par C Ia
paralléle & (4B) qui coupe (A))enDet (4]) en
D’. Le triangle ACD est isocéle en C (regarder
de prés les angles 4 la base...) Le point C est
donc le pied de la médiane issue de 4 dans le
triangle rectangle DAD’. On reconnaft la con-
figuration de I’exemple précédent et I'on peut
conclure;

La division (8,C, 1J) est harmonique et les points 7 et J divisent le segment [BC] dans e rap-
port des c6tés du triangle. On a

JB__IB_4B
JC IC  AC

Exercice:

Montrer que I’ensemble des points M tels que gg = % est le cercle de diametre [£7] qu’on
appelle cercle d’Apollonius relatif ay sommet 4; en appliquant la relation de Newton montrer
que ce cercle est orthogonal au cercle circonscrit au triangle 4BC. Montrer que les centres des

trois cercles d’Apollonius du triangle sont alignés.

Application2: Le trapéze complet.

Si dans la construction du quatriéme point de L g
la division harmonique (4,8,C,D) on ajoute le ;

point £’ symétrique de E par rapport 4 A, A {p
alors les trois points D, F £ sont alignés ; vl =
(I"homothétie de cenre D qui envoie B sur 4, A 3 r-'B D

envoie F” sur £ et donc Je symeétrique de F°

par rapport & B sur le symétrique de £ par "B
rapport 4 4). Le quadrilatére FFEE® est donc

un trapéze. Les points C et D sont les inter-

sections des diagonales. La configuration

FFEE’CD prend le nom de trapéze complet,

Réciproquement étant donné un trapéze com-

plet MNPQCD, alors la composée de N
’homothétie de de centre D qui envoie P sur ’

Q (resp Q sur P) et de ’homothétie de centre i iy g
C qui envoie Q sur ¥ (resp P sur M) est une A ¢\ /B—D
symétrie centrale (le produit des rapports fait "P

-1) de centre B (resp A). Les homothéties de

centre C et D qui envoient 4 sur B ayant des " Q

rapports opposés on peut énoncer:

Dans un trapéze complet MNPQCD les cbtés
non paralléles d’une part et les diagonales



d’autre part se coupent en des points conju-
gués harmoniques par rapport aux milieux des
cOtés paralléles et sont donc alignés avec eux.

d. Compléter la droite.

Etant donnés trois points alignés 4, B, C le quatriéme point D tel que la division (4,8,C.D)
soit harmonique est détermin si et seulement si C n’est pas le miliey de [4B]. On remarque

2 (AB). On convient par conséquent de rajouter 4 la drojte (4B) un point (AB) appelé point 4
I’infini de la droite (4B) et défini comme le conjugué harmonique du miliey de [4B].

Si Q désigne le milieu de [4B], on a done (4,8,Q, ©AR)) = -1.

On a par définition, si I’on note a, b, ® les abscisses de 4, B, Q et symboliquement par «
I’abcisse de wag

o0 -g _ L-a =1

w-b Teg-p
Le point wag) est aussi considéré comme le barycentre de 4 et B affectés de coefficients op-
posés.

Remarque:
L’application homographique ¢ de 1.a réalise une bijection de ¢ \ {-5} dans 3 \{f:‘}. On

peut donc prolonger ¢ en une bijection @ de & |J ®“{  } en posant D) = “:-% et

Ha) =,
e. Homographies.

Définition: On appelle homographie d’une droite A (complétée par un point a I’infini) toute
application H de A dans A, telle que si R désigne un repére de A, I’application qui 4 x abscisse
de M associe 1’abscisse de H (M) soit une application homographique de ¢ dang .

On remarque que cette définition ne dépend pas du choix du repére puisque aprés un change-
ment de repére affine, une homographie reste une homographie.

Proposition:
Toute homographie de la droite A complétée, conserve les birapports sur A. Plus exactement,
une application de A dans A est une homographie si et seulement sj elle conserve les birap-

Pour montrer le sens direct, il suffit de remarquer qu’une homographie est la composée de
. o 1 .
similitudes x— ax+b et de I’application x— - Les similitudes conservent les rappotts et donc

le birapport. Un simple calcul (laissé au lecteur) montre que la seconde application conserve
les birapports.
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Pour montrer le sens réciproque on désigne 4BC trois points distincts de la droite A et leurs
images 4'B’C” par une application ponctuelie T qui conserve les biraports. Nous avons vu en
1.2 que dans ce cas Jes application ¢,,. et $.¢ Qui associaient aux abscisses de M et M les
birapports (4,B,.CM)et(4'B “C M) étaient deux homographies de <@,

L’application ¢, ... 08,ac €st donc une homographie de & et par suite T est donc une ho-
mographie de A.

f. Point de vue moderne.
A chaque point de la droite (4B) correspond un systéme de coordonnédes barycentriques &
défini 4 un facteur de proportionnalité prés non nul. Réciproquement a tout couple de réels

vectorielles de {32,

Définissons dans le @ espace vectoriel 32 1a forme ((x, Ph(x,p) = xy'+x'y. Il est facile
de démontrer que cette forme est une forme bilinéaire symétrique non dégénée. Si en effet un
vecteur (a,b) était orthogonal 4 tout vecteur, il serait en particulier orthogonal 4 (1,0) donc 5
serait nul, et & (0,1) donc 4 le serait ¢galement. On ne peut appliquer cette forme sur Ia droite
(4B), puisque les systémes de coordonnées ne sont pas uniques. Toutefois, si un vecteyr ()
est orthogonal & un vecteur (x'y"), tout vecteur A(x,y) le restera. On peut donc définir une or-
thogonalité sur la droite (4B) induite par celle de @2 ]] fayt prendre garde au fait que la forme
n'est pas définie. En effet les vecteurs isotropes sont donnés par I'é

et B sont donc les représentants, sur la droite (AB) des deux droites isotropes. Le point Clu,-1)
sera orthogonal au point D(u',-1) si et seulement si -u"-u=0, soit (4,8,C,D) = y' +u.=-].

En termes modernes, les propriétés de I'anharmonisme se raménent 4 la simple orthogonalité
par rapport & une forme bilinéaire., ..

IL. Faisceau harmonique,

La notion de division harmonique trouve son prolongement dans celle de Jaisceau harmoni-
que.

4. Définitions,
Définition: Soit O un point extérieur 3 la droite qui est le support de la division harmonique
(4,B,C,D). Le faisceau ((O4), (0B), (0C), (OD)) est alors dit faiscequ harmonigue.

On appelle aussi faisceau harmonique un faisceau de quatre droites paralléles qui contiennent
respectivement 4, B, C. D.

Soit un faisceau (Ox, Oy, Oz, Of) déterminé

Sur une s€cante par quatre points (4,8,C,D). 0
La paralléle 4 (Ox) menée par B coupe (0z2) et g
(OHenMet N, 7= N
L’homothétie de centre C qui envoie B sur 4, ; ’ N .
A/ C B D
& '. M z
6 * Y
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transforme M en O, donc
BM CB

o
De méme en utilisant I’homothétie de centre
D qui envoie B sur 4 transforme N en O,

BN DB

A0 DA
Le point B est donc le milieu de [MN] si et

seulement si Ia division (4,B,C,D) est harmo-
nique.

Conséquences:

1. Un faisceau de droites concourantes est harmonique si et seulement sj trois des droites dé-
terminent sur une sécante parallle & la quatriéme deux segments égaux.

2. Par suite toute droite A est coupée par le faisceau harmonique selon une division harmoni-
que.

Pour démontrer le deuxiéme point, il suffit de retrouver Ia construction du conjugué harmonij-
que en appliquant le premier résultat 4 une sécante A.

Remarque: L’introduction d*un point 4 Pinfini sur la sécante permet d’interpréter le premier
énoncé comme un cas particulier du second,

Exemples:

Dans un triangle ABC, les droites (AB), (A0) A
la médiane (4M) et 1a paralléle (4x) a (BC) _
forment un faisceau harmonique, /

Dans un trapéze ABCD ot M est le milieu de
[CD], les droites (4B), (4C), (AM) et (4D)
forment un faisceau harmonique. ¢ .



Avec les bissectrices de I’angle :4\, les cotés

(4B) et (AC) d’un triangle ABC forment un A
faisceau harmonique. Dans ce cas deux des
rayons conjugues sont orthogonaux, [

Reéciproquement si dans un faisceau harmoni- = ¥ .
que deux rayons conjugués sont orthogonaux,
alors ils sont les bissectrices des angles for-
més par les autres rayons.

En effet si dans un faisceau (Ox, Oy, Oz, OF) 0 .
les deux rayons Oz et Of sont orthogonaux. '

Une paraliéle & Or coupe Ox et Oy en 4 et B,
et Oz en I Le point / qui est le milieu de [4B]
d’aprés le premier énoncé, est aussi le pied de A I B
la hauteur associée au sommet O dans e X
triangle O4B qui est donc isocéle. Les droites
Oz et Ot sont donc deux axes de symétrie,

Exercicel: Etant donnés quatre droites concourantes en O, centre d’un repére R affine dy

plan,
Montrer que le birapport (my, my, m;, m,) de leur pentes ne dépend pas des directions du re-

pére R choisi.
Montrer que le faisceau des quatre droites est harmonique si et seulement si ce birapport

vaut -1,4

Exercice2: Montrer en utilisant Pexercice 1 que le birapport’ de quatre droites concourantes
en O, peut étre défini en utilisant n’importe qu’elle transversale,

« En employant la géométrie d'une dimension en référence & la géométrie de deux dimen-
sions considérée comme une géométrie de points et de droites dans un plan, il est néces-
saire de considérer
1) que le mot point peut signifier point et le mot droite, droite,
2%) que le mot point peut signifier droite et le mot droite, point. »
Ainsi 1a droite d’équation ux+vy+w=0 correspond 4 notre droite ordinaire (e un lieu de points qui définit une
droite) si I’on a fixé (4,v,w), mais en revanche elle correspond & un faisceau (ie un lieu de droites qui définit un
point) si I’on fixe (x,y,z).

> Cette propriété est connue depuis longtemps, comme le rappelle Chasles puisqu'elle apparait & la 129¢me pro-

position du septidme livre de Pappus:

"Quand quatre droites sont issues d'un méme point, toute transversale les renconire en quatre points dont le
rapport anharmonique a toujours la méme valeur, quelle que soit la transversaje”.

(Apergu Historique sur I'origine et le développement des Méthodes en Géométrie, p.302, Paris Gauthier-Villars
1889). La notion de birapport est donc une propriété projective, puisqu'elle est conservee par toute projection
centrale.
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Exercice3: Soient a, 4, ¢, d quatre droites d'un faisceau, et d, e, f g quatre autres droites d'un
second faisceau. On suppose que les droites g et e, betf cetgsontsécantesen X, ¥, Z,
Alors les points X, ¥, Z sont alignés si et seulement si les birapports (a,5,c,d) et (e,f,¢,d) sont
égaux,

IIL. Prolongements.
1. Extension du corps de base.

On peut étendre la notion de division harmonique au plan complexe considéré comme un es-
pace affine de dimension 1 sur ® et appelé la droite complexe.

On vérifiera facilement que restent alors valides les relations fondamentales du paragraphe 1,
relation de Descartes, de Mersenne & condition de remplacer les abscisses a, b des points 4, B
etc par les affixes z,, z,. On peut également compléter cette droite par un point & I'infini o,

Proposition:
Une condition nécessaire et suffisante pour que quatre points (4,8,C,D) soient cocycliques ou
23-2‘1 ] zg-zn

: soit réel,
2% ZpzZp ¢

alignés est que le birapport

Démonstration:

ZpBp  ZgZ Zp2p ZyZ
_LL'-L'D'EQ ,_H_._D____O [”]

: < arg :
22 247 Zrée Zygy

< (C4, CB) = (D4, DB [n]

11 . ZpZr ZgZ .
Remarque: si le lieu des points z tels que z,-2,.+ 7.z contient co, nous savons que
AT4C 447

22, Z,-00 Z,Z )
SEEC SR o SEEL 5y est réel
202" Zpw Z,z,

Il s’agit donc d’une droite. Ceci correspond bien avec I'idée selon laquelle une droite est la
limite d’un cercle qui est astreint 4 contenir un point de plus en plus éloigné.

La proposition suivante vient de maniére presque évidente,

Proposition:
Etant donnés (4,B) distincts le point C et le point D appartient au méme cercle d’Apollonius

. N . | Zp=Z, Z=2
relativement 4 4 et B si et seulement si | ==, =a=ni .
22" 7.2,



Définition: On appelle quadrangle harmonique, quatre points dont les affixes forment une
division harmonique

On sait que si par exemple A4, B,C ne sont pas

alignés les quatre poitns (4,B,C.D) seront

cocycliques sur un cercle C et que C et D se- >
ront les intersections avec C d’un cercle
d’Apolionius de base 48 donc orthogonal 4 C { B

Réciproquement: Si 'on considére un cercle
C contenant 4 et B et un cercle yd’Apollonius
de base 4B. Si I’on appelle C et D les inter-
sections de C et y le quadrangle (4,B,C.D)
sera harmonique.

Si nous prenons un repére centré en O au mj- -
lieu de [CD]. La relation de Newton D

Z'= 2,2, /220
indique que (CD) est une bissectrice de .
(O4,08) —t—B)\
(de plus OC™= 04.0B). '

2. Involutions.

mx+n
px+q’

Si ¢ désigne une homographie x — la relation définie par ¢ peut prendre la forme sui-

vante:

y#x}) <  prytqy-mx-n=0
L’application ¢ sera involutive si et seulement si cette relation est symétrique c'est-a-dire si et
seulement si pour tout x et y réels gy -mx= gx -my, soit si et seulement si m+qg =0,

Définition et proposition:

. mx+n . . . .
Une homographie x —» prtq est appelée une involution lorsqu’elle est involutive, c'est-a-dire

lorsque m+¢ = 0.
En algébre on dira que deux scalaires x et Y vérifient une relation involutive s'il existe trois
constantes m, n, p telles que pxy - m( x+y) - n=0.

10
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On dira aussi que deux points M et A d’une droite A décrivent des divisions en involution si
I"application qui 4 I’abscisse de M associe 1’abscisse de M’ est une involution , autrement dit
si les abscisses de M et de M vérifient une relation involutive.

On fixe désormais p, m, n trois réels tels que m*+np #0.
Soit pxy - m( x+y) - n =0 la relation involutive reliant deux points M et M d’abscisse x et y.

Si p=0 (et donc m#0) les points M et M sont symétriques par rapport au point I d’abscisse
=2n

m’

Si p#0, on peut interpréter la relation précédente comme une relation de Mersenne:

-2
- ) = = )

| arb=
et donc en posant A et B d’abscisses a et 4 telles que l "
ab=-_
P

la relation devient (4,B,M M) = -1

II faut remarquer que les points A et B ne sont pas nécessairement réels; en revanche leur mi-
lieu 7 (image de I’infini par ’involution) est toujours réel, son abscisse est ;’E, on I'appelle le

point central de I’involution.

On obtient en effet grice 4 la relation de Newron, si X, ¥ et Z désignent les abscisses de M, de

M et de 4 dans le nouveau repére
XY=2*

. 2 2+
Or puisque Z est une racine du trinéme & + Fm £ -ﬁ‘, ona Z'= "’%’E

1*cas le discriminant du trinéme m’+np est
strictement positif. L’équation précédente
devient

IM. T = I4% L 3 . '

Le cercle de diamétre [MAM'] reste orthogonal
au cercle de diamétre [4B].

2°™cas le discriminant du trindme m*+np est

strictement négatif.
\[-m-np

Soit A4 le point d’affixe i P , B le point

d’affixe conjugué (le centre du repére étant le v
point 7). /
La relation précédente devient
=2
ZM' ZM' = ZA ’

11 '

B %3



donc la division (4,8,M,M") est encore har-
monique mais dans ©

Le points (4,8,M,M") sont donc cocycliques
sur un cercle de diamétre [M,M"].

12
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Exercices

Exercices sur la legon 1
1. On donne un trapéze (ABCD) (les cotés paralléles étant (4B8) et (CD)) tel que la base [4B] est fixe, tel que la
base [CD] garde une longueur fixe / et que la somme des longueurs des cdtés non paralléles AD+BC garde une

longueur constante 2a.
a) Quel est I'ensemble des points C et D? (on pourra introduire le point 8 tel que CD =BB"),
b) Donner les coefficients qui permettent d'exprimer @ intersection de (BD) et (CA) comme barycen-
tre de B et D. En déduire le lieu des points G.

2. Soit A, B ,C trois points d'une droite (D), (I} un cercle variable tangent en 4 a (D) et M d’intersection des
deux tangentes A (1) menées par B et C qui sont disctinctes de (D). Déterminer le lieu des points M :

a) Lorsque A4 est extérieur 3 [BC].

b) Lorque A est sur [BC).

3. Construire une parabole connaissant la directrice (D) et deux tangentes (7) et ( ).
4. Quel est le lieu des centres des cercles tangents & deux cercles donnés ?

5. On considére sur une droite (4) du Pian trois points A, B, C dans cet ordre et Ia famille F des cercles (I) tan-
gents en B & 4. Les deux «autres» tangentes issues de A et C a (I) se coupent en M., Quel est I'ensemble des
points M lorsque (/) décrit F ?

Exercices sur la lecon 2

6. Soit un point M de I'hyperbole de foyer F de direc- o
trice (D) et d'excentricité e (e>1). Montrer quesi la D ,--‘5_:;:‘*;;" R
paralléle 4 I'une des asymptotes coupe la directrice en P

G alors MG=MF. En déduire la justification du fonc-

tionnement de l'appareil traceur ci-contre. Une régle F
coudée glisse sur une réglette (D’D). Une corde d'ex- | | T
trémités fixes F et R a pour longueur BR. Le point P |
coulisse sur la partie [BR] de maniére & plaquer la A
partie [PR] de la corde sur la tige [BR],

nl‘

7. Soit (€} le cercle de centre O de rayon a et un point A de (C). Un point M décrit la tangente 4 (C) en A, (D).
Le cercle de diamétre [MO] coupe (C) en 4 et 7. On note P le point commun de la droite (OT) et de la droite
orthogonale & (D) en M. Déterminer le lieu décrit par le point P (On pourra remarquer que le triangle (POM) est
isocéle).

8. On se propose d'étudier I'ensemble noté () des points équidistants de deux droites non coplanaires et ortho-
gonales (D) et (D),
A)
I. Donner une condition nécessaire et suffisante pour qu'une réflexion § laisse invariante une droite
donnée. En déduire qu'il existe deux réflexions et deux seulement qui laissent simultanément inva-
riantes les droites (D) et (D).
2. Chercher l'intersection de () avec I'un quelconque de ses plans de symétrie.
B) Dans cette partie I'espace est rapport¢ a un repére orthonormé (0, ", f,l? ).
La droite_. (D) passe par le point 4 de coordonnées (0,0, 1) et admet comme vecteur directeur

=T+ 'L . LE. drgite (D') passe par le point B de coordonnées (0.0,-1) et admet comme vecteur dj-

rectearw =1-},
1, Vérifier que (D) et (D*) sont orthogonales et non coplanaires. Montrer que le point O appartient a
(£). Montrer qu'une équation cartésienne de (Nest:xp+2z=0.
2. Déduire de ces relations :

* que les intersections de (/) avec des plans orthogonaux 4 la droite (4B) sont en général des
coniiues. Préciser les cas d'exception et donner le cas échéant les équations des asymptotes dans

o, ] ..



® la nature des intersections de () avec des plans orthogonaux a l'axe des x ou des y.
9. On considére dans le plan une droit (D) et un point A n’appartenant pas a (D).
a) Quel est I'ensemble des foyers des paraboles passant par A et ayant pour directrice (D) 7
b) Quel est I'ensemble des sommets des paraboles passant par A4 et ayant pour directrice D)?

10. Par un point M on a mené deux tangentes 4 la parabole de foyer F et de directrice (D). On appelle A et B ies
points de contacts, H a et Hy leurs projections sur (D). L'angle (Aﬂi, Mk) est constant et vaut @. On suppose que

a0 [3].
La paralléle 2 1 directrice menée par le sommet (D,), coupe ces tangentes en A4, et B,.

1°) Montrer que

(FA, FB)=a [n) Hy | a4/
| ,f’

2°) Le centre @ du cercle circonserit & | A,
MA | F n’appartient pas 4 la droite (4,8). ' Ve
On appelle H la projection orthogonale de " L 'itf- i
@ sur la droite (4, 8,). Montrer que : A 17 IATRN

_ N e N

=cos o M ' 1 7 _-;*F

/ 31:1!-'." i
3°) En dédruire e lieu décrit par Ie point M f 1\
d’oli I'on voit Ia parabole sous un angle a. L I B
N

11. Chercher dans le plan complexe I'image du cercle unité par I’application qui 4 M d*affixe z associe le point

. —1
M d’affixe 2 7+ 1

Exercices sur la legon 3
I2. Soit (1) une conique non dégénérée situde dans le plan (P). Déterminer I'ensemble des sommets des cénes de

révolution contenant (/) {on distinguera quatre cas: cercle, ellipse, hyperbole, parabole).

13. Soit () une sphére et (P) un plan tangent & ($) en F. Soit {(Q) un plan paralléle ne coupant pas (§) et M un
point de (Q). Le cone de sommet M circonscrit & (§) coupe (P) suivant ).
a. Montrer que (3) est une ellipse et que la droite (OM) ol O est ie centre de (7) passe par un point fixe,
b. Le point M décrit maintenant la perpendiculaire (4) en F au plan (P). Montrer que le cone admet
deux plans tangents fixes et que (») admet deux tangentes fixes.

Exercices sur la lecon 4

14, Soit (E) une ellipse et 4 €(E). On fait passer par 4 deux droites (D)) et (D,) symétriques par rapport 4 un axe
de I’ellipse. Ces droites recoupent (£) en P et (. Montrer que la direction de (PQ) est fixe et coincide avec la
direction commune des tangentes aux points d’intersection de (E) avec les droites paralléles aux axes de Iellipse
passant par 4.

IS. Traiter le méme exercice avec une hyperbole (H).

16.
Soit M un point d’un segment [4B]. Du méme c6té de (48) on construit les carrés AMCD et MBEF de centres

respectifs 1 et J,

Io



a } Quels sont les lieux de F et J 7
b )Montrer que les droites (AE), (BD) et (IJ) se coupent en un point P de (MC).

¢) Montrer que PM? =PC PF
d) En déduire le lieu du point P lorsque M varie sur [AB]).

17. Soit {E) une ellipse inscrite dans un triangle (ABC). Les droites (AB), (BC), et (CA) sont tangentes en C , A*
et B’ a (E). Montrer que les droites (4A’), (BB*) et (CC) sont concourantes,

18, » Soit 4 et B deux points d’une hyperbole équilatére (H) symétriques par rapport au centre O de (H). Mon-
trer que M e(H) si et seulement sj (MA) et (MB) sont également inclindes sur les asymptotes.
* En déduire que si un cercle et une hyperbole équilatére ont quatre points communs dont deux sont diamétra-
lement opposés sur I’une des courbes, les deux autres le sont sur i"autre courbe.

19. e Déterminer les triangles d’aires maximales inscrits dans une ellipse de centre O et de parameétres a et 5

donnés,
* Préciser le lieu des milieux des c6tds de ces triangles.

20. Déterminer 'ensemble des milieux des cordes d’une ellipse découpant sur celle-ci une aire constante.

21. Soit (H) une hyperbole d’asymptotes Ox, Oy, M et M’ deux points de (H). On note (M, NM N) le parallé-
logramme dont les cétés sont paralléles aux asymptotes et dont (MMP) est une diagonale, Démontrer que I’autre

diagonale passe par le centre de (H).
Application: construire le centre d*une hyperbole connaissant trois de ses points et les directions asymptotiques.

22. Chercher dans le plan complexe les images des cercles centrés & Porigine et des demi droites de sommet

I’origine par I"application! qui & M d*affixe z associe le point M* d’affixe %(z + %).

23, Soit (1) un cercle de diamétre [4,4°] et [P,P"] une corde perpendiculaire & (44°).
Déterminer I’ensemble des points d'intersection des droites (AP) et (P’A") lorsque [P,P] varie (on pourra utili-
ser une caractérisation angulaire de I'hyperbole équilatére).

24, Un cercie (C) de centre O et de rayon 1 est donné.
Un cercle (C°) de rayon 2l roule sans glisser dans (). . Y = N\

Au départ le diametre [@/78] de (C*) comncide avec lon { , 1
(¢f figure). OU doit on placer »z sur [aL8] pour que ce | o' i ' 7
point décrive une ellipse d’excentricité e et d'axe focal -
(on),
© ©

Exercices sur la lecon 5
25. Soit (ABC) un triangle non rectangle. Montrer que :

* toute conique passant par 4, B, C et H orthocentre de (4BC) est une hyperbole équilatére,

* toute hyperbole équilatére passante par A, B, C passera nécessairement par H I"orthocentre de (4BC),

Exercices transversaux
Soit (C) un cercle du plan, & un rée| do‘rﬂ!é €t A un point du plan extérieur a (C€). Soit M un point de (C) et (4,)

la droite passant par M telle que ((MF),(4,))=a [].
1°) Chercher le lieu du projeté orthogonal de A sur (4,), H.
2°) Montrer que (4,),) reste tangente & une hyperbole de foyer 4 dont on déterminera le cercle principal.
3°) Que se passe-t-il lorsque i) A appartient au cercle (C) ? i) A est 4 I'intérieur de 01?

I Cette application est du méme type que celle étudiée en 1997 (Juin série S, regroupement national). On appelle
de telles applications transformations de Joukowki. Elles conservent les angles et permettent dans certain cas
de transformer un profil d’aile d’avion en cylindre, facilitant ainsi le calcul des flux,
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