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Préface

C'est avec un grand plaisir que j'ai inauguré ce colloque inter-TREM &
Lidge. En effet, c'est la premi2re fols qu‘un tel colloque se déroule dans un
IREM de notre réseau international, hors de France.

Ii existe actuellement, en plus des 27 IREM francais, 18 IREM a I'étranger :
Amérique Centrale (6), Argentine {2), Belgique-Luxembourg, (2), Bolivie,
Bréstl, Maroc, Pérou (4), Sénégal.

Le modale des IREM francais est appréclé par nos collégues étrangers.
Je me permets de rappeler les points importants spécifiques a la structure
"IREM":

¢ Les recherches, relatives & 'enseignement, sont effectuées conjointe-
ment par des collégues du supérieur et du secondaire.

o Les deux missions essentielles d"un IREM sont la recherche pédago-
glque et la formatioh continue des enseignants, ces deux missions
étant réalisées en étrolte collaboration.

» Aucun enseignant ne travaille 3 temps complet dans un IREM.

Je tiens A remercier les organisateurs de ce colloque, et plus particulidre-
ment les membres de la Commisgion Géométrie, et Jacques Navez, Di-
recteur de 'TREM de Li2ge-Luxembourg,. J'adresse également mes remer-
clemenis A Jacques Bair, Président du Consell Scientifique de 1'TREM de
Li2ge-Luxembourg, pour sa trés forte contribution & la création de cet
IREM, et pour sa précleuse collaboration scientifique.

André ANTIBI
Membre du Bureau de ’ADIREM*
chargé des relations internationales,

*Agsemblée des Directeurs d'TREM.






Avant Propos

Le colloque Inter IREM de Géométrie de Bussang (1998) fut, aprés ce-
ItﬂdeBaymne(lm)ledertﬂacoﬂoquemgardsépuhmmdsnimhmr
IREM de Géométrie. Depuis, 1a commission a participé aux colloques Inter
IREMp:enﬂm'cycledelﬂlemHnIM)etdeMmtpellier(zom),Ahde-
mande des organisateurs, mais elle n'a pas trouvé les moyens financiers,
i les ressources en son sein, aprés de nombreux départs, d’assurer I'orga-
nisation pleine et entitre dun colloque.

Fallait-il fermer la porte ? ‘

Pourtant tous les débats pédagogiques en cours moniraient, dés le début
des années 2000, I'importance et 'actualité de 1a Géométrie. Les rencontres
avec de jeunes colldgues, parfols lors des colloques premier cycle, posalent
plus de questions que de répanses.

Rigueur ? Raisonnement 7 Heuristique ? Doit on enseigner la Géométrie plane,
indépendamment de ln Géoméirie de V'espace ? Peut-on prouver & l'aide de mou-
vements ? La Géométrie est-elle une Science expérimentale ? Pourquoi I'a-t-on cru
dépassée ? Quel r0le jous-i-elle dans lea mathématiques vivantes ?

Il nous a paru important de ne pas laisser de cOté tous les débats que nous
avions sur ces sujets et done de diffuser nos travaux. Quoi de mieux qu'un
colloque, aboutissant sur la rédaction d’actes, pour réaliser cette tiche ?

C'est ainsi que noust avons proposé & Jacques NAVEZ (Directeur de ' TREM
de Lidge-Luxembourg) d'crganiser un colloque 2 Lidge.

Jacques Navez a, sans hésiter, accepté la lourde charge de cette organisa-
ton, La gageure était grande puisque I’ IREM de Belgique et du Luxem-
bourg était nouvellement créé|

C’est pourquol la commission le remercle, ainsi qu’Emmanuelle Rouy, de

TLa conumiseion Inter IREM de Géométrie était constituée, pour I'année 2002-2003,
de : BKOUCHE Rudelf, CARRAL Michel, COLMEZ Frangols, CORTIER Jean-FPhilippe,
DESTAINVILLE Bernard, GERVAISE Thietry, NAVEZ Jacques, PLANE Henry, SINEGRE
Luc, VIGIER Noelle.
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Vaccueil chaleureux réservé aux participants et de 'excellent déroulement
de ce colloque.

Nous remerclans aussi André ANTIBI et I' ADIREM pour leur soutien mo-
ral et financler, Nous remercions enfin Luc SINEGRE pour la mise en forme
de ces actes.

Pour la mémoire des IREM 1l fallait garder de ce colloque une trace.
Vous pourrez juger & la lecture de ces actes de la diversité et de la richesse
des interventions. Pulsse-t-elle montrer I'importance de l'enselgnement de
la Géoméirie et la variété des thémes abordés. Ces textes ne s'adreasent
donc pas & ceux qui considérent la Géométrie comme la partie "Langues
Anciennes" de 1'édifice mathématique...

Mais ces actes ne pourzont refléter complatement la richesse des dé-
bats ainsi que I'atmosphgre de travail et d’échange lors des ateliers. Notre
souhalt est que Jeur lecture ouvre des perspectives de réflexion aux pro-
fesseurs de coll2ges et de lycées, aux formateurs des IREM et des IUFM et
qu’elle suscite d'autres travaux en Géométrie.

1l faudrait aussi que de tels colloques bénéficient au sein des rectorats
et du ministére d’un soutien plus important permettant une participation
plus large des collagues, en particulier des plus jeunes, ceux qui sont fral-
chement sortis des IUFM.

Les échanges effectués lors de tels rassemblements sont favorables &
une confrontation des expériences et des pratiques qui ne peuvent qu'éire
bénéfiques & V'enseignement des mathématiques, Science en mouvement.

Pour finir citons Jean-Pierre KAHANE :
11 faut enseigner les mathématiques parce qu'elles sont belles et utiles.

Pour la commission Inter IREM de Géométrie

Jean-Philippe CORTIER.
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Géométrie vectorielle.

Michel Balllew et Marie-France Guissard .
CREM, Nivelles.

Je ne suis toujours pas satisfait de l'algabre, parce qu’elle ne donne
pes la vole dacchs 1a plus courte aux belles constructions de la géo-
métrle. C'est pourquoi je pense qu'en ce qui concerne la géométrie,
nous avons besoin d'une autre analyse encore qui soft clairement géo-
miétrique ou lindaire et qui exprime directement les situations comme
Yalgibre exprime directement les grandeurs.

G. W. LEBNIZ

Le dernier volet ~ qui vise la tranche d‘ge de 15 18 ans - de Ia
recherche du CREM sur la lindarité concerne la géométrie vectorielle,
Il n'y a pas &i longtemps, lalgdbre linéaire s'enseignait dans le plus
pur schéma axiomatique, sans donner la moindre place A V'intuition.
C'est dans 'esprit de la réforme des « mathématiques modernes » que
8'inscrivait cette manire d’enseigner. Nous savons aujourd’hui qu'elle
n'a pas produit les résultats escomptés. Cet échec a entratné le retrait
quasi complet de l'algdbre linfgire du cursus de Yécole secondaire,
L'enseignement de cette discipline est ainsl reporté en premitre année des
études supérieures, ol le manqgue de temps et parfols I'absence de soucl
pédagogique ne procurent pas aux étudiants une meflleure approche de
cette matidre difficile.
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Au CREM, nous pensons qu'il est indispensable de travailler 1a géoméirle
vectorielle A pariir de quinze, selze ans, en développant des formes
d'Intuition, des images mentales et Iz conscience de la performance de
Voutil vectoriel pour résoudre des problémes de géométrie.

Nous proposons donc des séquences d’apprentissage qui, dans un pre-
mumps,smtcmquesdemmmaﬁvuﬁaeﬂ'mhnﬁml.esncﬁviws
conduisent A la mise en place de la notion de composantes d'un vecteur ;
elles abordent les opérations élémentaires sur les vecteurs dans un
contexte riche de sens concret.
Apréseedémmagemduuceur,leséléveasorﬂommﬁnluésoluﬁm
de problémes qui exploitent de manidre trés profonde le concept de

Nous avons retrouvé dans les textes originaux, qui #émoignent de 'émer-
gence de la notion de vecteur, la préoccupation majeure qud a guidé notre
démarche, & savoir : décrire simplement un déplacement, c’est-a-dire une
grandeur d'une autre espdce qu'un nombre réel, en fait quelque chose
qui possdde & la fols une direction, un sens et une longueur. ARGAND
lesappeﬂeligneaendirecﬁonouligrmdﬁgées,TAleeanmmewctem,
BELLAVITIS et LAISANT les désignent par le terme droifes.
Nous allons maintenant préciser quelque peu le travail dans les classes.
Au fil de leur parcours scolaire, les él2ves ont calculé d'abord avec des
nombres, ensuite avec des lettres qui représentent des nombres. Nous leur
de découvrir un nouveau mode de calcul qui permettra de
traduire des problemes géométriques sous forme algébrique. Il est done
prudent, avant de se lancer dans cette nouveauté, de faire le point sur leur
connaissance des propriétés des opérations sur Jes réels.
On présente ensuite un plan de 1'Ensanche 3 Barcelone et on pose

quelques questions.

- Ce chemin est-il unique?

- Y a-tl plusieurs chemins
de méme longueur ?

— Y a-til des chemins plus
courts que les autres ?
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On fournit une feuille comme ci-contre, qui
schématise un plan de la ville et on de-
mande de décrire quelques déplacements
sur ce quadrillage, par exemple le déplace-
ment AB, le déplacement BC, ... Au dé-
part, les é2ves utilisent quatre

quiPeUth’hbldJﬂamtlbﬂsrdrdhl
gauche). Le nombre de ces symboles peut
&tre réduit & deux si on oriente les deux
directions, ce qui provoque I'apparition de

convention, un déplacement peut étre ca-
rectérisé par un couple de réels dans une
matrice colonne, Nous avons choisi de dis-
poser les couples sous forme de colonnes
pour préparer le vecteur colonne du calewl -
matriciel et pour éviter la confusion avee || L[]
les couples de coordonnées. De plus, les [ [/ T 17711
différentes opérations sur les couples, qui

se font terme & terme, apparaissent plus

clairement dans cette dispesition ot les

termes correspondant sont sur une méme

ligne.

Une activité similaire est alors proposée sur une feuille munie d’un réseau
depanﬂelogmmmes,plﬂsdehimgles.l.eﬁ'avaﬂsurlesréaeauxtrimgu-
hh‘es,oﬁhoiadhecﬂmmblmtpﬂvﬂégiées,permetdefnirepw
considérablement toute une série d’Intuitions. Méme si on ne
pasdesexpmsslmumnmedépmwlinm,irwpmmwm,ﬁmﬂk
libre, fomille génératrice, les &ives percoivent que, dés qu'on se donne
deux déplacements de directions différentes, ils engendrent tous les
déplacements du plan. De plus, Iactivité montre clairement que les deux
déplammts«debnse»d&bemﬂnmturﬂvo@mmtleswmposamesdes
déplacemmismaisquecesoomposanﬁesmdﬂémteschaquefoisque
Yon change de base. On comprend aussi qu'il est possible de calculer les
composantes des déplacements dans une nouvelle base dés qu’on connaft
lescomposanteudecesdéplaeemmisdaml’andmeetlesmmposanm
des déplacements de 1'ancienne base dans la nouvelle,
Lamisemrelalim,d&ledepart,desdéplacememsduplanetdeleun
composantes, pexmet de travailler A la fols I'aspect géométrique et le
calcul sur les composantes dans la construction des opérations sur les
vecteurs

lascmmedesdéplacemmtsestabordéedmunpmﬁercasoﬁl’oﬂgine
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du second déplacement cofncide avec extrémité da premier. §i aprés
le déplacement AB noté (Z),'oneﬂechmledéplammtBC’noté

Sc‘lm),leaawesymtamquerm.e&ecmmdepmm

. On leur demande alors si ime relation exste entre les trols couples
de nombres associés aux déplacements AB, BC et AC. Ils observent que
les composantes du déplacement AC s'obtiennent par une addition terme
2 terme de celles de AB et de BC, ce qui incite & parler d’addition de

déplacements.

Avant d'aborder le deuxidme cas o
Vorigine du second déplacement ne
coincide plus avec l'exirémité du pre-
mier, les éléves sont invités & dessiner

sur un quadrillage un déplacement quel-
conque, par exemplé, ( _i ).l]s]epln—
ceront évidemment & des endroits dif-
férents de la feuille et prendront ainsi
consclence quun couple détermine la
direction du déplacement, son sens et
sa longueur mais ne donne aucune in-
dication sur sa position. Il apparat ainsi
L | ¢qu'un méme déplacement peut &tre des-
| siné ent une infinité d'endroits dans le
plan et qu‘on peut choisir parmi toutes
ces possibilités celle qui convient le
mieux A chaque situation. On demande
alors d'effectuer AB + CD, qui donne
. AE.
Une question telle que « Quel est le déplacement CL qui, en partant de
C mene deux fois plus loin que CA dans la méme direction et le méme
‘sens ? » permettra de définir la multipiication d'un déplacement par un
nombre, & la fois sur le graphique et sur les composantes, par utilisation
du théordme de THALES,
11 faut bien entendu que 1es él2ves scient consclents du fait que CL = k-CA
dorme une condition d'alignement des points A, C et L. C'est par le biais
des multiples des déplacements par des scalaires fractonnaires que l'on
se dégage des noeuds du quadrillage. '
Des exercices de fixation sont proposés, Leur intérét est non seulement de
faire manipuler les opérations qul viennent d’¢tre définies, mais surtout
de dégager petit & petit les propriétés du calcul vectoriel.
" Les expériences effectuées en classe ont montré  quel point les idées ont
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folsonné tout au long de cet ensemble d’activités. Si bien que le besoin de
faire le point et de ragsembler de maniére claire les résultats obtenus, s’est
fait sentir impérieugement. Les éléves élaborent une premire synthése, en
termes de déplacements du plan, puis une autre, de nature plus théorique,
reprenant la structure d’espace vectoriel,

La séquence d’apprentissage se généralise aiséinent & I'espace. Avec des
étudiants dont la tournure d’esprit accepte plus facllement I'abstraction,
il est possible de reconnaitre la méme structure dans des ensembles de
polyndmes, dans 'ensemble des suites arithmétiques, ...

Le probleme de situer un point sur un quadrillage est latent depuis
le moment ol 'on a demandé de dessiner un déplacement donné par
ses composantes. Chaque éldve regoit une feullle A4 recouverte dun
quadrillage. L'un d’entre eux a la consigne de placer un point A sur un
neeud du quadrillage et, sans montrer sa feuille, de communiquer des
renseignements & ses condisciples pour que chacun puisse placer le point
A exactement au méme endroit de la feuille. Cette courte activité préalable
est destinée A faire prendre consclence du fait que, pour déterminer la po-
sition d‘um point, en phus des deux vecteurs « de base », jl faut une origine.
Apres avoir fait le lien entre composantes d'un vecteur et coordonnées de
ses extrémités, la classe est préte & résoudre des problémes d’alignement,
de parallélisme et de centres de gravité.

On traitera aussl des questions dincidence comme, par exemple, la
détermination d*une section plane dans un cube.

Construire la section du cube par le plan PQR, ol P est situé sur I'aréte
[AB] au tiers & partir de 4, @ est situé au milleu de Varéte [BC] et R est
situé au milieu de "aréte [CC’]. On demande ensuite de déterminer les
coordonnées de tous les sommets de cette section, aprés avoir cholsi
un repére approprié. .

Dessiner la vraie grandeur de la section. Reporter la section sur un
développement de cube.
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Une telle activité permet d’alller plusieurs facettes d'un méme pro-
bléme :
- Ia construction de la section par géométrie synthétique ;
- la détermination de la position exacte de chaque sommet de la sec-
Hon sur chacune des arétes par géoméirie vectorielle ;

- la détermination de la vraie grandeur de la section par calcul des lon-
gueurs de cotés et des amplitudes des angles (par produit scalaire) ;

— la construction dun développement du cube avec découpe de la sec-
ton.

1 est également posaible d’aborder vectoriellement les transformations
du plan et de l'espace.
Dans certaines sections de sixidme année, le programme des cours prévoit
d’enseigner les nombres complexes. Il nous a paru opportun de metire en
évidence la corrélation trés étroite qui, dés le départ allie les concepts de
nombres complexes et de vecteurs. Quelques extraits de textes de Tarr,
BELLAVITIS et LATSANT sont trés clairs & ce sujet. Lorsqu’on tente de re-
monter aux origines des vecteurs, on se heurte inévitablement au souci
qu‘avalent les mathématiciens de I'époque de donner un sens aux guan-
titds imaginaires, Cela débouche sur la représentation géométrique des
complexes et sur leur généralisation & quatre dimensions, les quaternions.
Par exemple, BELLAVITIS définit un produit de vecteurs qul n'est rien
d’autre que le produit de deux complexes considérés dans leur représen-
tation géométrique.
La lecture de cea textes falt comprendre pourquoi on pett avantageuse-
ment utiliser les nombres complexes comme outil de démenstration en
géométrie. Certains problémes ol interviennent des transformations du
plan, notamment des rotations, trouvent, par ces complexes, une solution
@légante et plus courte que celle fournie par le caleul matriciel. Dans ce
contexte, nous présentons, pour quelques applications, une confrontation
des méthodes de résclution par la géométrie vectorielle, par les nombres
complexes, par la géamétrie synthétique. Il nous paraft de loin préférable
d’exercer les él2ves au calcul avec les nombres complexes dans des situa-
tions géométriques significatives plutdt que de leur soumetire des listes
de calculs vides de sens.
Les deux derniers chapitres de cette partie destinée aux €léves de quinze
A dix-huit ans rattachent Vidée de vecteur 3 celle de grandeur veciorielle en
physique, On y traite dabord de problémes simples d'équilibre de solides
dans un champ de pesanteur uniforme, ce qui mobilise les centres de gza-
vitd, On étudie ensuite les conditions d’équilibre d'un point soumis & des
forces, matidre qui permet d’introduire la régle du parallélogramme. Cette
méme lol est reprise dans Je contexte de 1a composition des vitesses pour
des mouvements uniformes et uniformément accélérés.

* L'ouvrage se termine par un chapitre qui propose une gynthise de V'en-
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semble, qui dégage la structure insaire dans ses divers avatars de la ma-
ternelle jusqu'a dix-huit ans.

Le lectenr ‘désireux d'en savoir plus peut consulter I'ouvrage Des gran-
deurs aux espaces veclorlels. La linfaribé comme fil conducteur, CREM, 2002. Le
texte de ce rapport de recherche est entlérement téléchargeable sur le site
http://vwww.agers.cfuwb.be

Centre de Recherche sur 'Enseignement des

Mathématiques
rue Bmile Vandervelde 5 B1400 Nivelles (Belgique)
+32 (0)67 212527 ' crem@sec.cfwb.be

http://www.profor.be/crem/index.htm
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Le cube en famille

Guy Notl, Universiié de Lidge.

2.1 Introduction.

L'utilisation de logiciels de dessin, et en particulier la réalisation de
dessins animés ou animables, permet et am2ne aussi une plus grande
structuration des concepts mathématiques rencontrés,

Nous utilisons ici les mots « structure » et « structuration » dans un sens
assez informel et plus large que celui qu’on rencontre par exemple dans le
traité de Bourbakl. Structurer un ensemble de connaissances, c’est établir
des connaxions entre elles, ainsl qu'avec d'autres connaissances déja éta-
blies antérleurement. C’est aussi procsder & des clagaificationg, distinguer
des caractéristiques de certains sous-ensembles, etc.

Nous inspirant des idées développées par Richard Palais’, nous vou-
lons icl attirer attention sur 1"utilité, pour étudier et structurer une famille
d’cbjets, de commencer par paramétriser cette famille. Si le choix de la pa-
ramétrisation est adapté anx propriétés que I'on veut étudier”, on pointe
alors les objets ayant des propriétés particulitres en considérant les va-
leurs extrémes des paramétres.

Dans un article antérieur®, nous avons illustré Vidée qul vient d’étre
esquissée en considérant la famille des trlangles ef une famille de pavages
du plan ayant un groupe d‘isométries bien déterminés. Nous nous inté-
resserons ci-dessous A la famille des poly2dres convexes ayant le méme
groupe de rotations que le cube et dont les sommets constituent une senle

1R, Palnin, The Visualisation of Muthematics : Towards a Mathematical Exploration, Notices
of the A. M. 5., 46, 6, 647658, (1999)

2Comme le montrent les paradoxes de Bertrand en probabilités, cholsir une paramé-
trisation parmi d’autres peut sa révéler délicat.

3G, Nokl, Structures, glometrie et informatique, de 7 & 77 ans, & peraltre dans Mathéma-
tique et Pédagogie.
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orbite pour ce groupe, Nous tenons & la disposition des lecteurs intéres-
8és un petit logiciel qui d’explorer la famille des polybdres convexes dans
V'esprit de cet article,

2.2  Rappels et notations.

o Lapremiére rotation du cube est évidemment I'application identique.

e Un cube admet trols axes de rotation d'crdre 4 : ses médianes
Nous désignons la rotation d’angle 90° autour de I'axe Z, ainsi que
sa matrice, par la notation Mjz.

010 i |
Mg=| -1 00 ]
0 01 <Silijp>

¢ Un cube admet quatre axes de rotation d’ordre 3 : ses
Nousdéaigrms]arotaﬂmd’angleﬂﬂ’aumdehdiagona]eqlﬂ
passe par le sommet [1 1 1], ainsi que sa matrice par la notation Dy.

0149
Di=|001
100
2
s Un cube admet six axes de rotation d’ordre 2 : les droltes joignant les
milieux d’arétes opp .
La matrice de la rotation représentée
ci-contre n'est pes difficile & calculer
directement. Il est tout aussl facile de
remarquer que cette rotation est aussi
la composée de D, et Mg, de sorte
quesamntrlcestlepmduitmatldel figure 3

Onsaitquelegroupedesmtlunsducubemmprenduélmm
Vapplication identique, neuf rotations dont 1’axe est d’ordre 4, huit rota-
tions dont Vaxe est d’ordre 3 et six rotations dont 1’axe est d’ordre 2. Les
rotations MZ et Dy constituent une partie génératrice de ce groupe. Nous
n‘utiliserons done que les matrices Mz et Dy.

2.3  Llorbite d'un point.

le groupe des rotations comprend 24 éléments, 'orbite d’'un

point est constituée de 24 polnts, dont certains peuvent &tre confondus.

(L’orbite d"un sommet du cube ne comporte que 8 points, celle d'un som-

" met de V'octatdre en comporte 6 et celle d'un sommet du cuboctaddre 12.)
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Nous pouvons structurer comme suit 'orbite d’un point par le groupe
Gg ducube:

S
1. Nous partons d’un point F = (y)

2, NuusappliquomiuepointtmdsfoislamhﬂonMs.Nousdém\i-
nons ainsi un carré de sommets

v (i) () ()

3. Nousappﬁqumsdeuxfois au carré P = BP,PF; la rotation Dy.
Nous obtenons deux carrés supplémentaires, nous les notons @ et R
(Qu=Di(P) et By = Di(Qu))

) () (1) (0

et

() () () (3

P“iﬁ'-‘erpmi € {0, 1,2,3},ma = DI(Pi)lR‘ = DI(Qi) eth =
Dy(Ry), chacun des triangles QR est équilatéral.
A ce stade, le dessin se présente comme suit :

fgure 4
1l n'est pes difficile de vérifier que

Mz(Q)=Ry Mg(@)=R Mz(@)=Fx Mz(Qo)=PRs
De sorte que My applique le carré @ sur le carré B.
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4, Nous avons trouvé 12 poinds de Iorbite de 7, qui peut en conte-
nir jusqu’a 24. Pour trouver des points supplémentaires, appliquons
la rotation My au carré R, Par analogie avec les formules cl-dessus,

NOUs poserons

Mg(Rn) = 8 Mg{Ra)=5  Mg(Rs)=8  Mz(Ro)=35

De méme, nous appliquons la rotation Mz au carré § = 551535 en
posant

Mg(S)=Tp, Mz(S)=T1 Mg(S)=Ta Mg(S)=Ts

Vu que Mg(Q) = R, il est inutile d’appliquer Mz & T': le résultat ne
peut etre que Q.

Nous trouvons donc huit points supplémentaires de 'orbite, répartis
en deux carrés Set T': ,

(2) o(3) () = (3
() () () = (3

et la figure comporte A présent cing carrés :
- ﬂ

N

figure 5
5. Ilnous mangque encore quatre points de 1'orbite. Ces points ne peuvent
etre obtenus qu’en appliquant la rotation Dy 31'un descarrés SouT.
Or D, applique le carré S sur le carré T, Par exemple, D1{5) = 7.
Par contre les quatre points obtenus en appliquant Dy aux points Ty
ne figurent pas encore dans 'orbite. Ils constituent les sommets d'un
sbdame carré noté U/, Nous posons donc

Uo=Di(To) Ui=Di(Ti) Wh=D(T:) Us=D(T)
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De fagon précise :

Le graphe mﬂvantrep:&mtel’mbitedupointmlesﬂéchesentmits
pleimrelévmtdelamtnﬂmMg,etlesﬂéchesmmitaﬁreﬁsdelamﬂm
Dy.

2.4 paraméirisation

Nous venans de déterminer Porbite per le groupe des rotations du cube
d‘un point quelconque de 1'espace. Nous nous intéresserons dansla suite &
l’mveloppecmvanedecetheorbite.[.espolyed:esnlnsiobmmsﬁme-
sont Ia « famille du cube », étant bien entendu que nous nous limitons aux
pdyedmsmethnmogénu,cederrﬂertermed@iﬁmtquelesm-
mets des polytdres considérés constituent une seule orbite pour le groupe
des rotations du cube.

hpreuﬁérechmeareaﬁmestdedemﬁnulecdmimdepum
trisation de Ja famille du cube », Icl aussi, il y a des sous-entendus : nous ne
omsidémnspnseonmediﬁémmsdespolyedmdmchemmtsembhbles:
ce sont des « formes de poly2dres » qui nous intéressent.
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Pour attelndre notre objectif, nous allons travailler en coordonnses sphé-

riques :
z=rainfcoay
y=reinfsing
z=rcosf

T
Dans ces formules, § est"angle entre le vecteur | y | etl’axe Z, angle

z
que nous nommerons la « colatitude », et p est ’angle entre la projection
de ce vecteur sur le plan XY et 1'axe X. Nous le nommerons la longitude.
r est Je rayon de la sphére circonserite au poly2dre. Nous choisirons tout
simplement r = 1.

A priori, 6 peut varier entre 0 et 7, et entre 0 et 21,

L'orbite d'un point peut étre engendrée par n'importe lequel de ses
points. Cette propriété nous permet de limiter le domaine de variation des
paramatres § et .

Par exemple, les quatre points Fy, F, F; et P ont la méme colatitude
puisque les trois dernlers sont images du premier par‘des rotations d’axe
Z. L'un d'entre eux a certainement une longitude comprise entre 0 et §
(§ exclu). C’est celui-1 que nous appelons F. Comme précédemment, les
coordonnées de A, sont simplement notées =, y et 2,

La premidre contrainte affectant les paramatres # et pestdonc 0 € ¢ <
5. L en résulte cosyp > Oetsing > 0. Donc # > Qety > 0. Ainsi, Py est
dans le premier octant. Les seuls autres points de I'orbite dans le premier
octant sont Gy et Ry.

De méme, nous pouvons supposer que F, est un des points de l'orbite
dont la colatitude est minimum. Autrement dit, aucun point de I'orbite ne
peut &ire strictement plus haut que Fy. Exprimons cette condition analyti-
quement.

Vu les symétries de Vorbite, il suffit que B, soit plus haut que Qp et Ry.
La hauteur de F, est 2 = coa ¥, celles de (; et Ry sont respectivement z et
y. Clairement les conditions & satisfaire par Fp sont donc

zZ2T etzz2y
Dans le cas z 2 y, c’est-d~dlire 81 0 € p € J la condition & satisfaire est
coafl 2 sinf cosy. Etei T £ o £ T, 1a condition est cos # 2 sinfsin .
Ainsgi, le domaine de variation des paramaires 8 et i est limité par les

conditions
tgf € ko sl0Sp<]
i< g iigp<t
Par exemple, pour = %,  peut varler de 0 & arctgv2. Sl ¢ = J et

1
¢ = arctgv/2, alorsone B = 3@(1) et l'orbite ne comporte que 8

T
0‘?(5&{
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points distincts : les sommets d"un cube.

1
Pour 8 = 0, la valeur de ¢ importe peu : le point Py est en ( 0 )Dans
0
ce cas, lorbite est constituée des sommets d'un octaddre,
Aux autres points du domaine de paramétrisation correspondent d’autres
formes de polyddres, que nous étudierans au paragraphe suivant. Rete-
nons déja P'allure ¢u domaine de paramétrisation de la famille du cube, et

la position du cube et de I'octaédre dans ce domaine :

i ¥ 5 &4 5 &

2.5 Lafamille du cube

Maintenant que nous avons paramétrisé Ia famille du cube, nous pou-
vons étudier les polyddres (convexes) qui la constituent. Chague membre
de la famille est I'enveloppe convexe d’une orbite. Nous devons détermi-
ner les faces de cette enveloppe.

11 est d’abord clair que le carré P = PP, RF; est une face du poly-
2dre, puisque les quatre sommets de ce carré sant les sommets de hauteur
maximum de celui-cl. De plus, le polyddre admettant le méme groupe de
rotations que le cube, les rotations Mg et Dy appliquent une face sur une
face. Les carrés Q, R, S, T et U, obtenus précédemment et représentés i la
figure 6 sont donc aussi des faces.

Sur la figure 7, on peut lire que les 24 points de I'orbite se répartissent
en 8 triangles équilatéraux associés A la rotation D,. Ces huit triangles sont
dans des plans perpendiculaires & I'axe de D, donc paralltles entre eux.
Deux de ces triangles — les plus éloignés de origine — sont nécessaire-
ment des faces. La distance & I'origine du plan d*un de ces triangles est la
distance du barycentre de ce triangle A l'crigine. On caleule done les hult
vecteurs 3(Py + Qo + Ro), ... 3(S2 + Tb + Up), puis les normes de ces hult
vecteurs. On dresee ainsi le tableau suivant, ot les distances sont toutes
dorméeslmfachuﬂ;‘pﬁs:

e | ol | o | Tl [ Hiaig [ nin [ Sty T ¥y | 5igly |
Dbt Clm+y +oll—atgtsll—w—pt+a o= sllo+y=sll=wfg—af—s—y—s[iw—g = s

Compte tenu de ce que les trois nombres z, y et z sont positifs, et des
inégalités 2 3 z, z 3 y, on voit que les valeurs extrémes de ce tableau sont
T +y+ 2 et —z — y — 2. Aingi les triangles FyQy Ry et 5y T30 sont des faces
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du polydre perpendiculaires & 'axe de la rotation D;. En appliquant ia
rotation M3z & ces deux faces, et en itérant I'opération deux fols, on trouve

six nouvelles faces triangulaires perpendiculaires aux auires
du cube. Ce sont, d’aprés la figure 7, les triangles équilatéraux P RaSs,
PaSyTh, BTiQ1 et ToQallz, QaFaUn, RaSollp.

Dessinons la situation actuelle :

Notre travail n’est pas terminé : 1a figure précédente montre 14 faces du
poly?dre, six carrés et huit iriangles équilatéraux. Dans certains cas part-
culiers, par exemple le cube ou Voctaddre, on a trouvé ainsi toutes les faces
du poly2dre. On constate méme qu'il arrive & des faces de disparaitre : le
cube n'a que des faces carrées, I'octaddre n'a que des faces triangulaires.
Mais dans le cas générel, it nous manque encore des faces.

En effet, dans un poly2dre, tout sommet doit appartenir & au moins
trois faces! Or, sauf cas particuliers, les points appartenant & l'orbite ap-
partiennent exactement & une des faces carrées et A une des faces triangu-
Inires.

Bn examinant la figure 9, on pourrait cependant croire que le poly-
&dre est complet. On constate en effet que des quadrilatéres aont apparus
en plus dea carrés et des triangles équilatéraux. Ces quadrilatires « em-
pruntent » deux cftés opposés & des carrés et les detx autres chiés opposés
3 des triangles équilatéranx. Ils sont au nombre de 12 ; les six carrés ont
ensemble 24 ardtes, les huit trlangles équilatéraux en ont autant. Comme
aucune aréte n'est commune & un carré et & un triangle équilatéral, les 48
arétes délimitent 12 quadrilatéres.

Mais on constate aussi en examinant les quadrilatires situés sur les
bords de la figure qu‘ils ne sont pas plans. Or nous nous intéressons aux
polytdres converes. Examinons de plus prés un de ces quadrilatéres, par
exemple PP\ Ry Ry (voir la figure 4).

On sait que By = Mz(Q1) = MzD,(P,) et Bz = Mz(Qo) = MgDy(F).
Or Mz D, est une rotation de 180°.
Per conséquent, on a aussl P, = MgDi(Ro) et By = MzDy(Rs). De plus,
Vaxe A de cette rotation de 180° est perpendiculaire aux segments (PR
" et [FyRa] et les coupe en leur milieu.
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2.5.1 Sous quelle condition le quadrilaidre PyP\Ra R est-il plan?

Admettons d’abord que les quatre points Py, Py, Ry, Rs sont distincts.
Alm,pourquelequadﬂ]aﬁm Py PRy Ry soft plan, il faut et il suffit que
les segments [Py Ry] et [PoRs] alent le méme milieu.

Or

1 1 y+z 1 1 z+z
3P+ FRo) =3 0 |etz(R+R)=5| 0
y+z z+2z

Leqtmdrﬂaﬂteestdm\cplanaix=y,c'estadheslp=}.Dansoecas,
pour cbtenir I'enveloppe convexe de Forbite de £, 1l suffit d’adjoindre les
douze quadrilatires en question aux faces déja trouvées.

Siz>ylonp < f),domlespdnis?net&smtpluséldgnesde
V'origine que P, et Ry. On obtiendra I' convexe en coupant en
deuxhiangleslequadﬂlaﬁregauche&ﬂﬂgﬂoal'aidedehdjagmﬂe
PoRg.Parmnh'e,sis<yondemuﬂljserdmoebutladiagmaleP1Ro.

Lesdeuxmnﬂguraﬂmd—deswusnesedisﬂngumtque’parlesva—
leursdelalongltudetp:M‘poureeﬂedegauche,Sﬁpourceﬂededroite.
Ces deux valeurs sont symétriques par rapport & 45°. Les deux conflgura-
tions sont symétriques par rapport au plan d'équation z = y.

s ) T

A m.&r, oY
Wt AT
=i T

figure 10 figure 11

Sur chacune de ces

figures on a tracé I'axe de la rofation de 180° qui
les points Py et Ry d’une part, P, et Ry d'autre part. Sur la figure
11, on va tracer la diagonale Ro Py du quadrilatiére FyP) Rg R, alors que sur
la figure 10, on va tracer PyRy.

BEn t de la méme maniére pour tous les quadrilatires gauches

-

_/_'" ‘

dutypePnHRgRo,@obﬂentdeuxpolyEdmcmvmssyméuiques.
A .?,.f_;_--:i'_i'm




18 Guy Noél

Pour = §, on obtlent un polybdre qui est son propre symétrique. Le
quadrﬂaiArePgP;RgRgﬂtunmchnsle ¢’est un parallélogramme puisque
se coupent en leur milieu. De plus, le plan de symétrie (du
polyedm)d'équaﬂnnm =y passe par les milieux des arétes Fo Py et Ra Ry

- TN "
ol o
5

252 Sous quelle condition les quadrilatires gauches disparaissent-ils ?

Nous envisageons dans ce paragraphe la possibilité que les quatre points
Py, P,, Ry, Ry ne solent pas tous distincts. Plugieurs cas apparaissent.

B=P: Cecasnepeutsepmdu:requesxlepoint]’uestsurlaxede

Mz, autrement dit st B, = , ou encore § = 0. I est de plus
équivalent & Ry = Rp. Le est alors un octaédre. Les faces
carrées du type FoPL P se réduisent & des points, les polygones
gauches du type PoPiRsRo se réduisent 2 des segments et ceux-cl

colncident avec les arétes des faces triangulaires du type PoQo .

Py = Ry : Dans ce cas, on a ausai Py = @ puisque Fy, { et Hy sont som-
mets d'un triangle équilatéral. De méme P, Ry et 5; coincident, ete.
Alnsi, les faces triangulaires sont réduites & un point, situé sur l'axe
dela rotation D, les polygones gauches Fy. Py Ry R, se véduisent 2 des

ts et ceux-ci cotncident aves les arétes des faces carrées type
PyP\ Py Py. Puisque Py = Qo = Ry, ona z = y = et par conséquent
¢ = £, § = arctg v'2 (soit 54,5356.. degrés)lgpolyéd:eeatuncube

Py = Rz : De l'examen de 1 figure 7, on déduit immédiatement Qy =
hhceanéeﬁﬂﬁﬂestdomcettefoisadjmte&lnfwe&lmgu
lnire PyQyRy. Le polygone gauche PP, Ryl se réduit & deux arétes
RoPyet RA.

De Py = Ry, on déduit aussi z = 2 et y = 0: B, appartient & 'axe
de la rotation MgD;. On a alors ¢ = Det @ = §. Le polyddre est un
cuboctadre.
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\ ™, A ‘\".

AT i ST T
% ghiny” \

it )
s )
PSS

figure 15 : Un cuboctaddre

P =Rg: Ce cas correspond A ¢ = § et § = T, A part cel, il est iden-
tique au précédent,  ceci prés que les identifications entre sommets
s’opérent autrement. Mais le poly2dre final est le méme.

2.5.3 D'autres possibilités .

Deans le cas général, une face carrée et une face ayant 1a forme d'un tri-
angle équilatéral ne peuvent avolr en commun qu'un sommet. Les « trous »
entre ces deux types de faces sont bouchés par les triangles issus du cou-
page en deux, par une diagonale, des polygones gauches de type PPy Rs Ro.
Sepounait-ﬂquepoqrcerhinesvaleumdenpammemﬂettp,deuxfaces
adjmmlmso:lentcoplamites,cequilesamﬁ:emithfusio:mer?

11 est clair qu'une face carrée et une des faces triangulaires équilaté-
ralesnepounaimteuemphrm:lesunessmtdamdesplamperpm-
diculaires aux axes de rotation d’ordre 4, les autres dans des plans per-
pmdiculahesauxaxesdemtaﬁmd’ordres.Cesdimcﬂmdeplmssont
indépendantes des valeurs de @ et .

Par contre, on pourrait imaginer qu'un des sommets Ry ou R, soient
dans]eplanducanéﬂ;ﬂﬂ&.Vulasymé&led’mdmi,cesmtalors
quatre triangles qui fusionneraient avec ce carré, amenant la formation
d’octogones.

De la méme facon, un des points P, ou Ry pourrait ire dans le plan
duﬁmgleﬁQan,etcetbefoisc'esthsyméuied'ordRSquiammerait
la formation d’hexagones,

Voyons cela de plus prés.

-8ip< },letrlangle.ﬁgﬂﬂaestmfaueadjmieaumnéﬂﬂﬁ&.

Ces deux faces sont coplanaires sl R a la méme hauteur que Fy. Or
1a hauteur de B; vaut z, et la relation £ = z équivaut &

1
t89=m

Si cette condition est satisfaite, on note en effet le remplacement des
six faces carrées et des 24 faces triangulaires issues des quadrilatires

gauches par six octogones.
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- Sl > I, c'est le triangle PyPi Ry qui est une face adjacente au carré
PoP PR, On procide comume ci-dessus en supposant que Ry a la
méme hauteur que Fy. La hauteur de R, vaut y, et la relation z = z
équivaut a

1
=

-

Nous pouvons résumer ces deux situations en disant que le polydre
admet des faces octogonales lorsque le point (i, 6) appartient & la
courbe qui Hmite vers le haut le domaine de paramétrisation (Agure
7).

- Si ¢ < §, le triangle PyRoRs est une face adjacente 4 la face triangu-
laire équilatérale Pyldo Fo. Le point R; est dans le plan de cette face sl

Py
et seulement sl le vecteur By — P, = | —2y | est perpendiculaire

x—2
1
4 l'axe de Ja rotation D,, ¢’est & dire au vecteur

1 |.La condition

1

2 satisfaire est donc y = 0, c’est-a-dire sin fsiny = 0. Le cas & = O est
celui — défa

rencontré — de L'octaddre. Le cas i = 0 correspond aux
points du bord gauche du domaine de variation.

i —_~
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-Sitp>},c’eatleuimglePuHORoqmeatunefmeadjmteahfme
équﬂaiéralePnQRa.I..epointﬂestdmsleplandeeeﬁe
f y-z
ﬁcesletseulemetﬂsilevmﬁ—&=(—m—y est perpen-
0

1

diculaire & Faxe de la rotation Dy, c’est & dire au vecteur | 1 .La
1

condition A satisfaire est done = 0, c'est-d~dire sinfcoep = 0.Le

cas @ = 0 est & nouveau celul de Foctadre. Le cas ¢ = § correspond
aux points du bord droit du domaine de variation.
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2.6 Des polyddres archimédiena

Danslespagesp:éoédmtea,musavonsdejadémuvu'tdmslafamﬂle
du cube des polyddres trds particuliers. D’abord deux polyedres réguliers,
le cube lui-méme et Foctaddre, Ensuite un poly2dre quasi-régulier, le cu-
boctaddre

Nousnllms:edmdleripzéaentdlafmﬂﬂecomprmdd'autrespo-
lyédresamlﬂmédims.llnouswfﬁtdemchemhﬂdmcemfamﬂleles
polyedmsdmwutealesfaoesmntdespolygoms:égu]lers.

Iasseulspolygmesquel'unmmtrecnmmefacesdepolyédmde
cetbefanﬂﬂeamtdeahiangles,desrectmgles,deshmgme&etdesocto—

gones.

Nousprmédermsmpumtmmwelesdjﬂérmtesmduhbleau

précédent.

L Commetl\qonspulacasedehda'nie:elimepuurhqueﬂep< Tet
g0 = 25
Pour;;vermpokyed:eudﬂmédimdumceﬂecase,ﬂfmtze
chﬂcherdeavaleursdeﬂetrppourlesqueﬂesles.fwesbcbgomles
soimtrégu]i&es.D’apresl’amlyaefaiizmz.Eﬁ,medesfmesoc-

est constitude du carré BPy Py P fusionné avec quatre tri-
mglespamd]esqudsletianglel’oﬂﬂa.

S

’I_Lh":'—_i’::

Ty

hprenﬁérecmdiﬁmauﬁsfairepourquel’ocbgmsoitreguliet
estquelesobtésﬂRaethﬂaientmEmelmgueur,c’esH-dheque
dansleplmPuﬂPe,lePointR;soitsurlnmédinticedeH;Pl.Laﬂ-
guled-dessilsestréa]iséedamceplm.[.escoordmméesde&,ﬁet
Ry y sont respectivement (z, ), (3, —2) et (3, —y). Le milieu du seg-
ment Py P, estle point A de coordonnées }(x+y,y— ). La perpendi-
qﬂnﬂtéde&AetARgsel:adultpul'équaﬂmzu’+m—2z’=0,
soit, en remplagant 1 par tgp s tg' ¢ +2tgp — 1 = 0. La solution
positive est tgp = —1 + /2 ce donne pour { une valeur de §. La
valeu:conespmdanhdeﬂestdoméeparl'éqmﬂontga=m—1—,.0n
obﬂenta.insi9=0.8249436...rud(47,26579...°)

En principe, pour vérifier quun polygone est régulier, il faut véri-
ﬂe:quelescbl:ésontm&melongueu:,maisaussiquelesanglmsmt
égaux.Nousvmmsdechoisi:BetcpdefagonqueRgudtsurla
mérlintrlcedePuﬂ.Parrajsondeaymétﬂe,lesquahemmelscle
l'octogmeaut:esquePu,ﬂ,H;et.Psmmmlamédhtriced’m
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des cOtés du carré PP, P B, et les huit ctés de I'octogone ont méme
longueur. De plus, les huit rayons joignant le centre du carré aux huit
sommets de 'octogone ont méme longueur puisque les coordonnées
dans le plan du carré de Py et Ry sont respectivement (z, y) et (z, -y}
Enfin ces huit rayons forment entre eux huit angles de §. L'octogone

est done régulier.
. Pour ¢ > L ettgd = .,:w,ontrouvedelame:l:temaniheunpolyedre

archimédien correspondant & ¢ = I et & = 0.8249438 ... . rad.
Les deux poly#dres précédents portent le nom de « cube trongué ».

b =

figure 18 : Un cube tronqué

. Passons & la case du tableau pour laquelle p = Oet & < §. Lea po-
lyddres correspondant A cette case ont 14 faces dont 6 carrés et 8

Nous cherchons s ces hexagones, construits autour de
trlangles équilatéraux tels que FaQo Ry sont réguliers pour certaines
valeurs de 8,
sin @ cosf

Dans cette situation, ona P, = 0 JHo=| sin@ |etR =
(4)=- (%)

cosd

0 |.Notre raisonnement sera enalogue au précédent : nous
sind
cherchons si le point Ry peut se trouver sur la médiatrice de FyR.

En notant A le milieu de PyR) et en exprimant la perpendicularité de
ARy et AF;, on obtient I'équation

tgh =

=

d’od § = 26, 56°.
On obtient bien entendu un autre polyédre du méme type pour p =
X et § = arctgl. Ces deux polyddres portent le nom de « ockaddre
f?mué’.
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., S

figure 19 : Un octaddre tronqué
5. Dans la case du tableau correspondant & ¢ = £ et 0 < § < arctg /2,
nous trouvons des polydres ayant 26 faces, dont 6 carrés, 8 triangles

équilatéraux et 12 rectangles, Existe-t-il des valeurs de § pour les-
quelles ces derniers sont aussi des carréa ?

Un de ces rectangles est le quadrilatére PP, RyRy. Vit que ¢ = , les

coordonnées des quatre sommets sont :
Lging A gin ¢
R= azﬁgma Pi=| -Lgng
cosd coed

( :uagaﬂ ) ﬁcnsﬂ

Ry=| —aing Ro=| Ysing

Hang (a,&aine)

La longueur du coté FyF; vaut done +2eind, et celle du cdté PR,
vauh/iliaﬁsinﬂ—eusﬂl.l.esrechnglessmtdmcdescarréssiet

seulement si § = arctg{2—v/2) (en degrés : approximativement 30,3612°).
Le polyédre obtenu est le « rhombicubociatdre ».

figure 20 : Un thombicuboctaddre

6. TI nous reste & explorer les deux cases du tableau données, la pre-
nﬂérepar0<9<arctgﬂ+wet0<<p<}ethaeeondeo<9<
arctg ;o et § < p < E. Vi la symétrie de la situation, nous nous
contenterons de la premigre, ’

11 s'agit alors de déterminer si les triangles — 2 priori quelconques
— issus du quadrilatére gauche P P By R, peuvent 8tre équilatéraux
pour certaines valeurs de ¢ et 6. Pour la situation 0 < ¢ < §, les
triangles & considérer sont Py P, R; et FyRy R (voir figures 13 et 12).11
suffit que 1'un des deux soit équilatéral pour que Fautre le soit aussi.
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En effet, |PoPy| = |RoRy| (cotés de faces carrées) et |PoRo| = | ARl
(deux cOtés de faces triangulaires équilatérales). .
Considérona done le triangle Py P, Ra et ses sommets :

(i) ~(3) ~(3)

LestmispoinisPu,Plethelmtsiméuurmesphémdemyml,
les trois distances | FyP,|, | P.Rs| et | FoRlg| sont égales si et seulement
st les trois angles FOB,, FOR, et K0P, sont égaux. Il nous suffit
danc d*égaler les produits scalaires correspondants :

B-P=2 P -R=22—y R -P=gzziyz+a

Les équations A résoudre sont donc y* + 27 = 2zz et 2y +yz+ 2z = 2
Passant en coordonnées sphériques, elles deviennent

tg2fein?p — 2igheosp + 1 =0

tg3fein peos o + tgflooap +einp) —1 =0
En additionnant ces deux équations et en simplifiant par tgf, on
trouve tg# en forction de ¢ :

o cosp —sing

gin p(sin + cos )
On remplace alors tgf par cette valeur dans la premidre équation.
Apres calculs, on arrive & I'équation

tgf o+ 2tgt o+ 3tgf o+ 2tgp —2=0

qui admet dans V'intervalle [0, 1] la seule racine tg i = 0, 495843297931,
ce qui fournit y = 26, 3742063779°. On trouve alors sans peine la va-
leur 8 ~ 32, 1606898335°,

La solution symétrique (si ¢ > ¥) fournit les valeurs

tgd

6 = 32, 1606898336° et » ~ 63, 6257946221°
Les deux polytdres ainsl obtenus portent le nom de « snub cube ».

o, AN
s> | A A
4] >> N —1

R o

figure 21 : Snub cube gauche figure 22 : Snub cube droit



Le cube en famille, ' 27

Résumons nos résultats concernant les polyédres archimédiens de 1a fa-
mille du cube en un tableau :

] Colatitude § | Longitude v '

| Cube | arctg 2 (5473...9) I (45%)

Cube tronqué BTCH g i (47,26...%) §@257)

| arctg i (47,26...°) & (67,5°)

Octatdre 0 -

Octaddre tromiqué arctg § (26,56...%) 0 __||
‘Cuboctaddre T(d5%). 0
'Rhombicuboctaddre | arctg(2 — +'2) (30,36...°) T4

Snub cube gauche | 0,56131...(32,1606...%) | 0,46031...(26,3742...%)

Snub cubedroite | 056131...(32,1606...9) | 1.109...(63,62...°)

Pour conclure, complétons Ia figure 8:
!
i}
cupe
58, ouby irike wrongud
s Fubocansdre e
mub b
an. L . ]
“ urrmilb-rvulqlf octaddre irunyud
I
ocisddre ) .
o 10 10 3n 40 s 4 f0 W W g

figure 23
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La sorcidre d’Agnesi

3.1 Drtvoduction.

Plerre Lecomte, Université de Li2ge,

Cet article est qu‘un petit résumé du premier site internet! qu’a bat
Plerre Lecomte pour résumer ses travaux.

On y retrouve les pre-
midres applications géo-
métriques de la transfor-
mation qui produit la c&-
lebre courbe 2 partir d'un
cercle. A ce propos, et
méme si le nom de sor-
ci2re provient d'une erreur
de traduction, on a pensé
utile de reproduire en an-
nexe, V'article rédigé dans
I'Ouvert de 1'Trem de Stras-
bourg, pat Bruno Bernar-
doff, C’est une traduction
libre d'une biographie faite
par June Barrow-Green et
Teremy Gray, pour le bicen-
tenaire dela mort dela ma-
thématicienne.

-
o3

ﬁgurel:MariaGaetamAgnesi.

1On le trouve & Fadresee hitp 1/ /wwwiulg.acbe/ geothalg/sorclerel /indexhtml
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La Sorcidre d’Agnesi (¢f fig 3) est une courbe construife au moyen d'un
cercle, d'une droite et d"un paint.

La figure 2 illusire cette . Q
construction : A est un /"“‘“\ T
point du cercle, a est la / .

(AP) rencontre a en @ ; le \

point P est 'intersection . 7

de la perpendiculaire & o —

passant par ¢ et de la pa-

ralltle & 6 passant par P. figure 2

O S
.f’f HH\._‘_H
_._F_f-f"f . N ,-F P 1-:""' ~—

I x_\_‘-\_‘_'!__.-- e ———

figure 3 : La Sorcidre d’Agnesi.

On constate assez vite que Je rile du cercle est secondaire. Il indique quels
poinis transformer mais le pagsage de P a P’ n'en dépend pas. Il est seule-
ment dicté par A et a. En substituant un arc de courbe € au cercle, on
obtient une autre courbe, que nous appellerons transformée d'Agnesi de C
(par rapport & A et 6). Il est du reste aisé de retrouver P & partirde P'. La
construction est réversible, ce qui permet de trouver un arc de courbe C’
dont C soit 1a tranformée d’Agnesi : 1n tansformée d"Agnesi inverse de C.
Ces dénominations ne sont pas canoniques : on appelle ausal ces transfor-
mations des kyperbolismes directe ef inverse. L'une et I'autre sont des cas
particuliers de transformations de Newton.

On peut généraliser encore, en remplagant & par une courbe ou en chan-
geantles directions selon lesquelles on projette P et Q sur P, On peut aussi
s‘affranchir totalement de la courbe C et considérer les deux transforma-
tions comme des transformations du plan euclidien, réciproques I'une de
Uautre,

C’estal'illustration de ces quelques conasidérations que les notes qui sulvent



La Sorciére d’Agnesi. a1

sont consacrées, Cela nous conduira & quelques énoncés élémentaires mais
amusants. Dans la mesure of1 ils proviennent de transformations inver-
sibles, ils possédent le plus souvent une forme de réciproque qui traduit
Veffet de l'inverse de la transformation utllisée pour les obtenir, ou de1'ali-
gnement des points . Nous lasserans le plus souvent au soin du lecteur la
formulation de celle-ci.

Dans le reste de ce texte, £ désigne un plan affine euclidien.

3.2  Les transformations A et A",

On fixe un point A de £, ainai qu‘une drodte & de £ ne contenant pas A.

32.1 Définitions.

Lapplication A : £ ~» & transforme le point P A en Vintersection
P’ dela parall2le A a menéee par P et de la perpendiculaire & 4 menée par
Fintersection @ de (AP) avec® a,

L8

L »

figure 4 : Construction de A(P).

L'application réciproque A~* applique donc un point P sur I'intersec-
tion P de 1a paralitle & a menée par P et de la droite joignant A & la pro-
jection orthogonale @ de P sur 4.

28 P estun point de la paralltle & a menée par A, autre que 4, (AP) est aussl paralltle
lu;Qn’e:dslepu;lotsqueP-A.Qeethd!ﬁnimﬂyaumi:ﬁ:ﬂt&dedxoﬂupm
par Aet P.
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~ =
figure 5 : Construction de A~1(P).

Les applications A et A~! sont définies dans le complémentaire de la
parallle A a menge par A, ot elles sont réciproques 1'une de 'autre®.

Les points fixes de .A et A~? sont les points de g et ceux de 1a perpendi-
culaire & ¢ menée par A, autres que A.

:l5.2.2 Expressions analytiques.

1l est assez naturel de rapporter £ & un repare orthonormé (4, e, e2)
dont Vorlgine soit 4, avec e, paralltle & a et e; orlenté de A vers sa projec-
tion orthogonale sur® a. Celle-ci a donc des coordonnées de la forme (0, h)
olt h =d(A,a)>0. -

Dans un tel repére, les expressions analytiques de .A et de sa réciproque
sont données par :

{ A: (zy) = (B9)

A @) ()
Elles confirment ce que nous savions des domaines et des images des
transformations étudiées.
Avec ces formules, il est alsé de décrire analytiquement les "transforma-
tHons d’Agnesi” directe et inverse de courbes. Par exemple, si C est décrit
par des équations paramétriques
‘ {a.'=:|:(t)
v=y(f) ’

alors sa transformée directe ¢’ = A(C) admet les équations paramétriques

he
v =¥t
BBn fadt A1 est définie dane £ tout entier: Eile donne A comme image commune aux
points de cette paralldle.

. ‘Seulel'orientation de e) n'est pas précisée. Il y 8 donc deux repires ayant lea proprié-
téa demandées. Un pour chague crlentation possible de £.
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S C est défini par une équation cartésienne F(z,y) = 0, alors C' admet
I'équation
Play) = (Fo A ™)) = F(39) =0

Dans chaque cas, il faut bien entendu étudier les éventuelles singularités
de la transformée. Pour la transformée inverse " = A7Y(C), il vient res-

pectivement
2= i
(%
F(z,9) = (Fo A)(z.p) = F(’;—”. ¥ =0,

Les transformées de certaines courbes se présentent parfols comme des
graphesdeMchm,eeqtﬂenfadlitel’étudeetdmnequelquesem
cices intéresgants, C'est le cas de la Sorcidre d’Agnesl. C'est aussi le cas
per exemple de la transformée directe d’une parabole par rapport & son
sommet et A une perpendiculaire & son axe.

3.3 Transformées de droites.

3.3.1 Transformation direcie.

Aspects analytiques.
Considérons une droite d déquationpz + gy +r =0,
La courbe A(d) admet 'équation

%zy+qy+r=0. (3.1)

Lorsque d n'est pas paralléle & o,

Cest-a-dire lorsque p # 0, A(d) 4
est donc une hyperbole équila-

tere. Elle passe par les points F

et F/, intersections de d et de Bf
I'ensemble des points fixes de A.

Ses asymptotes sont d'une part

Ia parall2le o’ & o passant par A s B
et, d’autre part, ln perpendicu- _
laire & ¢ menée par le point d'in-
tersection €’ de a et de la paral- .
IRle & d menée par A, Ceci g'ex- ~ --mTmem¥ommoomhon f======t -
plique aisément aumoyendela  figure 6: Le centre C et les asymptotes (en
geométrie projective. pointillé) de A(C).

EPE—— S—
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Les directions des asymptotes d'une hyperbole sont, dans ce cadre, les
points & 'infind de celle-ci. En étendant la construction de A 2 cette sorte
de paints, 'image de la direction de d est I'intersection de la perpendi-
culaire & a en ¢’ et de la parallale & ¢ menée par P, qui est la "droite® &
I'infini®, ¢’est-a-lire I'ensemble des directions de £.

C'est donc la direction de (CCY), ™ i
bole. La seconde asymptote est, S

! -
une des asymptotes de I'hyper- . daAS E

de facon analogue, I'image du L;L-:"‘L 7
point " commun & d et 1a pa- =% —;

ralltle o’ & a menée par A4 . Le ST ﬁ"ﬁ: """"""

centre de I'hyperbole coincide

avec A exactement lorsque d est ;

perpendiculaire & a. | 2
figure 7 : Apergu de I"Hyper

L'hyperbole d'équation (3.1) est dégénérée exactement lorsque d passe par
A

Lorsque d est parall2le & a (et ne passe pas par A ), aloms A(d) = d.

Enoncés géométrigues.

En examinant la discussion précédente, on obtient quelques énoncés
de géométrie élémentaire.

SCar d rest pas paralidle A d,
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Enoncé 1:

On donne deux droites perpen-
diculaires o et b et un point
P qui n'appartient 4 aucune
d’elles, Une droite d passant par
P coupe a et ben A et B respec-
tivement. Montrer que le lieu de
Yintersection de la paralléle & a
menée par B avec la paralidie &
bmenée par A est une hyperbole
dont les asymptotes sont les pa- figure 8 : Les rectangles I et I7 ont méme
ralléles & g et b mendes par P. aire.

Ce lieu est en effet 1 inansformée d'Agnesi A de b par rapport 2 P et a. On
peutaussifairelav&ﬂﬂcaﬁmdirededelapmprléié(vdr]aﬁgmeﬂ):il
estévldentquelesmchansles!etﬂmtm&meahe.Cmmelerechngie
I est fixe, 'aire de IT est constante. Par conséquent, M se déplace sur une
hyperbo]eéqﬂ!a&nedmtlesasymptotesmtlmdmimhaoéesenpdn
tilé.

Plus généralement

2;
On donne deux droites sécantes
a et b et un point P qui n'ap-
partient & aucune d'elles. Une
droite d passant par P coupe a
et b en A et B respectivement.
Montrer que le Heu de l'intersec-
tion de la peralltle & o menée
par B avec la perpendiculaire &
a mende par A est une hyper-
bole. Déterminer les asymptotes
de cellecl.

figure 9 : Les rectangles clairs ont méme
aire.

De nouveau on peut noter que ce lieu est la transformée d' Agnesi directe de
b par rapport & P et a. On peut ausai en donner une démonstration pure-
mmtaynméﬁquepa:compuaismd’mesderechngles.laﬁgmeaidei
comprendre comment.



tés (arbitrairement) BB'B" et
PP'P*, Par conséquent les rec-

tangles de tfeinte soutenue ont h
aussi mame aire, ce qui termine teinte ont méme aire, ainsi que ceux
la démonstration. de méme numéro.

Avec 1a transformée d’Agnesi inverse, il vient - ‘

Engncé 3:

La fransformée d'Agnesi inverse d'une hyperbole équilatére par rapport &
un point situé sur une de ces asymptotes et & une droite paralidle i celle-cl
est une droite.

Nous lalsserons au lecteur le soin de I'exploiter pour obtenir des exercices
supplémentaires.

3.3.2 Tunsformation inverse.

Les développements sont analogues & ceux relatifs 3 la transformée di-
recte. Nous laisserons & I'imagination du lecteur toute liberté de compiéter
a sa guise les quelques indications qui sulvent.

Caonsldérons & nouveau une drolte d d’équation pz + gy +r = 0. La courbe
A~{d) est définie par I'équation

ph-3+qy+r=0. (32
Lorsque d n'est ni paralldle ni perpendiculaire 2 a , il s'agit d"une para-

bole. Elle passe par A et par l'intersection B de d et de la perpendiculaire
4 ¢ menée par A.
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b
S _--.l'-.'; ks .E‘!‘:“.'.‘."_ ...... (axe)
1
o
= — .
figure 11 : Le sommet S, I'axe vt la tangente au sommet (en pointill€) de
A™Y(d).
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. i
' SN
figure 12 : Apercu de la parabole.

Elle passe aussi par I'intersection de d et de A . Son axe est parallele &
a. 1 passe donc par le milieu M du segment [AB]. Son sommet est facile &
canstruire, L'axe coupe d en un point. La droite qui passe par la projection
orthogonale de celui-ci sur 6 et par passe par A le sommet de 1a parabole.
Lorsque d est perpendiculaire 2 a, 'équation (3.2) est celle de 1a droite pas-
sant par A et Vintersection de d avec a. Lorsque d est parall2le 2 q, elle

représente elle-méme.

Les faits cl-dessus font l'objet d'énoncés que nous ne formulerons pas
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explicitements. Nous nous contenterons de formuler une forme de réci-

proque & laquelle ils donnent liew.

Enaneé 4:

Des points A et B sont situés sur une parabole. La droite joignant le som-
met de celle-ci & la projection orthogonale de V'intersection de (AB) avec
I'axe sur 1a paralléle A 1'axe passant A par coupe la perpendiculaire a I'axe
menée par selon un point de la parabole. :

Volel un autre exemple, facile & / /
paramétrer et conduisant & une f
courbe du quatridtme degré en | ¢
forme de huit I s’agit de la \ o
transformée inverse d’un cercle Y S
par rapport A son centre et & une N

angente

figure 13 : La transformée inverse du cercle

par rapport au centre et & une
une sorte de "huit",

3.4  Annexe Historigque.

Blen” des mathématiciens connaissent le nom d’Agnesi & cause de la cubique
dite “versiera” ou « cubique d'Agnesl » ou encore « sorcliére d’Agnesi ». Ceite
cubique a pour équation cartésienne z?y = a*(a - y) . Cependant, Ia plapart
d‘entre eux, peu au fatt de son histoire, peuvent se demander en vain la raison de
la dénomination, pour le moins inhabituelle, de cette courbe. Nous verrons que

SEn particulier, nous ne dormerons pas de justifications synthétiques & ces

Fraduction de Bruno Bernardoff (Pour le journal 'Ouvert de 1Trem de Strasbourg,
r° 96) de la biographie June Barrow-Green, Jeremy Gray Marla Gaetena Agnesl, Netos-
“etter, n° 31, Mars 1999, Revue de la Société Mathématique Européenre.

te est



La Sorciére d’Agnes. 39

o1 1a wérité est bien plus triviale quse ce que 'on peut s'imaginer, il nous faut noter
queoemmaaumml’nmtasedeperp&uﬁlesouvmirdeMaﬂaGaehm
Agmatshmhpmnﬂé:edumodnsumd:stuute&pmﬂmsmﬂlémaﬂdmes
européennes de la pérlode moderne.

Marla Gaetana Agnesi naquit & Milen en 1718, Fatnée des 21 enfants de Pietro
Agnest dont la famdlle avait fait fortune dana le commerce de la sole® . Blle fut
pouueedmhsémdapusmpuequiluipmcuﬂlumeﬂlmmnmdeh
région en philosophie, en langises, en sclences naturelles, en mathématiques et en
nnzs!que.Dasl’ﬂsedellm,eﬂedmdndtdenmnbmuuslmguesdmﬂle&m—
cais, le latin, le grec, I'allemand, Y'espagnol et I'hébreux. En 1738 fut publié un
vohume de 191 théses philosophiques qu'elle se prépara A défendre, défiant ains)
tous les concurrents. Lea comptes rencius de son habilets dans cette joute oratoire
montrent qu'elle possédait déja de sérleuses connaissances dans les disciplines
sclentifiques puisqu'elle y fait référence & la théorie des marées, & 1a prapagation
dehlunﬂére,umpmpﬂétésgéométﬂquesdeumubuetdemmﬂenﬁhphl—
losophie newtonienne.

Cependant Agnesi s¢ lassa rapidement d‘une vie publique o on ne s"intéressait
qu’impmdiglmxtahntebmﬁehvolmtédeampém,eﬂedéﬂdld’mm
au couvent. Ce n'est qu'aprés de longues discussions, qu'elle accepta de rester au
sein dela famille A la condition qu'elle abandomne les formes de sa vie passée. Elle
se cloftra chez elle et s’adonna A Pétude de 1a religion et des mathématiques, Ses
progrés en mathématiques furent grandement facilités par Varrivée & Milan de
Ramiro Rampinelli (1697-1755), moine bénédictin et surtout mathématicien qui
était suparavant professeur & Rome et & Bologne. Rampinelli devint n visiteur
régulier de la mattresse de maison et int bientdt le role de professeur d’Agnesi.
Le premier travail mathématique d’Agnesi, un commentaire du traité posthums
de 1'Hospital sur les sections coniques” , ne fut pas publi¢, Cependant, son dewxiéme
ouvrage mathématique, “Instituzioni Analitiche ad Uso della Gloventd Italiana®,
en deux volumes, publié & compte d’auteur & Milan en 1748, 1a rendit célzbre
(q'ﬂ,gl!).néhitréd!geenthllen(etnnnpnmhﬂn)d’umpartpamequ’el]e
préﬁérait&mhemeeﬂelmgueetd’nuﬁepmpmqu’eﬂcvouldthmdnm
ceuﬂahhhjeunuseltaﬂmm,mpuﬂcuﬂerhesﬁhujmbut,medhh
déclare dans la préface, était de présenter le sujet de fagon qu'il soit « pourvu de
sa clarté et de ga simpliclbé propre.., [et] suive Vordre naturel qui procure, peut-
&ire, le meilleur enseignement et la plus grande homidre » La préface contient
également un hommage émouvant & Rampinelll ainsl qu‘une reconnaissance en-
vers une ceuvre plus ancienme de Reyneau®,

8C’est  tort que de nombreux dicormaires blographiques perpétue le trythe d'un
phpmﬁmmuquslmm.hlmtwdﬂmdchhﬂﬂew
dpuMWdocdeml’ommd‘Amhtﬂ"MnﬂaGuhmApﬁ'pubhé
& Milan en 1900.

Guillaume de L'Hospital, « Traité analytique des sections coniquss », Paris 1720. Ce
livre eut une grande importance lors de sa publication.

WCharles René Reyneau : « Anslyse démonirée ou la méthode de résoudre lea pro-
blames des mathématiques et d'apprendre facilement ces sclences » Paris 1707, 4 John
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En dehors de Rampinelll, une autre personne eut une influence importante sur
V'ouvrage. 11 s’agit du mathémsticlen Jacopo Riccati (1676-1754). Rampinelll connais-
sait bien Riccatt et c’est sur son conseil qu’Agnesi hut écrivit, hii demandant son
avis et des commentaires sur son travail. Commenga alors une longue ef fruc-
tueuse correspondance entre elle et Riccatl, correspondance qui dura de 1745 &
1749 et dans laquelle Riceatl suggbre de nombreuses corrections et annotations.
La correspondance contient également la « méthode des polynSmes » ceuvre non
publide de Riccati et qui datait de plusieurs années. Agnesi inclut cette ceuvre
dans son ouvrage en précisant soigneusement son origine.

A premizre vue, il semble que I’ “Instituzione Analitiche” fut un grand succes.
Marie-Thérdse, Grande Duchesse d’Autriche et féministe notoire & laquelle Agnesl
avalt dédicacs son travail, montra sa satisfaction en envoyant & l'auteur une botte
inerustée de diamants. Le Pape Benolt IV qui avait lub-meme &tudié lea mathé-
matiques lui écrivit personnellement pour la féliciter et peu de temps aprés il hul
accorda le poste rémunéré de lectrice honoraire en analyse & I'université de Bo-
lognie. En 1730, elle fut nommee sur la chaire de mathématiques. En 1745, I'Aca-
démie francaise recommanda que le deuxiéme volume fut traduit en francais,
traduction qui vit le jour en 1775. En 1760, John Colsond peépara une traduction
anglaise5 mais quine fut publié qu'en 1801 pour diverses raisons dant la mort du
traducteur. Colson avait ébé tellement intéressé par le travail &’Agnesi qu'il apprit
Fitallen pour effectuer la traduction, traduction qui ne se limitait pas seulement
au vocabulaire mais également aux notations, puisqu'il transposa les notations
de Leibniz en celles de Newton.

Cependant, un examien plus attentif des sources mantre que 'accuefl de son livre
ne fut pas aussl large qu‘on peut le penser. Le travail d"Agnesl ne recut pratique-
ment pas d'attention de la part des grands mathématiciens du XVIIe sidcle et plus
tard les historiens des mathématiques ignorérent largement. Comme Truesdell
Va démontré avec force, c’Stait essentiellement parce que le livre d’Agnesi, bien
qu'il fut sans aucun doute un modile de clarté, ne contenait rien de nouveau ou
d'original, nd davantage d'applications 2 la mécardque. Blen qu'll ait ébé décrit
avec précision comme « un exposé par 'exemple plutdt que par la théorie », i1
ne contient pas un seul exemple d'un calcul différentiel ou intégral appliqué & un
phénoméne naturel, contrairement A bien d’autres lvres de I'Europe cantinentale
de la méme période. Le livre commence par 1'algébre élémentaire, continue par 1a
théorie des équations et I'usage des coordonnées en géométrie, puis dans le vo-
lume II, attaque le calcul différentie] ef intédgral (ainsl que les séries Infinies telles
qu'on les connaiesait A I'époque), et termine par Ia résolution des équations diffé-
rentielles élémentaires,

Calscn éiait titulaire d'une chatre A Cambridge de 1739 & 1760, La plupart de ses pu-
blications sont des traductions. 5 ]. Colsar, “Anelytical Institutions”, Vohume I, Londres
1801



La Sorciére d'Agnesi,

L'étude de 1a courbe connue aufourd Thui sous le
nom de « sorcidre &’ Agnesi » apparalt vers Iz fin
du premier volume" (page 381). Cette cowrbe,
dont s premidre mention se trouve dana les
travaux de Fermat, fut construite en 1703 par
Guido Grandi (1671-1742) qui, en 1718, l'ap-
pela « Versiera » du latin « Versiora » qui est
la corde qui entoure une voiie'2, Dans l'dtude
de cette courbe, Agnesi suit fidélement Grandi
et écrit “La curva... dicesi la Verslera”. Le nom
de « sorclére » n’apparut que plus tard et ré-
sulte d'une erreur de fraduction. Le coupable
en est Colson qui confondit “la Verslera” avec #
averslera” qui a justement le sens de « sorcidre
» (voir sa traduction page 222). :

s u =]

'IH'-‘ TTTI-."I TRl

ANALITIMCHE
Linisd) Friaten
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Malgré sa nomination sur une chaire de l'université de Bologne, Agnesl ne se
rendit jamais dans cette ville pour y toucher ses revenus. Pourtant eon nom resta
sur les registres de 'université pendant quarante-cing ans. Pen de temps aprds
la publication de “Instituzioni Analitiche”, et sans doute & I sulte d"une sévdre
injonction paternelle elle se dédia corps et Ame & la religion. Elle prit en charge
F'instruction de ses frires et scurs et s'engagea dans Vaide aux pauvres et aux
malades. Aprés 1a mort de son pire en 1752, elle redoubla de ferveur religieuse
et s'Investit totalement dans son travail charitable, Elle créa et financa un hos-
pice paur les vieilles femmes, En 1771 elle devint directrice d'un grand asile pour
pauvre, “Fio albergo Trivulzio” dépendant de V'église et elle y mourut, sans res-

source, en 1799,
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La géométrie élémentaire, une science physique ?

Rudolf Bouche, Eremt Lille.

’

"Geometry is a physical science’.”
W. K. Clifford

4.1 Introduction.

La géométrie : science mathématique ou sclence physique ?
Cette question est moins celle du statut de la géométrie que celle des rela-
Hons entre sclences mathématiques et sclences physiques, question d'au-
tant plus difficile loraque i'on sait que la signification des termes "ma-
thématique” et "physique” s'est transformée au cours de Ihistoire et par
conséquent la relation entre ces deux domaines de la science.
Cela nous demande de revenir sur la signification de ces termes d'abord
a I'époque de la naissance de In géoméirie rationnelle telle que 'ont dé-
veloppée les géomirtres grecs, muiteil’époquemodeme,oelledelal!é—
volution Scientifique au XVIIdme sidcle, enfin & I'époque contemporaine
marquée par la naissance des géométries non-euclidiennes et le dévelop-
pement des méthodes formalistes.

"William K. Clifford, the commuun sense of the exact sciences, Dover, New York 1955, p. 43.
L'ouvrage de Clifford a ét¢ publié aprde sa mort en 1885 par Pearson, le chapitre "Space”
dont est extrait 'assertion citée a été écrit en 1875 (cf. la préface de Pearscm, p. Ixili)
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Cependant avant de cornmencer cette étude nous énoncerons deux pro-
pﬁéﬁésgémé&iques,posant]aquesﬁmdelmuappnﬂmmmeauxmatbé
matiques ou A la physique.

Le premier théoréme, un des fleurons de la géométirie grecque, énonce
qu'ﬂe:dsie,&simﬂitudepm,dnqpolyédmrégu!imetdnqseulement,
propriété que I'on peut opposer & celle qui dit que dans le plan existe, pour
tout entier n 3> 3, un n-gone et un seul défini & similitude prés.

Le second théoréme, A origine de la topologie algébrique, est la for-
mule d'Buler qui énonce que pour fout polyédre convexe, si I'on note
le nombre de sommets, a le nambre d’arétes, f Je nombre de faces, alors

- 8—a+f=2

Ces deux éncncés sont consldérés traditionnellement comme des énoncés
mathématiques, mais sl I'on considére que ces deux théordmes énoncent
des propriétés profondes de I'espace on peut affirmer qu'ils participent de
I"étude des corps solides, donc des sciences physiques. Notons cependant
une différence entre ces deux éncncés. 5i la formule d'Buler peut &ire ap-
prochée empiriquement, & partir de quelques situations particulizres?, l'as-
sertion concernant les polyadres réguliers résulte du seul raisormement,
autrement dit ¢’est le ralsonnement qui nous permet ici d'appréhender
Yune des propriétés profondes de I'espace.
La physique moderne, issue de ce que I'on appelle la Révolution Scient-
fique du XVIIéme si2cle, nous a habitués & cette appréhension purement
déductive des propriétés du monde, expérience ayant pour objet moins
de découvrir ces propriétés que de les vérifier une fois connues, vérifica-
tion qui s'appuie sur un discours théorique déjA construit, et Fon sait que
les instruments utilisés pour cette vérificaiion sont eux-mémes construits
& partir des résultats théoriques.
Ainsi Bachelard, apras avoir rappelé que “les instruments ne sont que des
théories matérialisées™” , écrit
" Apris avoir formé, dans les premiers efforts de V'esprit scientifique, une ral-
son @ Vimage dsu monde, U'activité spirituelle de la science moderne s'atiache 2
construire un monde 2 1'image de la raison. L'activiié scientifique réalise, dans
2Leg travanix d’Euler sur les polyddres sont développés dans denx mémoires. Dans
hmﬁumd‘mmmwwuvlmmﬂm
sclenttarum 4 (1782/1753), 1758, p. 109-140) ¥approche est essentiellement
expétimentnle, c'est A partir de situations déji conmues (en particulier Jes polyddres régu-
Hers) quEuler 1a formule qu'll tentera de démomirer dans un second mémoire
("Démonstration Nonrullarum Insigaium Proprietatum Quibus Solids Haedris Plards In-
clusa Sunt Preedita”, Nool commentaril academias sciantiarum Peiropoliiense 4 (1752/1753),
1758, p. 140-160). Ulkérieurement Cauchy (Recherche sur les Polybdres”, fournal de IEcole
Polytechnique, 1811, p.) puis Jordan ("Recherches sur les polybdres', J. fér die Reine und An-
gmMﬂh.,BilXVLl&éﬁ,p.M)dm&dadémmhﬂmdehhmuﬂed’Bulﬁ
quel'mpeﬂmmﬁd&ummdud&nmﬂmdetypeap&mml.

2Gaston Bachelard, Le Nouvel Espril Sciantifigue, "Nouvelle Encyclopédie Sclentifique”,

* PUE, Parls 1934/1973, p. 16
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touie Iz force du terme, des ensembles rationnels.”

Mais contrairement au discours bachelardien qui place cette transfor-
mation de la ralson sclentifique dans la science du XX2me sidcle, on
peut considérer que cette transformation a commencé avec la

grecque. Si la physique aristotéliclenne, en se voulant au plus proche de la
connaissance intuitive, participe de la construction d’une raison  I'image
du monde, la géométrle grecque, telle qu'elle a &té codifiée par Euclide,
participe de la rationalisation du monde, la découverte des polyadres ré-
guliers en étant I'une des marques les plus profondes. En ce qui concerne
la mécanique, cette transformation aura lieu avec la géométrisation du
temps telle qu'elle apparaft avec la Révolution sclentifique du XVIIame
sigcle. La mathématisation crofssante des sciences de la nature et la nais-
sance des méthodes formalistes au début du XXeme slécle renforceront
cette emprise du ratiormel sur le réel, renforcement qui apparait comme
un renouvellement de la pensée sclentifique. Mais ce nowoel esprét scienti-
figue, pour reprendre une expression de Bachelard, s’inscrit dans une his-
hhedehma&lémaﬂuﬂmdmsmﬂmesdehmture Nous reviendrons
ci-dessous sur le terme "mathématisati .

4.2 Mathématiques et physique dans le corpus aristotéliclen.

Rappelons d’abord comment Aristote exprime dans la Physique ia dis-
tinction entre le "mathématique” et le "physique” :
”Mgéomﬂmé!udu!ahgmphqummtmtqu’dknutmphys{qu au
contraire, l'optique étudie la ligne mathématique, non en tant que mathématiqus,
mals en lant que physique*,”

Cette distinction peut &re précisée si V'on revient sur le sens des termes
"mathématique” (ucbnuaricms) et "physique” (puoinne) chez Aristote, Le
terme guousngo renvoie & la connaissance de la nature, cest-d-dire aux
objets de la connaissance empirique, le terme pafpuarieny renvoie A Ia
connaissance scientifique, celle que nous atteignona par la démonstration,
Alnsl Aristote distingue 1'objet physique donné par la connaissance em-
pirique, icl la ligne considérée comme rayon lumineusx, et ‘objet mathé-
matique qui intervient dans le discours démenstratif. Onpeutalorscmsl
dérer que c'est viz l'activité de raisonnement que se constitue I'obj

thématique; dansunepmpecﬁvegmsé&deme,mpoumitdimquun
objet de connaissance devient objet mathématique dés qu'il devient objet
de discours démonstratif. En ce sens c’est 1a démonstration qui donne aux
objets leur statut d'idéalité mathématique, autrement dit, y compris dans
les mathématiques euclidiennes, c’est le langage qui modale les objets. 1l
faut alors, pour éviter tout malentendu, distinguer entre la chose qui nous
est donnée par la connaissance empirique et l'cbjet, lequel représente la

4 Aristote, Pkysimménbnetmmtpunnmmmnenaum,rm
1973, Livre 11, p. 68, 194 &,
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chose viz le discours. .

C'est cette réduction au discours qui constitue la science rationnelle, celle
qulsecmu'uitmlerajm\emmtmmel’expﬁquemmdmles&
conds Analytiques :

mummqumicim' c'est connative par le moyen de la démons-
Cela nous améne A faire deux remarques,

- Cequemusappelunsm:jou:ﬂﬂmilessclmcesmaﬁémaﬂques,les—
quelles pent selon certains des sciences formelles, 2 un sens
différent de celui que lui donnaient les Grecs. Nous pourrions rap-
peleticiletermenéerlmdajswishmdemuoduitpu&winpomdé-
signer les mathématiques, lequel terme désigne la sclence.

- Quant aux sclences physiques, la mathématisation de la physique
telle qu'elle est apparue au XVIéme si2cle a permis d'insérer la mé-
caniquedameequel’mappe]nltalomhmﬂmismiwmﬁs;mce
sens la physique moderne mathématisée s"inscrit dans le programme
aristotélicien des Seconds Analytiques® . Ainsi la physique est deve-
nue un chapitre des mathématiques A condition de donner au terme
"mathématique” un sens plus large que celul qui réduit les mathé-
maﬂqueshlmrseulmcbéredesdmfomeﬂe.Mﬂsmpeutdj:e
auaalquelesma&émntiqueumtunchapihedehphyslquedmla
mesure oh elles prennent leur source dans le monde et oit ellea sont
un moyen de connaftre une part du monde. Nous reviendrans sur ce

point dans la. suite de Iexposé.

4.3 Géométrie et corps solides.

'Sidonciln’yavdtpmdcwmualidesdmshmhm,iln'yaum!tpnsde
trie? " écrit Poincaré dans La Science et 'Hypothige, mettant ainsi Vac-
cent sur l'objet d’étude de la géométrie élémentaire.
lagéoméhieélémmhim,cellequemusmtléguéelmGrecs,apourobjet
d’étudier les propriétés des corps solides quant A leur forme et leur gran-
deur.Uncurpssoﬁdepeutet:edéﬁnioommeunmrpsdontlnformeeth
grandeur restent invariables lorsqu'ils se meuvent. Notons qu'une lecture
t formelle de cette définition pose problame; si I'égalits est dé-
ﬂrﬂeparlenwuvemmt,ﬂfnutalmdeﬁ:ﬂrhmﬂondemouvemmt,et
plus précisément la définition de mouvement sans déformation®, c’est-a-

SMMMWAMW(MWHMPHW),%MIWD@.B
60n peut alors considérer que la physique n'a pu rénliser le des Seconds
Myﬁmuqu’mpmmdhmd‘nmhmmdequ’eneupmpudtd’m
Henr| Poincaré, La Science et I'Hypothdse (1902), Flammarion, Parls 1968, p. 86.
'NMquapwmmkmﬁWmFdﬂmahdxmgemﬂdmm
kmmwdtmwhmmmmnﬁmmmm
les mouvernents locaux ceux qui conservent 1a forme et la grandeur des corpe solides (cf.
-Aristote, Caidgries, traduction Tricot, Vrin 1977, p. 72-75).
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dire celui qui conserve la forme et la grandeur, ce qui renvole & une clrcu-
larité. Pour éviter une telle circularité, on peut considérer que les notions
de corps solides et de mouvement sont issues de 1'expérience du monde
et que la géométrie a pour objet d'étudier les propriétés des corps solides,
lesquelles restent invariantes par le mouvement, autrement dit d"expliciter
les relations etttre corps solides et mouvement. Une lecture empiriste des
Eléments d'Buclide permet alors de sortir du cercle, la géométrie a moina
pour objet de définir les corps solides que d’expliciter les propriétés d'in-
variance des corps solides par rapport au mouvement, corps solides et
mouvement relevant de la connaissance empirique, Une telle lecture s'ine-
crit dans le programme de la miuthesis universalis, laquelle n'est autre que
la construction de la science rationnelle,
Deux corps solides sont égaux lorsqu’ils ont méme forme et méme gran-
deur ce que I'an peut reconnaftre & la possibilité de les superposer. Cette
posaibilité pose probléme ; si on peut vérifier que deux corps solides plans,
deux plaques planes par exemple, sont égaux en les superposant, cette
opération est impossible pour des corps solides tridimensionnels : com-
ment superposer deux cubes en bols égaux ? Cette difficulté exige d’énon-
cer des critires permettant d’affirmer & priori que deux corps solides sont
égaux.
Notons que les Eléments d'Euclide proposent une définition plus large de
Iégalité, I'égalité de grandeus, puisqu’ils consid2rent comme égaux deux
ayant méme aire’. Nous restrelgnons ici 1'usage du terme “4ga-
lité” A 1a seule relation "méme forme et méme grandeur” ; c'est celle qui est as-
surée par le principe de I'égalité par superposition que nous EncNCerons 5018
la forme :
Devzx objets que I'on peut superposer sont égnux.
Ce principe s’appuie sur le mouvement et par cela-méme renvoie a la
cormaissance empirique. La construction d'une géométrie rationmelle im-
plique que 'on énonce des critdres d'égalité qui évitent tout recours & I'ex-
périence pour nes’appuyer que sur le seul discours démonstratif, ce sera le
rdle des cag d'égalité des triangles. Nous ne reviendrons pas icl sur le réle
de ces crittres dans I'dlaboration de la géoméirle rationnelle, renvoyant
A I'un de nos précédents articles™. Nous nous bornerons ici & expliquer
comment les cas d’égalité permetient d'éliminer le mouvement de la géo-
métrle : en effet une fois démontrés ces cas d’égalité, qu'il faut considérer
comme des ctitéres de superposition, il suffit, pour mantrer I'égalité de
deux corps ou de deux figures, de s’appuyer sur ces cas d'égalité et leurs
conséquences, En ce sens les cas d'égalité jouent un role fondamental dans
la mise en place de la géoméirie rationnelle.

SPour lever ceg difficultés terminologiques, Legendre propose d'appeler dquivalentes
deux figures planes ayant méms aire (cf. Adrien-Marie Legendre, Eléments de Géométrie,
douzidme é&dition, Firmin Didot, Paris 1823, p. 60). )

WRudol Bkouche, "Quelues remarques autour des cas d'égalité des triangles”, Bulle-
tin de I'APMEP n°430, septembre-ociobre 2000, p. 613-629.
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que dans les Eléments d’Buclide seule la démonstration du pre-
mier cas d'égalité des trlangles (la proposition 4 du Livre I) g'appuie sur la
superposition, exemple classique de démonstration de type expérimental
en ce sens qu'elle décrit ce que ’on appelle aujourdhul une expérience de
. Ce premier cas d"égalité permet de se passer de la superposition et
ainsi d’éliminer tout recours au mouvement dans la suite de l'exposé eu-
clidien, y compris dans la démonstration des deux autres cas d'égalité™.
On peut voir dans les Eléments d'Buclide un mode exemplaire de construc-
tion d'un discours rationmel s’appuyant sur des données de la connais-
sance mondaine {les corps solides et les figures qui les représentent) ; sl
les définitions, postulats et axiomes jouent le role d'énoncés premiers, ces
énoncés renvoient & une connaigsance intuitive des objets étudiés. Une fois
ces énoncés explicités, on peut mettre en place le discours démonstratif qui
A partir des vérités premidres énoncés par les axiomes et les pos-
tulats, d’énoncer de nouvelles propriéiés des objets étudiés qui sont au-
tant de vérités du monde. Ainsi ee développe une forme de connaissance
du monde fondée par le seul usage dum discours convenablement réglé
ﬁ:rmetlantnmseulemmtdecoma!&ecesv&itésmaisausdlesmisms
ces vérités. C’est cela qui fonde la nécessité des vérités connues par la
voie de la démonstration, ces vérités non seulement sont vraies mais ne
peuvent pas ne pas &tre vrales.
Un autre aspect de 'usage de la démanstration réside dans la réduction
des objets étudiés A des objets de discours, ¢’est sur les objets de discours
que porte le ralsonnement montrant ainsi ce fait remarquable que le dis-
cours rationnel, 8'il constitue ce que l'on pousrait appeler une réduction
langagidre du monde, permet une connaigsance du monde. La connais-
sance rationnelle se construit ainsi comme une réduction du monde via
le langage, il est alors remarquable que cette réduction langagitre soit ef-
ficace, on peut volr ici une premizre forme de ce que Wigner a appelé
la déraisonnable efficacité des mathématiques dans la connaissance des
sciences de Ja nature'?, mais il faut donmer au terme "mathématiques” le
sens plus général de mathesis universalis. Il importe de noter que cette ré-
duction langagiére n’est pas formaliste au sens modeme de ce terme. Pour
les géomatres grecs le langage parle des objets et les propriétés énoncés
concernent les objets’® ; c’est en ce sens que les objets du discours géo-
métrique représentent ce que 1'on appelle les idéalités mathématiques, que
I'on peut considérer comme des constructions de l'esprit humain, les-

NByclide recourt encore une fois au mouvement dans le livre X1 des Elémenis pour
définir ]a sphire comme la surface obtenue par rotation d'un cercle autour de 1'un de ses
dinmtres (Livre XIT, définitlon 14).

mm‘mmﬁhmoﬁmﬂﬂmﬂamﬂmm@mﬁ
Comsm, Pure and Applied Math. 13, 1960, p. 1-14

Sygur Jes litnites de cette conception nous renvoyons & l'ouvrage de Unberto Bco, Kank
et Formithorynque (1997), traduit de Vitalen par Julen Gayrard, Grasset, Paris 1999,
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quelles permettent de parler des objets du monde em 4, Notons
quelacmuh’ucﬂmdecesﬂéaﬁtéalemcunfheume:ds@oeobjechve
dans la mesure ol elles ne dépendent plus de la fagon dont elles ont
été construites, c’est en ce sens que l'on peut parler d'une ontologle de
ces idéalités qui concluit & renverser l'ordre de 12 connaissance, les objets
empiriques orlginaux devenant de simples reproductions, plus ou moins
grossiéres, de ces idéalités®.

4.4 Géométrie et Mécanique.

Précisons d’abord un point de terminologle : le terme mathématisation
que nous utiliserons dans la suite de cet exposé signifie moins une appli-
cation des mathématiques' & un domaine de la acience que I'entrée du
domaine de la science considéré dans la mathesis universalis au sens donné
ci-dessus. C'est en ce sens que l'on peut parler de la mathématisation de
la physique consiciérée comme science de la nature, la philosophie natu-
relle du XVIIame siécle, dont Newton se proposait d’explicifer les prin-
cipes mathématiques qui la guide dans son ouvrage doht nous rappelons
le titre complet : Philosophiz Naturalis Principia Mathematica®.

Cette mathématisation de la physique a commencé par la mécanique
congidérée comme science du mouvement mais cette mathématisation
g'appuie, selon Newton, sur le fait que la géométrie s’inscrit dans une mé-
canique universelle dont elle n'est que la partle consacrée & I'art de mesu-
rerC'estuequexphqueNewmndanslap:éﬁoedesPnncqm'

does not teach us to drew these lines (right lines and circles), but re-
quilres that the learner should first be taught to describe these accurately before he
enters upon geomelry, then i shows how by these operations problems may be sol-
ved. To describe right lines and circles are problems, but no geometrical problems.
"The solutions of these problems is required from mechanics, and by geomeiry the
sise of them, when so solved, is shown ; and it is the glory of geomeiry thai from
those fiew principles brought from withous, 12 is able to produce so many trings.
Therefore geometry is founded in mechanical practice, and is nothing but the part
qumﬁmmmmmmwmq
meass "
Newton distingue alors la géométrie comme sclence de la grandeur (ma-
gnitude) des corps et la mécanique comme sclence du mouvement des

Wmm&mmhwwmmuquudumhmﬂmmm
bertiennes dont 'usage se veut indépendant de toute signification anbérieure au langage.
“mmthpMmpHephw:ﬂdmml'Mdeum

"]"lddit ailleura combien Vexpression "application des mathématiques” était ambigfe
et combien il fallpit g’en méfler.

1Isnac Newton, Principia, Motte's translation revised by Cajort (2 volumes), University
of California Press, Berkeley-Los Angeles-Londan 1934/1962.

1jgaac Newton, Princlpia, o.c. volume I, p, xvil,



50 R.Bkouche

coTps.
11 peut alors donner une exposition déductive de la mécanique en s'ap-
puyantsurlemodkleeudidimueqtﬂpermetdemd&etles%dpk
comme une contitation des Elémenis. Mais cette exposition déductive a
un prix, la gométrisation du temps, c’est-d-dire la réduction du temps &
une idéalité sur le modale des idéalités géométriques : le temps ne repré-
sente plus cette notion complexe lide au devenir, il n'est qu'une forme qui
d’étuctier le mouvement que Newton définit de 1a fagon suivante :
" Absolute, true and mathematical time, of iiself, and from its own nature, flows
equa!lywiﬂwuire!aﬁonwmyﬂlingml...'“
Notons la référence au mouvement uniforme (“flows equally”) qui appa-
raft comme un cercle analogue & celul dont nous avons parlé plus haut a
propos des relations entre corps solides et mouvement, 1 fait alors com-
prendre qu'il s’agit moins de relier la définition du temps au mouvement
uniforme que de définir le temps comme étant lui-méme un mouvement
uniforme de référence qui permet de mesurer les autres mouvements, Le
mouvement d'un corps r'est plus lié & son devenir pour n'étre plus que la
correspondance qui assocle & chaque instant la position du corps.
En ce sens le temps newtonien est statique ; cé que 'on appelle aujour-
d'hui la géométrisation du temps n'est pas la simple représentation du
temps par une droite, elle exprime une statffication du temps, c'est cette
statification du temps et par conséquent du mouvement, ce que 1'on pour-
rait appeler 1a réduction du devenir & 'ttre, qui a permis de développer une
théorie mécanique déductive répondant au programme des Seconds Ana-
lquun.Laméarﬁquemﬁmﬂeaihdcmsmﬂtepermetalomuneréduc-
tion des phénoménes 1iés au mouvement analogue A celle opérée par la
géoméhiegecquepourlescorpssoﬂdes,idmwrelesobjetsdedismurs
ainsl construits renvoient & de nouvelles idéalités mathématiques.

4.5 Mathématiques pures et mathématiques mixtes.

Contrairement & la mécanique dont la récente mathématigation prenait

encore en compte le caractire empirique originel, permettant le déve-
au XVII2me sidcle d'une philosophie empiriste, la géométrie

représentait un bloc rationnel qui pouvait amener & penser qu'elle était
rationnelle par essence.
C'est ce que montrent les grandes tentatives de classification des sclences
quisedeveloppmtal'époqueclasslque,cel]edehconetcellede
D’ Alembert qui diistinguent mathématiques pures et mathématiques mixies™.
Ainsi D’Alembert écrit dans la rubrique 'Mathématiques” de
VEncyclopédie :

Bibid, o.c. p. 6.

ey clagsifications des sciences sont exposées par D' Alembert dans le Discours Pré-
 Uminaire de 'Encycloptilis (1759/1763) (Bditions Gonthier, Parls 1965). Bacom, p. 171-175,
D Alambert, p. 179-182.
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"Les Mathématigues se divisent en deux classes; la premitre, qu'on appelle
Mathématiques pures, considére Ia propriété de la grandeur d'une manitre
abstraite : or la grandeur sous ce point de vue, est ou calculable, ou mesurable :
dans le premier cas, elle est représenife par des nombres; dans le second cas par
'éendue ; dans le premier cas les Mathématiques pures s'appellent Arithmétique ;
dans le second, Gdométrie, La seconde classe o'appelie Mathématiques mixtes ; elle
a pour objet les propriéiés de la grandeur concrdte, en tant qu'elle est mesurable
ou calculable; musdisomdzhgmsdeurmrm c'est-d-dire de Iz grandeur
envisagée dans certains corps ou sujets particullers™,

¥ Alembert, qui est 'auteur de Varticle "Mathématiques"”, précise ensuite :
“Du nombre des Mathématiques mixtes, sont la Méchanique, I'Optigue, I’ Asiro-
nomie, la Géographie, la Chronologie, I'Architecture militaire, I'Hydrostatique,
I'Hydraulique, I’ Hydrographie ou Navigation, etc.”

Dang l'article "Mathématiques®, T/Alembert se contente de clter les
grandes divisions des Mathématiques mixtes sans entrer plus avant dans
leur définition et renvoie au Discours Préliminaire pour plus de précision.
La question peut alors se poser de ce qui caractérise les mathématiques
mixtes : en quol sont-elles mathématiques ? que signifie le terme mixies
Opposé au terme pures?

Le terme mixies laisse entendre une part de connaissance empirique dans
la définition des mathématiques mixies ; on peut alors essayer d'expliciter
l'opposition pures/mixtes iz les termes abstrait et concret utilisés dans le
texte de Y'Encyclopédie : les mathématiques pures étudient la grandeur en
tant qu’elle est considérée comme abstraite alors que les mathématiques
mixtes s'intéressent aux grandeurs concrétes, ce qui ne fait que repousser
la question. T¥autant que D’Alembert explique le réle de l'abstraction
dans la construction de la science, &crivant :

"L'abstraction en effet n'est auire chose que 'opération par laquelle nous considé-
rons dans un objet une propriété particulitre, sans faire atiention aux autres™.”
L'abstraction participe ainsi de la problématization, ¢’est-d-dire de 1'or-
ganisation de 'ensemble des questions que nous nous posons lorsque,
confrontés & certaines situations, nous essayons de les comprendre,
questionnement qui condult A expliciter les propriétés que nous nous
proposons d'étudier & propos de cette situation. L'abstraction (activité
d’abstraction) est ainsl constitutive de toute connalssance sclentifique.
Revenant A la part de connaissance empirique intervenant dens la défini-
tion de la grandeur concréte, an peut alors poser la question : pourquoi
la géoméirie est-elle classée parmi les mathématiques pures alors que la
mécanique est classée parmi les mathématiques mixtes? Pour préciser
cette question nous reviendrons aux articles "Géométrie” et "Méchenique”
de 'Encyclopédie, articles tous deux écrits par D’Alembert.

2 Bncyciopsdie Méthodique, Mathénatigues (3 tomes), Paris-Lidge 17B4-1785, réédition
ACL, Parls 1987, tome second, p. 366
gm#mummsthsmamum),mm
1985, p.
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*Géométrie est la science des propriétés de I'étendus en tant qu'on la considére
comme éendue et figurée™."
Dens les lignes qui suivent, D’Alembert rappelle 'étymologie du terme
gdoméhizetpa:omméqumtl’migimempiﬂquedudommdela
conmaisssance défini par ce terme. La géomiétrie est ainsi définie comme
t de l'abstraction de connalssances empiriques antérieures,
mstealorsiexpﬂdterlemoded’abs&acﬁmquicmduitdelngéom&hie
empirlqueilagéométrlemaﬁﬂmaﬁqueetlemlejouépuladémarche
hypothético-déductive, point sur lequel nous reviendrons. La définition
méme de la géométrie donnée par D'Alembert prend en charge ce
pmcesmd'absuacﬁmpmusquel’mpeutoondd&erauxvmm
sidcle comme achevé, C'est en ce sens que la géométrie, devenue science
des propriétés de cette entité abstraite qu'est 'étendue, participe, selon
D’ Alembert, des mathématiques pures,
*Méchanique, partie des mathématiques mixtes, qui considere le mouvement et
lafommcm,kurme,tcunlaiset!mqﬂ%damhsmmgs“”
lapnrtd'empirlmtetiddmméeparlemuuvemm;c’estdmcle
mouvement quil faut mathématiser, ce qui permettra de réduire la
mécanique A une théorie hypothético-déductive analogue 2 la géométrie
rationnelle telle qu'elle est exposée dans les Eléments d’Buclide, lesquels
resteront jusqu’au XIDX2me siécle V'exemple paradigmatique d’un exposé
hypothético-déduct®

EncomparmtavecletextedeNewtondtéd—deasus,mvoitquelaplaoe
de 1a géométrie est ambigtie,  la fols participant des mathématiques
pmpoudesraismsquimlevmtmﬁellmentdehtmdiﬁon,etdes
mathématiques mixtes par leur origine empirique. Cette reconmaissance
de la part d‘empirisme de la connaissance géoméirique est ancienne
comme Vexplique Neugebauer A propos d’Archytas de Tarente qui
opposaitl’aﬂ&méﬂqueahgéoméuie,ceﬂe-dnepoumtdmdes
preuves aussi satisfaisantes que celle-1a%, mais on peut penser que la
tradition d’une géométrie purement rationnelle est devenue d’autant plus
p:égnantequehréducﬂmhngagié:e,enmthntmavmtlesidéalﬂﬁs
mathématiques, a pu occulter la part d’empirisme de la connaissance

BEncyclopiie, 0.c. tome second, p. 128,

Hibid, p. 370.

ZNous distinguons deux types d’exposés hypothético-déductifs, I'exposé de type eu-
cﬂdienquisuppondumﬁduobjeb,hmdomun’éhntquelurdnﬂmspmﬂrs
(&vidmhsyueﬂe&m!muﬂaﬂ:eeuobjahetl’expoﬂdetypehﬂherﬂmdmluobjeh
msWﬂquedumoh,hlmpdnﬂﬁfsdnhﬂ\éoﬂe,mmﬂspulundoqum
ne sont ewo-meémes que des essertions premibres sans autre signification qu'elles memes.
Dans notre article "La démonstration : du réalisme au formallsme” (in La Démonstretion,
mmmmamwe,mmpummd-mmmum
mnmﬁ,mpmmhquaﬂmduﬂhmsqdmtmddtlummma
passer du point de vue euclidien &u point de vue hilbertlen.

(), Neugebauer, The Exact Sclence in Antiquity, Dover Publications, New York, 1969,
p- 148
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ue. On peut noter, méme #ll le fut & moindre échelle, que le
caractire rationnel de la mécanique a conduit, dans l'enseignement supé-
rieur frangais, A placer la mécanique parmi Jes sciences mathématiques,
meme si les grands traités de mécanique rationnelle ont toujours mis
Vaccent sur le caractbre expétimental de 1a mécanique, tout cela pour dire
combien est floue 1a frontiére entre le rationnel et expérimental, ce que
Ferdinand Gonseth résume de la fagon suivante :
*Dans toute expérimentation {l y a un résidu abstralt, et dans toute abstraction

(mathématique), il y a un résidu intultif?."
etil :

précise :
*La distinction entre Vabstrait et I'expérimental n'est que de tendance, mais non
d'essence.”
Plus tard Gonseth explicitera les trols aspects de la connaissance géomé-
trique, Vintuitif, I'expérimental et le théorique, insistant sur l'articulation
entre ces trols aspects, ce qu'il appelle une synthese dialectique™

4.6  Le séisme non-enclidien.

La relation entre géométrie mathématique et géométrie physique
posera scus une forme différente avec les géométries non-eucliciennes.
Parmi les postulats énoncés par Euclide dans les Eléments, le cinquizme,
dont nous rappelons I'énoncé ci-dessous, pose probléme par son caractire
non évident.

“Si une drotte tombant sur dewx droites, fait les angles intérieurs et du méme
cOté plus petits que deux droiis, les deux droites, indéfiniment prolongées, se
rencontvent du cté it sont les angles plus petits que dex droits™.”

Rappelons que ce postulat aert & démantrer la proposition 28 du Livre
T qui énonce Yégalité des angies alternes-internes découpés par une sé-
cante sur deux droites parallales; cette proposition étant elle-méme la ré-
dproque de la proposition 27, il semblait raisonnable d’en donner une dé-
manstration et c’est pour assurer celle-ci qu'Buclide énonce son cinquidme

TRerdinand Gonseth, Les Fondements des Mathématiques, préface de Jacques Hadamard,
Blanchard, Paris.

TRerdinand Gonseth, La Géoméirie et l¢ Problime de V'Espace (6 volumes), Editions du
Griffon, Neuchatel 1945-1955. Pour une présentation des conceptions de Gonseth nous
renvoyons aux articles de Ruclolf Bkouche, "Quelques remarques sur la démonstration
(mdehpmmhhdesmuuo'mummmmmmmm,
Actes du 7éme colloque Infer-IREM Epistémologle et Histoire des Mathématiques (Be-
sancon mai 1989), IREM de Besangon et IREM de Lyen 1990, et Hourla Sinaceur, "1a
dialectique de Vespace selon Ferdinand Gonseth" in La Figure ef I'Egpace, Actes du S82me Col-
loque Inter-JREM Epistémologle et Histolre des Mathématiques (Lyon 1991), [REM de

1993,

BRuclide, Les Elémends, volume 1, introduction générale par Maurice Caveing, traduc-

tion et commentaire par Bernard Vitrac, PUF, Faris 1990 p. 175.
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postulat dont la démonstration de la proposition 29 apparaft comme une
simple paraphrase. On peut considérer le recours au cinquiéme postu-
lat comme la marque d’un échec, dont Buclide lui-méme était peut-&ire
conscient, ce qui explique les nombreuses tentatives de démonstration de
ce postulat qui vont se développer tout au long de l'histoire de la géomé-
trie¥, d’autant que les deux ingrédients les plus importants dans le déve-
loppement de la géométrie grecque, la méthode des aires et 1a théorie des
proportions géométriques, en sont des conséquences. C'est I'absence de
démonstration de cette propriété nécessairement vrale mais non évidente
qtﬂgmduitD’Alm:beﬂhhprésmﬂermmnmle”mﬂak'dehgéomé—
trie 7,

Les tentatives de démonstration du cinquidme pestulat ont conduit &
énoncer des propriétés équivalentes, parmi elles I'exdstence de triangles
semblables non égaux, propriété que Laplace considérait plus évidente
que }'énoncé euclidien et proposait d’adopter comme postulat de la géo-
métrie. Une autre propriété équivalente est celle qui dit que Ia somme des
angles d’un triangle vaut deux droits®.

Parmi les tentatives de démonstration du postulat des paralldles, nous d-
terons celle de Ibn Al Haytham, reprise par au XVIll2me sgiicle par Lam-
bert, qui consiste & montrer qu’un quadsrilatére qui a trois angles droits est
un rectangle, et celle de Al-Khayyam, reprise au XVIIiéme siecle par Sac-
cherd, qui se propose de montrer que si un trapéze isocéle a un angie droit,
C’est un rectangle. Ces tentatives feront apparatre le lien entre le postulat
des paralltles etl'existence de rectangles. Ibn Al-Haytham et Al-Khayyam
s’appuient sur un raisonnement par ’absurde, raisonnement qui sera re-
prls, sans que 1'on en connaisse la filiation, par Saccheri et Lambert.

Ibn Al-Haytham considére un quadrilatiére ayant trois angles droits et pose
la question du quatriéme angle : droit, obtus ou aigu. 5'il est droit la géo-
métrie est euclidienne ; on peut montrer, sous Ihypothése archimédienne,
que I'angle obtus est contradictoire au fait que 1'on peut toujours prolon-
ger une drolte; le cas de 1'angle aigu est plus difficile et Ibn Al-Haytham
s’appule sur le postulat suivant :

“Une droite de longueur consiante, qui se meut orthogonalement sur une autre
droite située dans un méme plan, engendre par son extrémité libre une droite pa-
ralléle 2 ia droite sur laguelle elle e meut, et toutes les perpendiculaires abaisabes
de 'une sur l'autre sont égales™."

" ®Bonola, Non-suciidean geomeiry (1912), tranelated by H. S. Camslaw, Dover Publios-
tions, New York 1955 et Jear-Claude Pont, L'Aventure des Paralfdles, Peter Lang, Betne
1986.
*Jean Le Rond D'Alembert, Bssal sur les Elémeniz de Philosophte (1759), Fayard, Parls
1986, p. 318B.
S2Notons que s le postilat des paralitles implique que la somme des angles d'un tri-
engle vaut dewx droits, la réciproque suppose que la géomsétrie est archimadienne (cf.
Eléments de Géométrle, o.c. p. 26-27),
] Jaouiche, Lz Théorle des Paraildies en Pays 4'Islam, Viin, Paris 1986, p. 65; la
traduction du texte d'Tbn Al-Haytham est donnée p. 162.
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énoncé dont on peut montrer qu‘il est équivalent au cinquidme postulat.
Lambert reprend le probleme autrement. Il remarque que I'hypothése de
V'angle obtus correspond & la géométrie sphérique et que 'on cbtient I'hy-
pothese de 'angle aigu en considérant 1me sphre de rayon imaginaire. Il
définit ainsi trols géoméiries, celle de I'angle droit (I'euclidienne), celle de
l'angle obtus (la sphére), celle de I'angle aigu (la sphére de rayon imagi-
naire), La géométrie du plan ne peut alors &ire que lz géoméirie de I'angle
droit,
IYautres exemples de géométries distinctes de la géométrie usuelle seront
étudiés, telles celles de Schweikert ou de Taurinus™, parmi
toutes ses constructions, seule la géoméirie euclidienne représente le plan
usuel. La géoméirie non-euclidienne apparatira lorsque 'on pensera que
le plan usuel pourrait ne pas étre euclidien.
C’est cela que dit Gauss dans une Iettre de 1817 A Olbers :
"T'en oiens de plus en pius A la convickion que la nécessité de notre géométrie
ne peut pas ve démonirée, ou du moins qu'elle ne peut pas I'étre par la raison
humaine ni pour la raison humaine. Peut-8ire atieindrons-nous, dans une auire
existence, une compréhension de la nature de Vespace qui nous est mainienant
tnaccesaible, ’
Jusque 13, il nous faut metire la gfomdtrie au mime rang que V'arithmétique dont
la vérité est purement @ priori, mais plutdt au méme rang que la mécanique™”
C’est la question de la vérité physique du postulat des paralltles qui est
posée, ainsi c'est une question de physique qui conduira & penser la pos-
sibilité d'une géométrie non-euclidienne.
Del’échec des tentatives de démonstration du postulat des za.r
géometres de la premidre partie du XIXéme sidcle, Gauss™,

batchevski®, émetuuntl’idéequeceposhﬂatpeutnepueuevraieet
construdront une géométrie fondée sur la négation de ce postulat condui-
sant & l'idée que par un point hors d'une droite on peut mener plusieurs
droltes du plan défini par le point donné qui ne rencontrent pas la droite
donnée.
On voit ici poindre 1'idée d’une pluralité de géométries possibles, Cette
pluralité posera un double probléme :
D’'une part un probléme logique, qu’est-ce qui guide le ralsormement dans

Bonala, Non-euclidear geomelry o.c. p. 75-83,

*Bcits et tracuit par Gonseth in La Géoméirie et le Probldme de I'Espace, volume VI, "Le
Probltme de 1'Espace”, EdiﬂmndanEun,N'eudllk.llm,p 94.

%Gause n'n rien pubHé de son vivant “par crainte des clamesrs des Béotens® comme
1l 'derit & Bessel. Cependant son tratté de 1827 sur les surfaces et I'étude des triangles
godésques (c'est-2-ciire dont les chtés sont des géodésiques) monire qu'il connatssait le
Hen entre les géométries non-euclidiennes et Ia géométrie des surfaces.

#7Janos Bolyel, "La science absclue de I'espace”, traduction par Jules Hotlel, Mémaires
ahwmmwdmasmms 1867, p. 207-378.

®Nicolas Lobetchevek, "Etudes géométrigues sur Ia théorle des paralitles”, traduction

par Jules Hotlel, Mémoires de la Socifté des Sciences Physlgues ei Naturelles, tome 4, 1866, p.
!&lm,r&dlﬂmmhﬂuehmdumﬂﬂu.ummlm
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mtellegeométriequifaitapparamedesobjetsdiﬁ&enhdemshabi-
tudes, ainsi un quadrilatére ayant trols angles droits et dont le quatriéme
ne L'est pas ? Ce probleme est d’autant plus fort que les textes fondateurs
de la géométrie non-euclidienne sont rédigés dans un style euclidien et
qu'ﬂn’estpastoujoursfadle,pmulelecteur,des’mu:erdelaﬁmse
des raisormements. Cette question logique doit &tre relide & ce que I'on &
appelé, & la fin du XIXéme sidcle, la crise des fondemenis et nous ne I'abor-
derons pas ici.
D’autre part un probléme physique, s'll exdste plusieurs géomeétries incom-
patibles entre elles, laquelle est la géométrie de notre espace, la vraie géo-
méirle pourrait-on dire?
Notons que Lobatchevaki abordait en 1835 cette question sous la forme
suivante :
"En réalitd, dans Ia nature, nous ne connaissons que le mouvement : c’est lui qui
rend possibles les perceptions des sens. Tous les aulres concepts, par exemple ceux
de Iz Géométrie, sont produils artificiellement par noire esprit et tirés des pro-
priétés du mouvement et, pour cette raison, I' en lul-mbme, pris & part,
n'existe pas pour nous (pouligné par nous)™. .
et pour préciser cette conception du caractire artificiel®! des constructions
iques, Lobatchevskl ajoutait :
*Cela éant, noire esprit ne trouve aucune contradiction 3 admetire que ceriaines
forces de 1a nature suivent une glométrie et d'autres leur géoméirie propre.”
Atnsi Lobatchevski non seulement mettait en cause 1'unité mathématique
de la géométrie mais il posait 1a question de son unité physique pour re-
présenter le monde,
Ainsi le passage de la géométrie aux géométries conduisait & redéfinir le
rapport entre une géométrie mathématique issue d"une construction axio-
matique et la géométrie physique, celle du monde.

4.7 DeRiemann i Einstein.

Cette question de la pluralité des géométries renouveilera la question
de 'espace, c’est ce qu’expose Riemann dans sa dissertation de 1854, "Sur
les hypoth2ses qui servent de fondement & la géométrie™? , 1'un des textes
les plus importants de 1'histoire de la géométrie. S'appuyant sur un travail
antérieur de Gauss sur la théorie des surfaces®®, Riemann proposait une

¥ Nicolas l.obamhevsld,'Nouvuuthdpes de la gométrie” (1835-1838) (tradudt du
rusee par F, Mailleux), Mémoires de 1a 2, 3tme série, tome 2, 1900.

4] a terme "artificlel” doit &tre enbendu {ci comme opposé au terme "naturel” (est artl-
ﬂddcequln‘adshpndmhmmu,aquistmmﬂ:pulm).

©Bernhart Riemann, "Sur les hypothéses qui servent de fondement A Ia s
traduction Jules Houbl, in Geuores Mathématiques, Blanchard, Paris 1968, réadition Gzbay,
Paris 1950.

49Cy]-Friedrich Gause, Recherches générales sur les surfaces courbes (traduction Roger),
"Blanchard, Paris 1967. Le texte de Gause a ébé publié en 1827,
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notion générale d’espace, lui permettant de poser Ia question de la nature
de l'espace physique.

L'article de Riemann comprend trols parties, la premidre est consacrée &
lamﬁmgénéra]edemu]ﬂpﬁdté&ndjmemions,hmmﬂeimmdtﬂtles
relations métriques, essentiellernent infinitésimales, cherchant a.générali-
ser les constructions de Gauss sur les surfaces et introduit la courbure de
Vespace, enfin la troisidme se propose de définir la nature de I'espace phy-
sique, renvoyant & l'expérience pour une réponse A cette question. Dans
cette dernidre partie Riemann pose la question de savoir si 1a géométrie de
Vespace est indépendante des corps, auquel cas 1a courbure de 1'espace est
constante, les observations astronomiques montrant qu’elle nulle, ou sl au
contraire la présence des corps influe sur la géométrie de 'espace.

Cet article aura une double postérité, mathématique d'une part, physique
de Iautre.

Sur le plan proprement mathématique, la notion générale d’espace
conduira & l'étude générale des espaces dits ehsiraits, les variétée de la
mmdﬂ&mﬂeﬂemndmetouwirnunmuveauchnpitedesm-
thématiques toujours forissant. ‘

Sur le plan de la physique nous distingnerons deux grandes probléma-
tiques.

La premidre porte sur la nature de 'espace physique; il s’agit alors de re-
garder, parm les divers espaces que on peut cansiruire, lesquels peuvent
représenter I'espace de la physique. Parmi ces travaux nous citerons ceux
de Helmholtz, et ceux de Clifford.

Helmholiz g'interroge sur les axiomes que doit vérifier l'espace et met en
valeur ce qu'il appelle I'axiome de libre mobilité qui exprime la possibilité du
mouvement des corps solides ; un tel espace est alors & courbure constante
au sens de Riemann®,

Clifford, quant a Iui, s’est posé la question du sens physique de 1a courbure
de V'espace, s’appuyant sur le lien proposé par Riemann entre la courbure
et ]a présence de matigre. Ceci i’a conduit aux remarques suivarrtes :

“That small portions of space are in fack of a nature analogous to little hills on a
surfuce which is on the average flat ; namety, that the ordinary laws of geomelry
are not valid in them.

That this property of being curved or distorted Is continually being passed on from
one portion of space to another after the manner of a wave.

That thia variation of the curoature of space is what really happens in that pheno-
menon which we call the motion of matter, whether ponderable or etherial. That
in the physical world nothing else takes place but this variation subject (possibly)
to the law of continuity, "

Cette notion de courbure de V'espace définie par I'influence des corps sur

“Eielmholtz, "On the Origin and Significance of Geometirical Axioms” in James R
Newman, The World of Mathematics, Tempus 1988, volume one, p. 637-657.

w. K Clifford, "On the Space Theory of Matter” {1876), in James R. Newman,The
World of Mathenatics, o.c. p. 559-560.
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1a géométrie de l'espace fera son chemin pour aboutir 4 1a théorie de la
Relativité Générale d’Elnstein en 1916.
Notons cependent que Clifford ne s'iniéresse qu‘a I'espace. C’est la théo-
rie de la Relativité Restreinte qui conduira & penser I'espace-temps et sa
tation géométrique par Minkowski. L'espace de Minkowskl est
un espace plat, c’est-a-dire sans courbure, permettant de représenter les
phhmémsélectmnmgnéﬂques.?ourimégrerh&léodedehyavih-
tion dans cette nouvelle physique, il faucra faire appel aux variétés re-
manniennes, la coutbure représentant les forces gravitationnelles liées &
hpxésmdeecorps;ahmihgrnvihﬂmparﬂdpedehgéom&hiede
V'espace-temps marquant ainsi I'influence des corps matériels sur la géo-
métrie. On peut alors parler d*une premire géométrisation de la physique
intégrant les forces gravitationnelles dans la géométrie. Aprés ce premier
succs Einstein posera la question de la géométrisation de I'électromagné-
tisme, c’est-2-dire de son insertion dans la structure de 1'espace-temps. Si
ces recherches r’ont pas abouti au résultat espéré par Einstein elles ont
condult & une notion importante de la physique moderne avec les théo-
rles de jauge dont nous ne pouvons parler icl, théories qui constituent une
éape importante dans la géométrisation de la physique‘.
hseemdepmblémaﬁqueouvmundumpplush:gecorﬂmsmtidéﬂ:ﬁr
des relations étroites entre la géométrie différentielle considérée comme
étude des espaces abstraits généraux et la physique mathématique, I'un
des exemples les plus importants étant celui de la représentation géo-
métrique de la mécanique analytique de Lagrange par Levi-Civita®”. Un
systémemécaxﬁqueandegrésdeljberbéétantdmme,l'enmbledeses
positions possibles est représenté par un espace de dimension n muni
d'une métrique définie par san énergle cinétique : Vespace des configura-
tions ; on peut alors écrire les équations du mouvement du systéme méca-
nique considéré comme celle du mouvement d"un point dans I'espace des
configurations. On peut alors montrer que sl le systéme n'est soumis a au-
cune force la trajectoire du point qui le représente est une géodésique de
I'espace des configurations (ligne de plus courte distance), ce qui conduit
a une forme généralisée du principe d’inertie. Cette représentation géo-
métrique a ouvert un champ d'études toujours actif que nous ne pouvons

4Rappelons que la premidre théorle de jauge est issue des travaux de Hermam Weyl
sur la recherche d'une théorle géométrique englobant ls gravitation et le champ électro-
mnptﬁqu&NmmwuymidlunarﬂdedeHermm%yL"GnvihﬂmmﬂM
tricitt’, Sttzungsberichie des Preussischen: Akad, d. Wigsenschaften, 1918 (cet article est pubilid
mwmmmofmm,amqmmmhmwwm
mmqm,mmmwAMWWWMﬂc.n
Jeffrey, Dover Publications, 1952, p. 200-216) et & son ouvrage Space, Time, Maiter, (1918),
transiated from the German by Henry L. Brose, Dover Publications, New York 1952,

7, Levi-Clvita, "Sulla tranformazione delle equazion dinamiche”, Anmali 3 matemetica
* pura ed applicata, Serie 11, Tomo XXIV, 1896, p. 255-300,
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aborder {cif8,

4.8 Retour sur la distinction entre gfométrie physique et glombtrie
mathématique,

Le développement de la géométrie au XIX2me sldcle aprés ce que nous
avons appelé le séisme non-euclidien a conduit d"une part a la distinction
enire géométrie mathématique et géométrie physique en méme temps
qu'elle a crée de nouveaux rapports entre ces deux domaines. Ce que
Einstein résume de la fagon suivante :

*Pour autant que les propositions de la mathématique se rapportent 2 la réalité,
eﬂummtpascm,dpmmtqu’dlamm,dlmn
rapporient pas & la réalits™® .

soulignant ainsi une certaine irréductibilité des deux géométries, mais il
revient pius loin sur le réle d’une théorle géométrico-physique :

"Une théorie géométrico-physique est, A premidre vue, nécessairement privée
du caractdre intuilif; elle est un simple systéme de concepts. Mals ces concepts
servent & établir une connexion logique entre une multiplicité de 'phénomdnes
sensibles réels ou imaginés 7 Rendre une théorie inkuitive, cela signifie done qu'il
nous faut représenter cette plénitude de phénomanes dont I'ordre schématique est
réalisé par la théorie ™™

Mais la question de la nature de l'espace physique est devenue plus
complexe lorsque Poincaré a montré que la question posée par Riemann
4 la fin de son article, y compris le renvoi & I'expérience, ne pouvait étre
résolue simplement. En effet tout expérience nécessite des instruments
de mesure et ces instruments sont construits A partir d’une théorie
géométrique déja élaborée. On ne peut donc répondre d"une fagon unique
2 la question de la nature de l'espace et Poincaré explique que la question
revient A choisir non une réponse vraie illusoire mais la répanse la plus
commode®.

Quelques années plus tard, Reichenbach expliquait dans son cuvrage
Philosophy of Space and Time :
“Mathematics reveals the possible spaces; physics decides which among them
corresponds to physical space™®
"wammadml'mujmm&uﬂmsmam
témes dynamiques, "Collectian Diunod Université”, Dunod, Parls 1970 et cehi de Viadimir
MmMﬁhmMﬂwﬂhﬂmﬁumpﬂDﬁ-
Inli Emberek, Editions Mir, Moscou 1976,
ﬂAmnhm“qumum:pmwumjmmmrmmw-
mique, U'éther, la gomdtrie et la relativits, texies taduits par Maurice Solovine et Marie-
Awgmt, Gauthier-Villars, Paris 1972 p, 76,
“Hmﬂmmusmmdrmﬂm,pﬁmdﬂuh“mmmm-
rion, Parle 1968, p. 74-76.
Hena Reichenbach, The Philosophy of Space and Thne (1927) (translated by Maris Ret-
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On peut alors remarquer la double interprétation du terme "decides”; soit
V'espace physique a une structure géométrique déterminée et le physiclen
doit découvrir cette structure parmi les possibles, soit la structure est
déterminée par le physicien pour rendre compte des phénomanes; la
préface de Carnap laisse entendre que c'est 1a seconde interprétation qu'il
faut lire :

"In physical geometry, there are two possible procedures for esiablishing a theory
of physical space. First, the physicist may freely choose the rules for measuring
length, After this choice is made, the question of the geomelrical structure of
physical space becomes empirical; it is to be answered on the basis of the resulis
of experimenis. Aliernatively, the physicisi may freely choose the structure of
physical space; but he must adjust the rules of measurement in view of the
obseroational facks.” '

En ce sens la géométrie physique rel2ve plus d'une question de cohérence
globale que d’une question de vérit¢®.

4.9 Quelques considérations didactiques.

Ces remarques sur le statut de la géométrie nous conduisent & situer
l'enseignement de la géométrie au carrefour des mathématiques et de la
physique, c’est-2~dire 2 la fols dans 1'enseignement des mathématiques et
dans I'enseignement des sciences physiques™.

Nous nous placerons ici dans une perspective gonséthienne sur les trols
aspects de la géométrie rappelés ci-dessus, en insistant sur la nécessaire
articulation de ces trois aspects. Il ne saurait étre question de distinguet,
autrement que pour les besoins de 1'analyse, le moment empirique et le
moment rationnel, encore moins le moment physique et le moment ma-
thématique.

Pour préciser cela nous rappelons une idée anclenne d’Emile Borel aujour-
d'hui reprise pas Jean-Pierre Kahane, celle des laboratoires de mathéma-
tiques et plus précisément de la place de la géométrie dans de tels labora-

chenbach and John Preund, with introductory remarks by Rudolf Camap), Dover, New
York 1967, p. 6.

5] 5 gquestion philosophique de In vraie nature de Fespace reste toujours d’actualité
comme le montre le débat entre Hawkings et Penrose dans leur ouvrage Space and Thue,
*The Isaac Newton Institute Serles of Lectures”, Princeton University Press, Princeton,
1996, traduction francaise par Frengoise Balibar, Lz Nature de I'Egpace et du Temps (1996),
pr&mhﬂmpnrMmhdﬂhe—Rey,'mfeudu‘,Gﬂﬂmud,Paﬂnlm.

5454 1a rencontre des disciplines a un sens atiire que celui du discours moraliste sur
l'hmdhdpﬁmﬂﬂ,mmmmmmmmneﬂeduuudgmnhdndhdplhum
nées que celle que Fon peut pratiquer & Tintérleur méme d'une discipline, ainsi V'ensel-
_gnement de Ia géométrie demande de faire des mathématiques dans le cours de physique
et de faire de la physique dans le cours de mathématiques.
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foires™.
Le caractire expérimental de la géométrle apparatt sous diverses formes
dont 'une des plus anciennes est la pratique des instrumenis géomsé-
triques, instruments de mesure ou instruments de constructions géomé-
triques, parmi lesquels la régle et le compas.
Comme nous 'avons déja rappelé, I'usage d'un instrument scientifique
ne reléve pas de la seule pratique mais suppose un lien explicite entre la
connaissance empirique et la connaissance rationnelle, c’est ce lien qui per-
met I'expérimental™, Pour préciser cela nous rappelierons ce que dit Abel
Rey des rapports entre ln rdgle et 1a droite d'une part, le compas et le cercle
d’autre part :
*La régle et le compan (ne sont) que le symbole des idées clatres et distinctes de ln
droite et du cercle™™

Les constructions a la régle et aui compas se situent ainsl au carrefour de
la géométrie rationnelle et de la géométrie pratique et participent ainsi de
'agpect expérimental de la géométrie au sens gonséthien défind ci-dessus,
En ce sens, 8i laboratoire de mathématique 11 doit y avolr, les constructions
2 1 régle et au compas y ont une place importante sinon premigre. Le des-
ain géométrique, en tant qu'il est un dessin structuré, apparaft ainsl moine
comme un accompagnement du cours, 1a partie pratique en quelque sorfe,
que comme faisant partie de V'enseignement de la géométrie; d"une part
les constructions géométriques constituent des théordmes d‘existence met-
tant en jeu des algorithmes géométriques, d’autre part leur exécution ma-
férielle exige un respect rigoureux des rigles ainsi mises en place. La ri-
gueur apparaft ainsi moing comme un exercice de style caractéristique du
cours de mathématiques que comme une nécessité pour réaliser Fobjectif
que 1'on g’est donné, savoir, la construction d'un objet géométrique déter-
miné. Sl 'on se place dans le cadre de la géométrie &lémentaire, on peut
alors considérer que la détermination de Y'algorithme participe de la phase
"analyse” de la résolution d'un problime de construction tandis que la réa-
lisation matérielle sinscrit dans la phase "synthase”,
C'est & dessein que nous avons employé le terme "algorithume”, Il nous
semble important que dans l'enseignement scientifique, y compris dans
Venselgnement de I'informatique, le terme "algorithme" soit défini indé-
pendamment de fout usage machinal. La construction d'un algorithme
est une opération intellectuelle, done théorique, & des fins essentiellement
pratiques, cetbe construction étant soumise & des contraintes définles par
les instruments dont on dispose. Mais de telles contraintes ne sont pas

“5Emile Borel, "Les exercices pratiques de mathématiques dans I’ secan-
daire" (1904), in Oeuvres, tome 4, CNRS, Paris 1972, p. 2225-2256.

%11 nous semble important de distinguer empirique et Iexpérimental; sl l¢ premier
peut &tre définl comme V'appréhengion inorganisée d'un donné extérieur, le second ren-
voie au contraire & une construction matérielle nous permettant de mettre en rapport
cormaissance rationnelle et connadssance du monde.

% Abel Rey, La Science dans I'Antiquité, volume 5, "L’Apogée de la Sclence Technique
Grecque : L'Essor de la Mathématique”, Albin Michel, Paris 1948, p.124.
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seulement pratiques, tout instrument, aussl sommaire soit-il, implique une
pensée théorique, aussl sommaire soit-elle, qui a permis sa réalisation. En
ce sens 'usage d'un instrument est Jide & la pensée qui en définit 'usage,
question d’autant plus importante dans l'enselgnement que le probléme
est moins de réaliser une performance que de comprendre les enjeux & la
fois théoriques et pratiques de l'usage d"un instrument.

Les Grecs connaissaient d’autres instruments géométriques que la régle et
le compas comme le montrent les divers appareils décrits par exemple par
Eutoclus™ pour résoudre les grands problémes qu'ils se posalent (duplica-
tion du cube, trisection de Vangle, quadrature du cercle), et si’on reste au
seul plan de la pratique, on ne voit pas en quoi 1a construction ' ique"
de la conchoide de Nicomade et de son intersection avec une droite™ est
mains acceptable que la construction de Vintersection d'un cercle tracé au
compas et d'une droite tracée A la régle. D'autant que les constructions 2
la régle et au compas peuvent dtre aussi considérées comme des construc-
tions mécaniques.

11 faut alors reventr sur une propriété particuliére de la droite et du cercle :
ce sont les seules courbes planes que 'on peut faire glisser sur elies-mémes
sans les déformer. Si les géométres grecs n'ont jamais explicité une telle
pmpﬂéte,eﬂeapparaitvialesinsh'ummlsquipmﬂmtdemles
droites et les cercles, savoir, la régle et le compas. On peut la lire aussi
dans la définition euclidienne de 1a droite :

*Une ligne droite est celle qui est placée de manilre égnle par rapport aux points
qui sont sur elle.”® définitlon qui, de notre point de vue, convient aussi au
cercle,

Dans V'enseignement d’aujourd’hui oit la question est moins de raconter
Euclide que de le retranscrire dans un cadre moderne, il serait utile que
cette de la droite et du plan apparaisse explicitement dans 'en-
seignementdelagéoméﬁie,pmpﬂéhéqlﬂmlmalafoisdelnpmﬂquedu
dessin géométrique et du statut théorique des objets considérds, propriété
qui montre comment s’articulent pratique du dessin et géométrie ration-
nelle.

Restant dans le cadre de la réalisation matérielle d'objets géoméiriques ou
1iés & la géométrie, nous pouvons abarder la construction de solides. Il faut
ici distinguer deux moments dans I'enseignement de 1a géométrie des so-
lides, le moment empirique, celui de la lecon de choses pourrait-on dire,

®Eutochus, "Commentaires au Trathé sur Is Sphire et le Cylindre, I et IT", in Archmade,
(Euvres, tome IV, texte établi et traduit par Charles Muegler, Les Belles Lettres, Paris 1972,
p. 4175, On peut lire ausal Iarticle de Joblle Delatire et Rudolf Bkouche, "Pourquei la
tdgle et le compas" in Histoires de Problimes, Histoire des Mathématiques, Commis-
slon Inter-IREM Epistémologie, Ellipsas, Paris 1993, p, 87-112 Butocius, o.¢. p. 69-73,La
concholde de Nicomade permet de résoudre le problame de la trisection de Iangle et
celui de Ja double moyenne proportiormelle.

MEutocius, 0-¢ p&9-73. La concholde de Nicomade permet de résoudre le probléme de
In trlsection de Fangle et celul de la double moyenne proportionnelle. '

®Euclide, Les Eléments, o.c. p. 154.



La géométrie éiémentaire, une science physique ? 63

quipermetd'expliciter]edoubleaspectdel’étudedmcmpssoﬂdes,leur
reconnaissance d'une part qui pose le probléme du méme (méme forme
et méme grandeur), leur fabrication d’autre part, reconnaissance et fabri-
cation ¢’appuyant sur la géométrie rationnelle. La géométrie des corps so-
lides oblige ainsi & mieux prendre en compte les enjeux de la démonstra-
tion. Cest le ralsonmement qui permet de découvrir des propriétés qui ne
deviennent évidentes, au sens visuel du terme, qu’aprés démonstration®!,
ainsi 1'égalité par superposition dont nous avons déa parlé, aingl les di-
verses propriétés d'incidence qui partent sur ces objets invisibles que sont
les points, les droltes, et les plans, invisibles au sens qu‘ils n'apparaissent
qu‘d travers les corps solides dont ils marquent les limites; ainsi une sur-
face est 1a Limite d’un corps, une ligne est 1a imite d"une surface, un point
est la limite d’une ligne. On peut considérer que l'on ne connalt empiri-
quement que les corps et que c'est Ia géoméirie qui conduit A inventer les
objets-limites que sont les points, les lignes et les plans®.
Mais revenans sur le probléme de la fabrication des objets solides. Pour
construire de tels objets on utilise ce que I'on appelle des "plens”, ’est-2-
dire des représentations planes des objets A fabriquer. Se poseainsl d'une
part a question de la représentation plane des objets solides®, d'autre part
de leur fabrication A partir de cette représentation. Mais icl encore c’est le
;aismmmmtquipermetderésoudmaesdiverspmbltmes.Onpeutnlnrs
considérer que le probléme général de la représentation s'inscrit dans l'en-
t de la géométrie des corps solides, non pas comme une simple
illustration ou application-d’un cours®, mais comme partie de cet ensei-
gnement.
Nous pouvons citer le filicoupeur inventé par Charles Pérol pour construire
des solicies en polystyréne, construction qui demande une étude préalable
utilisant des représentations planes et des méthodes analytiques. Parmi
ces constructions, nous en citerons deux qui nous semblent exemplaires :
— la construction des polyadres réguliers
~ la construction de la secton dun cube par trois points situés sur sa
suxface.
On peut alors considérer que, & cdté de la régle et du compas, le filicoupeur

610n peut dire que la démonstration géométrique dlargit ia vision.

©2A cAMé de ces définitions comme objets-limites, nous noterons les définitions ciné-
mﬂ@u:hﬂmmmﬂ:&whmﬂd’mpﬁnwkmwwh
mnuvmﬂdﬁmeﬁsm.hgéoméhhmppmhmmrdnndemdmxnwdnded&-
finttion (¢f. Federigo Enriques, "Les Principes de la Géométrie”, Encyclopéiie des Sciences
Mathématiques, réédition Jacques Gabay, Paris 1991, ITI-1, p. 13).

“leproblmdehupmmﬁmut]mdmbh,dﬁmplﬂhmpl&mhﬂm
d’objets solides existants, d*autre part In représentation d’objets imaginaires, solt quon
veulle dermer Pillusion que ces représentntiona carrespandent & des objets réels (ainsl [a
peinture), scit qu'on veuille construire lea cbjets sclides correspondant A ces représenta-
ttons (architecture et dessin industrlel),

6450y |a distinction entre illustration et application nous renvoyons A un article de Nico-
1a8 Rouche in Rudolf Bkouche, Bernard Charlot, Nicolas Rotiche, Faire des matidmatiques :
Ie plaisér du sens Armand Colin, Paria 1991, chapitre VIII, p. 148.
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& sa place dans les laboratoires de mathématiques. Nous pourrions
citer d’autres instrumenis géométriques dont les divers instrumenis
de mesures géométriques™ ou les instruments cités par Eutocius pour
construire les diverses courbes liées & Ja résplution des grands problémes
de Iz géométrie grecque (cf. cl-dessus).

Nous n’aborderons pas ici la question de la place de l'informatique,
d’abord parce que nous pensons que celleci ne peut Bire efficlente que
pour qui posséde déjd une pratique géométrique, ensuite parce que le
travail "a la main" des machines analogiques, dont les prototypes sont la
régle et le compas, permet de comprendre le lien entre la part théorique
et la part pratique du dessin géométrique; mais on pourrait aussl utiliser
les divers instruments de dessin inventés au cours des Ages, dont les
instruments grecs déja cités, La question se situe encore une fols dans les
articulations, ce qui est occulté par la botte noire informatique®. Il faut
alors penser Vinformatique moins comme outil pédagogique que comme
outll mathématique, c’est comme outil mathématique que 'informatique
peut avolr sa place dans I'enseignement, ce qui suppose que les usages
mathématiques de Finformatique sinsdrent dams 1 au
moment ol ils peuvent devenir pertinents, ’
OnpounnitparlerlmgMpsdesdiversHmo&hg&omé&iel:gpnﬂt
sous ses multiples facettes, ainsi la reprégentation viste™ ou la
représentation de la terre vis la topographie® et la cartographie®. Il faut
alors souligner que la géométrie n'est pas une sclence extérieure que I'on
appliquerait pour-résoudre les problémes posés par la représentation
perspectiviste ou par la cartographie, elle participe de ces domaines de la
connaissance tout autant que ceux-cl sont constitutifs de la pensée géo-
métrique. En cela ils ont leur place dans l'enseignement de 1a géométrie.
Enfin nous terminerons cet article en revenant sur l'une des "notions ..
premitres” de la géométrie, Ia notion d'espace. Comme souvent dans
les sciences hypothético-déductives, 'expression "notion premiére” est
ambigfie et la notion d’espace en est un exemple.

Nous avons mis I'accent dans cet article sur le réle des corps solides dans
la constitution de la géométrie rationnelle. On peut remarquer que la
notion d’espace n'intervient pas dans la géométrie grecque, ce qui montre
qu'elle n'est pas nécessaire pour développer I'étude des corps solides.

©0n peut trouver une présentation de ces instruments dans 'ouvrage d"Emile Fourrey,
Curlopitda gloméiriques, Vuibert, Paris 1907, p. 163-219, réédition avec une préface d’Bve-
lyme Barbin, Vutbert, Paris 1994,

SNous pourrions citer exemple du calcul ob Yon peut opposer le calcul "3 Ia main”
(e caleul posé ou le calcul au boulier) et la bolte noire de la calculette.

PThértse Gllbert, Lz perspective en quastions, "gem", cinco éditeur, Louvain la Neuve
1987,

®facques Hadamard, Legons de Géoméirie EXfmentaire, tome I, Géoméirie dans L'espace,
nouvelle édition refondue et corrigés, Armand Colin, Parls 1949, p. 283-313.

®Marcel Berger, Géoméirie (5 volumes), CEDIC/Fernand Nathan, Paris 1977, volume
‘5, p. 26-37.
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C’est pourquol nous préférons parier de géométrie des corps solides.

Par contre 1a notion d’espace devient ufile dés que Ion veut comparer
les positions relatives de deux corps ou les diverses positions d’un corps
en mouvement. Effectivement 1a notion géométrique d'espace intervient
au début de Fépoque modemne A partir de deux problématiques liées
au problame des positions relatives, d'une part la représentation plane
des corps avec 1a perspective, d’autre part I'dtude du mouvement avec
la mécanique. L'espace est alars introduit comme le réceptacle universel
dans lequel se situent les phénoménes géométriques ou mécaniques, ce
quBuler explique dans ses Letires 3 une Princesse d'Allemagne :

"I (Vespace) ne fuit que fournir les Heux que les corps ocoupent et remplissent™

ant que cet "espace sans corps est nommé un vide (souligné par Eu-
ler), et un vide est donc une élendue sans corps”™.
C’est en référence A cet espace, réceptacle universel, que 'on peut parler,
comme le veut la fradition de V'enseignement francals, de géoméirie dans
Vespace™ .
L'espace ainsi défini devient une notion premiére de la connaissance géo-
méhique,mdslestamtd'uneteﬂeno&onmﬂou,cequemmmmtles
débats opposants rationalistes et empiristes au XVIIdme sidcle. Pour dé-
passﬂ'cesdébats,Kﬂntdﬁ:dml’espaceetleiansmmmeMmapﬁori
de Vintuition antérieures & toute connaissance mais nécessaires pour ap-
préhender le monde et permetire la connaissance rationnelie”. Cependant
la notion de forme 4 priori-de V'intultion néglige deux points : d'une part
1a notion d’espace géométrique est une construction du XVIléme sidcle,
d’autre part la notion de temps est une reconstruction rationnelle permet-
tant d’éviter les difficultés liées au devenir. En ce sens I'espace et le temps
dehsclmcenmdeme,loindeparﬂdperd’umhhﬂﬁmnpﬂoﬁ,smtdes
canstructons rationnelles historiquement datées. Mais comme souvent,
une constructon ratiornelle, une fois inventée par 'homme, devient éter-
nelle et par conséquent est éternelle. On peut alors considérer la position
kantenne comme une tentative d’explication de cette éternité, éternité a
Véchelle humaine 11 est vrai si 'on considére que les formes 4 priori de 1'in-
tuition sont constitutives de 1'esprit humain.
Ainsi la notion d’espace une fols inventée devient une notion premidre de
1a géométrie. On peut alors considérer deux étapes, d'abord celle du récep-
tacle universel newtonien, puis, aprés les révolutions non-euclidiennes et
formalistes, celle de la reconstruction formelle issue de 1’algdbre linéaire et
de la géométrie différentielle. Mais si les reconstructions rationnelles de-

W] aonhart Buler, Letires & une Princesse d'Allemagne (1772), précédées de 'Eloge dEvler
par Condorcet et annobtes par Cournot, 2 volumes, Hachette, Parls 1842, volume 1, p. 271.

MRappelona que les Angleis parlent de Sofid Geometry.

T Emmanuel Kant, Critigue de Iz Ralson Pure, traduction de Jules Barnd revue par Pierre
Archambault, chronologie, Hon et bibliographie de Bernard Rousset, Garnier-
Flawmnaricn, Paris 1976, p. 81-105.
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viennent fondatrices, elles ne sont pas premidres du point de vue de I'en-
seignement et I'on peut considérer que la notlon géométrique d’espace,
loin d’étre le point de départ de l'enseignement de la géométrie, en est
'un des aboutissements, Cela n'exclut pas 1'usage nalf du terme "espace”,
suffisant pour les débuts de l'enseignement de la géométrie, que 'on se
place du point de vue des mathématiques ou de celul de la physique.
Pour étre complet, il aurait fallu aborder d’autres points oi la part mathé-
matique et la part physique de la géométrie se rencontrent sans que l'on
puisse toujours les distinguer. Parmi ces points nous pouvons citer, sans
ire exhaustifs : les fgures régulitres qui interviennent dans 1'étude des
pavages et des cristaux, les problemes d'équilibre en mécanique, lesquels
ont conduit & la notion de barycentre, l'opﬂquegéoméh'lque,l’élechuma-
gnétiame ot la notlon d’orientation est importante. -

Ces diverses questions ol g‘entremflent sclences mathématiques et
sciences physiques participent de l'enseignement de chacune de ces dis-
ciplines, c'est cela qui nous conduit 4 dire qu‘il est important que la phy-
sique apparaisse dans le cours de mathématiques et que les mathéma-
tiques apparaissent dans le cours de physique. ;

Pour préciser cette dernitre remarque nous reviendrons sur 1'un des pre-
miers objets rencontrés dans I'enseignement de la géométrie : la droite.
Dans les ouvrages classiques d’enseignement de la géométrie élémen-
taire, on se propose moins de définir la drofte que d’en montrer quelques
exemples parmi lesquels le fil tendu ou le rayon lumineux, Par contre
dans les ouvrages d’enselgnement de 1'optique, on énonce que, dans un
milieu homogene, la lumidre se propage en ligne droite. On voit ainsi ap-
paraitre un cercle, le discours géométrique s’appuyant sur la connaissance
des rayons lumineux et le discours optique s’appuyant sur le discours géo-

métrique.
La question est alors moins de définir 'objet premier que de metire en rap-
port divers objets. La notion géométrique de droite apparait alors comme
une idéalité mathématique qui permet de parler des rayons lumineux;; il
importe moins de définir un objet premier que d’expliciter comment le
discours rationnel A la fois se construit dans le monde et réduit la part
du monde qu'il étudie pour mieux le rendre intelligible™, En ce sens le
"physique” et le "mathématique” o'interpénitrent sans que 1'on puisse dire
a prior] lequel est antérieur & Fautre du point de vue de la connaissance.
On veit icl comment 1'optique et le géométrique se rencontrent, ce que
Ion peut résumer en affirmant que 'optique a sa place dans I'
ment de géométrie comme la géométrie a sa place dans 'enseignement
de l'optique. Ainsi la goniométrie relkve autant de l'enselgnement de In
géométrle que de 'enseignement de l'optique. Mais peut-8tre plus géné-
ralement faudrait-it introduire des éléments de metrologie des grandeurs
geéométriques dans l'enselgnement des mathématiques.

7Dans un article ultérieur nous reviendrons sur la question de la réduction dans Ia
" congtruction de V'inteRigibilité du monde.



problémes de lieux — problémes de construction

Bernard Destainville - Irem de Toulouse,

5.1 Introduction, :

L'apparition d’un paragraphe concernant les Jieux géométriques dans
lemuveaupmgmmmedelaclassederuﬁﬁeSmahdié,davm-
tagemme,hmapproimdirladémamhe;cm]dmemmtlespmblémes
de construction sont liés & ceux de lieux.

Pour chacun de ces detx types d’activités, aprés découverte d'un en-
semblequiconﬂentlessoluﬂm,umaeemdeparﬁe,mdpmquedelapré-
cédente, est indispensable pour s'assurer de I'égalité de l'ensemble cher-
ché aver Vensemble des solutions. Cette égalité résulte donc d‘une double
inclusion. -

« Dans un probizme de liew géoméirique de points, il faut d’abord construire
une figure, éventuellement avec plusieurs positions du point variable, pour
cmjecmmmueu;etsihmchercheestréaﬁséeil'aided’unlogideldy-
mndque,cetbecmshuctimn’este{ﬁmcepourhcmjecture que si la sé-
de construction des points est carrecte. Surtout, avec un tel logi-
deLlepdnthuHeudolt&h’edédnﬁapréscehﬂqtﬂaétédmisicomme
point variable M. De pius, du choix du point variable M peut dépendre la
clarté de la conjecture, et en particulier le repérage des éventuelles limites
du lieu pour préparer la réciproque {voir IV). Le mouvement du point va-
riable M est trés utile pour observer celui de P.
UnefdsjusﬂﬂélesupportEdu]ieu,uneréciproqueestindispensable
pmns’assu:erquetouslespointsdeoetmmbleEoo:wiement:apu
Hrd'unpointhue]cmquedeE,peub-mfai:eoomspond:edaml’ -
semblededéput(aumoins)unpoinththeatl’imase?Lespoinis
P de E qui n'ont pas d’antécédent sont & rejeter (voir I et IV). 1l est pré-
¢érable de construlre une riouvelle gure pour mieux cerner les étapes de
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Iz réciproque ; la séquence de construction des points est nécessatrement
différente de celle de la premiére partle.

A V'issue de cette étude, nous avons donc prouvé, par double inclusion,
Végalité du lieu géométrique cherché avec I'ensemble des points de E qui
ont un antécédent.

On retrouve &videmment cette démarche lorsqu’on entreprend de jus-
tifler les divers ensembles-images, en général admis dans les programmes
actuels, pour les transformations. Par exemple, dans une rotation, Fimage
d'un segment est un segment dont 1l faut préciser les propriétés.

o Dana un probleéme de construction gloméirique d’'un point, on est souvent
conduit A privilégier, parmi les hypoth&ses, deux conditions nécessaires qui
se tracluisent par l'apparition du point sur deux lieux géométriques dont
on cherche l'intergection?. Lorsque ces deux lieux sont sécants, il reste &
s’assurer, par une réciproque, que les éventuels points communs & ces Heux
satisfont & toutes les propriétés iImposées.

Par exemple, le centre du cercle circonscrit 2 un triangle est nécessaire-
ment & l'intersection de deux des trois médiatrices des cdtés de ce triangle ;
pour prouver que c’est suffisart, il faut s’assurer que le point d'intersection
de ces deux médiatrices est effectivement équidistant des trois sommets
du triangle. Dans d‘autres problémes de construction, un point M peut
&tre Fimage d"un autre point M" par une fransformation. D'une partil faut
souvent construire d'abord ce point M”, d"autre part le passage de M’ a M
nécessite lui-méme une construction, en général ausal par intersection de
deux Heux (voir IT).

Dans les acHvités qui suivent, on peut en particulier observer les liens
entre les deux types de problémes.

5.2  Une constraction avec discussion.

Soient un point A et une droite D du plan. Construire un cercle de
rayon r passant par A et tangent & D, Soit O la projection de A sur D.
5'il existe une solution, soit I le centre du cercle :
- ladistancede I & Destr; I appartient donc & (E), réunion des droltes
d et d paralldles & D, lieu des points situés & distance r de D;
~ la distance de T & A est r; I appartient donc au cercle (A4, r) (second
liew).
8'il existe, I appartient donc & intersectlon de (E) et du cercle (4, ).
Réciprogue : 1l v a quatre étapes : construire les deux lieux - discuter leur
intersection — construire les cercles de centre I et de rayon r — vérifier qu'ils
conviennent,

1G. Polyn, La découverte des mathématigues (Dunod, 1965); G. Gleaser, Analyse-synthise
“Brochure APMEP 76, 1990,
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sl0<O0A<?riya 8OA=2rilya f0A>2rllya
deux solutions une solution zéro solution
Caspuﬁcu]ler:SiOA=0,1esdeuxcemlesmd_sbmtnussl,emtrésm

(Oz) Ndeten (Oz) Nd et ils passent par O.

5.3  Une construction par deux méthodes.

d et &' sont deux drottes parallales et A un point du plan entre d et d'.
CmstmiremhimgleABG,:ecﬂnslemA,avechurdetGmd’,de

telle sorte que la droite (BC) solt perpendiculaire dd. . !
v " , Analyse : Si ABC existe, soft D
= = P unpodntdedettlatramlaﬁon
B de vecteur BD, E = #C) et
. o /|4 i J P =1(A); D étant fixé, P appar-
% P N tient 2 deux lieux : le cercle de
N~ S L diamatre [DE] et la droite paral-

¢ E @' lble & d qui passe par A.

e o ’",,._-,'.-,.-E g Réciproque : On part de d, &', A
S it et [DE] perpendiculaire & d. La
FAY rY i L]
A a d en A coupe e cercle
o / de diamptre [D E] en deux points
A L PetP. Alors:
c c E a
o Avec#, translation de vecteur P4, ona #/(D) = B et #(E) = C, etle
triangle ABC est rectangle en A. Il convient.

« Meme travail avec #, translation de vecteur P'A. Do AB'C’, Nous
avons choisi cette méthode dynamique parce qu'elle fait disparattre
la contrainte sur A, en déplagant la figure, dans le méme esprit que
1a construction d’un carré inscrit dans un triangle.

Noie : une autre méthode consiste A construire d’abord le milieu O de [BC) ;
&l 'on appelle D la droite des milieux de la bande de plan et 2a la Jargeur
deuethebmde,Oestdanal’intersecﬂmdeDetducetdedecen&eAetde
rayon 6. On retrouve les deux solutions.
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5.4  Deux lieux gloméirigues.

O est le milieu d'un segment [AB], P un point de la médiatrice d du
segment [AO)]. Tracer la perpendiculaire & (PB) en B. Lorsque ces deux
droites sont sécantes, on appelle & le point d’intersection et I le milieu du
segment [PQ]. Trouver les lieux géométriques du point I et du point @

B.Destainville

La figure : en séquence, construc-
tion de P, puis @, puis I. Noter
que si P est en p, les perpendicu-
IniresA (PA)en Aetd (PB)en B
sont paralléles ; @ n'existe pas.
Conjecture : avec le logiciel CA-
BRI, I semble décrire la média-
trice de [AB].

lorsque P parcourt d.
1) Lieu géométrique de I : soit ple milieu de [AC).
P D
NS
1\
IIII.-' "-. S
/] NLON
fpeer TNy
A E‘-Rx_ p 0 \_\-. N
bl X
d TV
' Q

Le support du Heu (analyse) : Si P # p, en considérant les deux triangles
rectangles PAQ et PBQ, IA = IQ = IP = IB; donc I appartient 4 Ia

médiatrice D de [AB].

Réciproque (synih2se) : Soit I un
point quelconque de D.

~ construction : le cercle de centre
I qui passe par A, passe aussl
par B et coupe d en deux points
Pet P. Avec P, la droite (PI)re-
coupe le cercle en Q. En séquence,
nous avons donc construit I,

puis P, puis Q.

— oérification : pour tout point
I de D, les triangles PAQ et
PBQ, inscrits dans des demi-
cercles, sont rectangles. Done I
convient, Le raisonnement est le
méme pour P/,

Aingi, le lieu géométrique de I est la drolte I en entier.
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2)Ueu§éomélriquede0:soitqlenﬂ]ieude[0.ﬂ].

La figure : en séquence, construction de P, puis Q, puis I, comme ci-dessus,
avec la méme figure.

Conjecture : le logiciel CABRI propose comme Heu géométrique de Q la
médiatrice du segment [OB] privée du point g.

Le support du lieu (enalyse) : la projection orthogonale de I sur la droite
(AB) est O, et celle de P est p; ] est le milieu du segment [PQ]. Ainsi,
par projection, O est le milieu du segment [pg]. Donc @ appartient 2 la
mécdiatrice & de [0B].

Réciproque (synthdse) : 1 vaut
mieux faire une nouvelle figure.

Soit @ un point quelconque de
d.

pﬁ & — consiruction : tracons les per-
|‘\ pendiculaires en A i (QA) eten
RSN Ba (QB).
J;' oo T Si Q = g, ces droites sont paral-
/ Y 4 lales et P n'existe pas.
/ N\Ih S Q # g, ces droites sont sé-
AR S Wl _h} cantes en un point P. Soit I le
A5 % B milieu du segment [PQ]. B sé-
i . 7 quence, nous avons construit ¢,
) ! / puis P, puis I.
d ““a\/ — vérification : pour tout point @
iQ de d', distinct de g, en inversant
: les roles de P et @ dans l'étude
qui , on démontre que P
appartient & la droite d. Donc @
convient.

. Ainsi, le Heu géométrique de ( est la droite d’ privée du point g.

5.5  Un leu géoméirique par double inclusion.

(O) est un quart de cercle de centre O et d'extrémités A et B, Pour tout
point T de (O) distinct de B, la tangente en T & (O} coupe la demi-droite
[OA) en M. P est le point de la demi-draite [MT) tel que MP = MO.
Trouver le Heu géométrique de P lorsque T' décrit (0).

La figure ; aprés 1a mise en place de (0), la séquence de construction est T,
M, P



e B 1 Fra ..
oty ~\ Wy
A
/N, N, Nyn
% 4 e "
s }‘{.x_ - = :\'-. - 2 I"-
Ihae 4 1 " |
A W [} A [ A
construction corjecture ce qu’on obtient en

déclarant M puls T (%)

Conjecture (avec CABRI) : en déplagant T sur (0), on peut observer les com-
ts limites de P aux extrémités d'un segment qui pourrait étre le
coté |81 du careé AGBI. Notons que l1a figure réalisée en commengant par
construire M apporte une information originale pour B : il semble exclu
du Heu.

0

/ f"/ :'l.\"\
Vd |
Vdl It

Le support du lieu (analyse) : solt
I le quatri*®me sommet du carné
AOBI. Le point P appartient 4
la demi-droite [BI). En effet,

- avec des considérations angu-
laires, les triangles OBP et
OTP sont isométriques (2™
cas).

— de plus, dans la construction
de P, le cercle (M; MO) est
dans le demi-plan de frontitre
{BO) qui contient M.

Note : une autre solution consiste & envisager une similitude : avec H mi-
lieu de [OF), les deux triangles OBF et M HO sont semblables,

2. M décrit une demi-drotte, alors que T décrit un quart de cercle, qui est bamé.
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Réciproque (aynihise) :
— construction : solt P un point de 1a demi-droite [BJ) et T le point symé-
trique de B par rapport  (OP). Alors TOB = 2POE;

- 6 P=B,alors T = Bet M n'existe pas; o

— gl P # Bet P extérieur 2 | BI], comme POB > 46°, TOB > 80°;; donc

P ne convient pas.

Alnsi, il faut que P appartienne au segment | BI] : le e de P est donc inclus
dens | BI].
P €]BI; par symétrie par rapport & (OP), la droite (PT) est tangente en
T au quart de cercle (O). Elle coupe (OA) en M. En séquence, nous avons
done construit P, puis T, puis M.
- Preuve : les angles en O et P du triangle MOP sont égaux (symétrie par
rapport & (OP) et angles alternes-internes) ; donc MO = MP.
Conclusion : }BI] est inclus dans le lieu de P. Le lieu géométrique de P est
donc le segment | BI].

B.6 Conclusion.

Dans ces deux types de problémes de recherche d'égalité d’ensembles,
un support géométrique permet de mieux analyser le raisonnement par
double inclusion.

Dens un soud de rigueur, la réciproque est indispensable. Il ne s'agit
pas d'une simple vérification pour se sécuriser, pas plus qu'on ne peut se
contenter d‘une observation avec un logiciet d ,

La démarche est générale. On retrouve par exemple ce besoin de ri-

dans la recherche de Fensemble des solutions d’une équation ou
d'une indquation, lorsque les différentes propositions de la résolution ne
sont pas équivalentes ou que l'ensemble de définition n'a pu étre précisé
au dépert.
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Pourquoi les aires ?

Henry Plane.

Avertissement ;* L'atelier "Pourquoi les aires” a demandé aux partici-
pants manipulation des figures (avec "cas de figures") et discussfon si-
multanées, choses qui ne peuvent &ire rapportées en quelques bréves
pages. L'objectif de I'atelier était une sorte de survol de la géométrie de
I'enseignement secondaire dans lequel la notion d’aire jouait, ou pouvait
jouer, un réle comme outil de démonstration, rdle qui apparait aujourd hui
comme oubli€ sinon délaissé.

6.1 Historique.

Quelques mots d'histoire pour débuter. Jadis longueurs et aires jouaient
de concert un réle important dans la construction de 'édifice mathéma-
tique. L'une et I'autre s’avéraient palpables alors que le nombre restait un
é&tre plus ou moins mystique (Bible, Pythagoriciens).

La fin du Moyen-Age abonde en résolutions géométriques de problémes
dans lesquels nous, nous ne voyons que des équations. Voir les traduc-
teurs de P'arabe, Bombelli, Gosselin et autres(cf [2] ¢t [5]).
Vinrent ensuite Vidte et Stévin (cf [9] et [10]} qui, avec "Vaxithmétique Lithé-
rale" et les nombres décimaux, rendirent I'expresssion des raisonnements
plus aisée et les calculs plus automatiques voire
Au dibxseptidme sitcle il y eut comme une inversion des réles, Un nombre,
qu'il soit entler ou "sourd”, connu ou inconnu, devient un &tre mathé-
matique qu’on manipule, 3¢, « + y ou v/5. .. On 'assocle encore & une
mais est-ce indispensable ? Arnauld (¢f [1]) bouleverse Buclide,
Ozanam aussi (¢f [4] et [6]). Une aire est un produit a . b d’entiers ou d'ir-
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rationnels et non plus Vattribut d’un rectangle ABCD. Une sorte de hie-
rarchie s'installe, premier, deuxidme, troisiame degré...

Les dix-huitidme et dix-neuvidme sidcles réduiront les aires a leur calcul
par des formules. Voir la démonstration du théoréme de Pythagore chez
Clairaut (gfT3]).

On aboutira 2 la fin du vingtidme sitcle & ces cuvrages avec un chapitre :
"Surfaces, périmtre et aire”. Une page et quelques exercices. Comment
g’étonner de la confusion chez les éléves quelques ans aprés... Les points

mis en relief ont été regroupés en quatre classes, quatre pistes de sugges-
tions afin que chacun trouve des poinis de départ il veut risquer lui-
méme V'aventure et, gréice aux alres, augmenter ses outils.

6.2 Piste élémentaire.

La piste est élémentaire car il s'agit d’assembler des &léments de fi-
gures.

‘

6.2.1 Pour bien distinguer aire et périmatre.

< [

FIG. 6.1 — Pécimatres égaux et aires inégales.

FIG. 6.2 - Périmdtres inégaux et aires égales.
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6.2.2 Sommes de carrés.

, s,
~, ™
v, .

\|.\. + \\ —

FIG. 6.3~ Avec Platon 1 + 1 = 2 et un nombre dont le carré est deux.

F1G. 64 — Carré a et carré b donnent carré ¢ en deux coups de ciseaux et
quelgues déplacernents.

1 y a blen d’autres décompositions et recompositions qui évoqueront,
au besoin, tranglation, rotation, symétrie.
6.2.3 Un peu d’arithmétique avec du quadrillage.
En agsemblant le "triangle" 5, de cOté n et le "trlangle” 5,1 decOtén—1
on lit (cf figure 6.5)
(8a) = (8a1) + 0

et
{Sa) + (Sn-1) = 0.



FIG. 6.5 - Somme des 1 premiers entiers.

2(%) =n*+n
nl+n
"

‘

(S.) =1+2+34+4+...+n=
Mais assemblés autrement (cf figure 6.6) :

FIG. 6.6 - Somme des # premiers impairs.

= (Sp) + (Sp-1)=1+3+5+ T+ -+ (2n-1)
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6.3 Retour a Euclide.

6.3.1 N’oublions pas le terme rectangle.

a' 7.

=

~—b

FIG. 67 - {6 — b)® = a? — 2ab + 1.

Nous avons déj rencontré (a + )%, alors (a — 5)3?
Pour retrancher au carré constrult sur & les deux rectangles 4 . ¥il feut ajou-
ter le carré construit sur b

a* — 2(abd) + ¥
C’est en g"appuyant sur ce raisonnement que Bombelli d2s le seizidme
sidcle justifiait que moins par moins donnait plus.

6.3.2 Mais il y a également les inégalités.

FIG. 6.8 - (a + b)? > 4ab.

Dans le carré construit sur ¢ + & il y a plus que les quatre rectangles
a.b:
(a+b)® > 4ab

done

a_-;j >+ ab.
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La moyenne arithmétique 22 est supérieure ou égale & la moyenne géo-
métrique Vab.

Avec a + b = 1, on aura la moyenne géométrique supérieure A la moyenne
harmonique h telle que E'=ﬂﬁ,eﬁ::.lu/misceclestn:l'*.n:m'.ﬂ:lre!ge.

Sl on utilise le libre I J’Eud&, d’autres relations apparaissent démon-
trées A 1'alde des aires...

633 Equations.
D P
Q H |N
A ¥ B

FIG. 6.9 —Le gnomon.

Bombelli, encore lul, en introduisant la longueur unité avant Descartes
conduisait & dautres constructions, C'est ainsl qu’avec, ce que les grecs
nommaient le gnomon, par simples opérations sur les aires non calculées
(¢f figure 6.9), on obtlent 'égalité d’aires

(DQHF) = (MBNH).

_EtxlAM=a,MB=b,AQ= 1 alors a.QD = Lb qui rime avec a.x = b,
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Trouver deux nombres connaissant somme et produit :

B ¢ M H A
n |N |p E
a8 Q R

FIG. 6.10-

Pour le second degré um auteur tel que Gosselin fondait en 1577, son rai-
sonnement sur le probléme : Trouver deux nombres connaissant leur somme

et leur produit (¢f figure 6.10) :

at+b=c ab=1m.

¢

Des deux nombres I'un deux est plus grand que £ et I'autre plus petit (sl
a = b une table de carrés fait Vaffaire). Si AB oavec AM = &,
AC=a=AM+ MC.Posonsa =+

SIHM =MC=o,b=5 —a=AH.

Connaftre 7 c’est avoir le rectangle ACDE d’aire ,

donc AE = AH =CD =b,

Le rectangle ARQH obtenu en substituant ERQP égal a CMN D conduira
au carré AMSR dont V'aire est (£)”. Mais ce carré est formé de AMNPQR
d’aire x, ((AMNE) + (PQRE) et du carté PNSQ d'nire o?. Done

- 2 _d
S =rta ou a’-—T--Jr.

Je peux danc (table de carrés) obtenir o = 1144'3 — x, condition que & —x

soit positif...
alors

efe..]a voie est ouverte.
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6.4 Rectangle, triangle, rapport de longueurs.

641 Théordme du papillon.

On a établi d’abord que tout trlangle est "maoltld" d'un rectangle, que sl
deux triangles sont situés dans une méme bande de paralléles ef ont méme
base, leurs aires sont égales et réciproquement.

FIG, 6.11 — Théoréme du papilion.

On notera que les paralitles entrent en jeu par notion de distance infind-
ment conservée et non d'angles correspandants égaux {voir Arnauld). On
pourra noter que dans un trapeze les diagonales définissent des triangles
d'aires égales (théoréme dit du papillon).

64.2 EtPythagore?

— Soltun triangle ABC de hauteurs BB’ et CC’ prolongées en B'B, = AC
et C'Cy = AB. Adjoignons les rectangles AB'B, B; et AC'C,C;, ainsi
que les triangles égaux (isométriques...) ABH; et AC;C.
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Parlons aires :
(AB'B\B;) = 2(AB'B,) = 2(ABB,)
done
{AB'B,B;) = 2(ACC}) = 2(AC,C1) = (AC'C\C).

Le produit d*un cité par la projection de 1autre sur lui ..,
A moins que ’on ne parle de cosinus, ou de produit scalaire...
- Carrés construits sur les cotés(cf figure 6.13.
Trois hauteurs, six rectangles, pour trois carrés (revoir la figure i un
angle est obtus).

FIG. 6.13 - Carrés construits sur lea cOtés.
S1=208s S2=205, S:i=285
Dans le carré qui s’appuie sur BC
BC? =8 +85=5+5
= carré sur AR — Sg + carré sur AC — S, .
=AB* 4+ AC? —24C.AB' efc.
Bien stir i BAC' = 1 droit, §; = S5 =0...
64.3 Les milieux (¢f figure 6.14),
Hypothses : AM = MB et MN paralltle 3 BC, donc

(AMC) = (MBC) = 3(4BC)



FIG. 6.14 - Droite des milieux.

(MBC) = (NBC) (bande)
(NBC) = 1(ABO).
Conclusion : AN = NC.
Réciproque :
Hypothises : AM = MB et AN = NC.
(MBO) = %(ABG) et (NBC) = %(ABC‘) (bande).

Or M et N sont d'un meéme coté de (BC), conclusion MN et BC sont
paralldles.

Mais que dire de (ABC) = (DBC) si A et D sont de part et d’autre de

(BOY?
La paralléle & (BC) passant par D recoupe (AB)en E';

FIG. 6.15 - A et I sont de part et d’autre de (BC) .

(DBC) = (EBC)
donc
done (EBC) = (ABC);

or B est au miliew de [AE] et M est au milieu de [AD] (théoréme direct).
La droite (BC') coupe (AD) en son milien (¢f 6.4.3) et AM = 3AD.
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6.4.4 Une extension.

Sl au lieu de } on prend le rapport & tel que AM = kAB, le méme
ralsonnement conduitd AN = k N B avec les réciproques associées,
C’est ainsl qu'avec le trapdze on introduira la division harmonique (trop
vieux souvenirs)...

64.5 Applications : les médianes d'un triangle.

FiG. 6.16 — Les médianes, . !

BN et C'P médianes de ABC se coupenten 1. Que dire de AT?
En ligant le découpage en aires de la figure (¢f figure 6.16) ona

b=V et atd =c+c+b (BN médiane)
c=c et a+d=¥+b+c (CPmédiane) °

Dola=b+¥ =c+¢. Cetbedenuéteéga]itéenhaheque(AI)mupe
[BC] en son milieu,
Par ailleurs, comme ¢ = ¢/, b+ ¥ = 2e donc CI = 2IP efe.

6.5 Produit de rapports ou rapport de produits.

1. Buclide dans le livre 6 s'intéresse aux parallélogrammes équiangles
et au rapport de leurs cdtés. Au selziéme sidcle un de ses traducteurs,
Commandino, dans une scholie, adapta la propriété aux triangles
ayant un angle égal. Clavius, Henrion, Le Mardele insistérent sur la
propriéié puis, comme d’autres, elle fut négligée. Arrétons nous un
instant,

Tragons deux droites A et Ay se coupant en O. Sur §; prenons deux
points A et A’ et sur Ay deux points B et B'.

Mais il y a plusieurs cas de figure | Tant pis, étudions les triangles
OAB et OA’D'. Mais les angles en (0 sont ou égrux ou supplémen-
taires ! Tant pis, tragons A’B. Etudions les rapport des aires (OAB) et
(OA'B',
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Dans tous les cas de figure ona :

done
(0AB) OAOB

(0A4B) ~ OA.0B"
Le rapport des aires égale danc le rapport du produit des cOtés des
angles égaux ou supplémentaires.
Votre figure est blen en accord !...
2. Applications :
— (AD) est bissectrice de 'angle A du triangle ABC.
Mais bissectrice intérieure ou extérieure? Ne perdons pas notre
temps ; angles égaux ou suppiémentaires a-t-on vu.

(ABD) _AB.AD _ AB
(ACD ~ ACAD ~ AC'

(ABD) _DADB _DB

(ACD ~ DADC DC’

81 vous voulez perfectionner votre figure, orlentez les triangles et
vous aurez 1a relation algébrique qui vous convient.

- Triangles équiangles.
Vocabulaire usuel au "grand si¢cle” pour désigner des triangles
ayantdeux,dmuoia,mgleshomologueségaux.

Hypoth2ses :

AT

FIG. 6.17 — Trlangles équiangles.

EnA

EnD

Yy by B
o
oy = )

(ABC) _ AB.AC _ BABC _ CB.CA
(MNP)  MNMF NMNP PN.PM'
ena ENns Enc




Pourguod les aires ?

En simplifiant
AB BC CA

MN NP PM

Conclusion : ctés homologues proportionnels.

Bt de plus
(4BC) _ [ AB\®
(MNP) (W) )
Le rapport des aires est le carré du rapport des cOtés,
— Arrétons-1a : Menelatis en rideau.
&, b, ¢ sont les aires des figures,

BP = PEPM
Le produit membre & membre et les simplifications conduisent &

1= MB NC PA
T MO 'NA'PB

On peut aussi algébriser. N'a-t-on pas travaillé A Véconomie ?
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La géométrie au service des corps flottants.

Frédéric Vivien, Luc Sindgre
Irem de Rouen.

7.1 etroduction.

A partir d'un objet comme le culbuto, objet de masse non homogene
et plutdt concentrée dans une zone du solide, nous pouvons retrouver
plusieurs positions autour de 1'équilibre,

L'équilibre stable : 'objet repose sur sa masse principale. Tout petit mou-
vement apporté & cet objet le fera revenir dans cette position. L'équilibre
instable : avec beaucoup de patience, nous pouvons faire tenir le culbuto
avec sa masse principale située sur le haut. Tout petit mouvement qui lui
est appliqué le fera revenir dans la premidre position, I'équilibre stable,
Imaginons cet objet flottant sur Yeau; nous retrouverons les mémes
positlons d'équilibres. Si, de plus, 'objet est constamment soumis a
une force qui Pécarte d'une position déquilibre (le vent dans les voiles
d’un navire), cet objet aura alors tendance soit & rester dans sa nouvelle
position, soit & revenir dans la position d’équilibre initiale, soft & 5'écarter
plus encore de sa dernidre position.

7.2  Historigue.

Archimade est le premier scientifique & s’8tre occupé de la théorie des
corps flottants. Le mathématicien ne se contente pas de poser la célébre loi
qui régit l'équilibre ; il détermine, pour des corps sphériques, cylindriques
ou paraboliques, dans quels cas 'équilibre doit Are atable ou instable.
Mais comme le remarque Lazare Camnot{2] rapporteur en 1814, pour I'ns-
titut, avec Poinsot et Sané du mémoire de Dupin{4], la principale difficulté
provient davantage des mathématiques que de 'hydrostatique
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En admirani la force d'esprit qu'exigeaient ces premiers résultats
d'une science alors dans Venfance, on ne peut s'emplcher d'avouer
qu’une méthode qui doit, @ chaque corps nouveau doni on §'cccupe,
recourir 2 de nouveaux moyens de solution, ne goit d'une éiude et
d'une apylication exivbmement pénibies.

DeuxgéométresrepﬂmttlesmchmdleudummtdeSymcuse,nudix-
huitigme sidcle, ¢’est-8-dire presque deux mille ans plus tard. Pierre Bou-
gue:,réusuitd’abord,pendmtlesloislmqueluilajmlevoyagequilui
pernﬂtdemesuzerunamdeméﬁdimirédigerleﬂdﬂdumhﬂ]
(1746). Le texte reste fidéle & Archimdde, Bouguer adopte un point de vue
ue! et barycentrique qui évite le calcul intégral et hul permet

done d’&tre compris par les ingénieurs marttimes. Euler qui reste fidele 4
56 méthode au dire de Carnot, a choisi la géométrie analytique.
Dans les deux cas, on considére que le corps flottant admet un plan de sy-
métrle, ce qui n'est pas une bien grande restriction pour décrire des vais-
seaux de guerre ou de commerce!
Dupin )

au lieu de se tenir toujours infiniment prés de chagque position d'équi-

libre, - -+, considire & la fois toutes les positions qu'un corps peut

prendre.
Certes Bouguer avait déj2 cherché au chapitre cinq de son Traité[1] (re-
cherches plus étendues sur les métacentres, p.269) & dépasser le cas trop partl-
culier de I'équilibre et remarquant notamment que

Cerlains navires conservent bien leur situation horizontale tant qu'ils

sont au port : mals aussitdt que quelque puissance un peu forte,

comme V'impuision du vent sur les voiles, les fuit pencher d'une quan-

tité un peu grande, ils ne se reldvent que trés difficilement ; et ce qui

est Ie comble de malheur, puisqu'il fout périr, ls continuent quelque-

faisﬂs’bwlinmquoiqushmquiaﬁitwmmwkwindind-

son, cesae d'agir. .
T donne alors les dessins de deux courbes métacentriques produisant
deux situations opposées, mals c’est 3 Dupin que revient 'idée de déduire
lespropﬂetésgeométriquesdehsurfacemehmujquedeceﬂedela
surface des centres de carénes, dont elle est la développée.
Le métacentre défini & I' comme point limite d'une condition
d‘équilibre doit donc étre pensé comme le point caractéristique d'une
surface. Le probléme passe donc du terrain de la Mécanique & celul de la
Géométrie Pure, et les développements apportés par Monge et des él2ves
(courbe indicatrice, directons conjuguées, ...) vont permetire d’exposer
: plusslmplemmtetd’emichireequeBougueretEulaavaieNdéj&posé.

1ean Dhombrea en a fait une analyse & 1a fols historlque et didactique (o [3])-
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7.3  Autour de Véquilibre,

Description de 1a figure 7.1 :
Leplandeﬂothiaonestleplandelasurfacelibteduliqujde.ceplan

B
[Ty 'Y
‘n\ ’ /.I,
- _-d-”'f
1o
'.IlL /

FIG. 7.1 - Coupe du corps fiottant perpendiculaire au plan de symétrie.

sépare le corps flottant en deux parties. La partie la plus intéressante est
la caréne, c’est-d-clire le volume du corps immergs. La trace de ce plan
sur la figure est 1a droite (AB). Le poids du corps fottant induit une force
vm‘lica]eﬁappliquéeaucmtedegmﬁié @, Ce poids s'équilibre avec la
pousséefmﬁs’mmcmtmdegmvité@dehmuloid'm-
méde permet daffirmer que, si le corps flottant est en équilibre, #++ B = §.
Comelepoidsdum:psimmergéestcomtmt,lapousséedoitm
pondreaunvolumedeﬂquidedéphcémtant,mditquehﬂomim-
est {socaréne. Cette force, dite de pouseée, s'exerce au centre de poussée, le
centre de gravité de la caréne. Ce point n'est pas le point d’application
de la poussée comme l'indique I'exemple d'un fotteur sphérique (fig 7.2).
Commelapousséed’A:dﬂmédeestcmstnme,l’aimdelnparﬁem

FIG. 7.2 - Centre de poussée d’un flotteur sphérique

gte est constante, pour toute position d’équilibre du navire,

Bouguer, Euler et Dupin représentent le mouvement avec un référen-
tlel attaché au bateau, Comme le montre la figure 7.3 cette convention de-
mande au lecteur un temps de réflexdon, car la rotation induite sur la re-
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présentation est opposée au tangage réel du bateau. Cecl posé pour un dé-

A i

FiG. 7.3 — Représentation du tangage.

placement ce qui correspond pour un déplacement infinitégimal d’angle
# = BOF les onglets AOA' et BOB' dolvent avoir le méme volume.
Comme ces deux volumes sont tous deux égaux 4 f fols la surface, O est
le centre de gravité de la surface de flottaison [AB]. On déduit les énoncés
suivants :

— Pour des déplacements isocardnes petits, la flotiaison passe par un point
fixe qui est e centre de gravité de la flottaison initiale. On appelle ce point
le centre de flottaison. '

— Toutes les flottaisons isocarines enveloppent une surface, la surface de flot-
taison, qui est en meme temps le Heu du centre de gravité des flottaisons.

Si, toujours dans le cadre d'un tout petit déplacement 6, on appelle

et b les centres de gravités des onglets AOA’ et BOB' précédents. Notons
également () le centre de gravité de la partie commune OA'EB (cf figure
74). Le centre de poussée dans le premier cas est o le barycentre des poinis
a et Q affectés des coefficlents v4 et V, volumes respectifs de I'onglet et de
la partie commune. Dans le second, S le barycentre des points b et §) affec-
tés des mémes coefficlents.

La droite (o) reste donc toujours parallele A la droite (ab). En faisant

FG. 74-

tendre @ vers 0, la droite (o8} tend vers une tangente & la surface de pous-
sée, alors que (ab) tend, elle vers la flottaison.
- Le plan tangent en chaque point de la surface des poussées est paralldle 2 la
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— La poussée restant perpendiculaire au plan de flottaison est donc la normale
2 la surface des poussées passant par le centre de poussée.

7.4 Lemétacenive et la courbe de GZ.

Examinons la situation autour d'une situation d"équilibre. Pour stmpli-
fier nous ne considérons qu'un déplacement autour d’un axe longitudinal
{roulis). S'exercent au centre de gravité du navire G et au centre de poussée
Q deux forces égales en intensité et opposées qui forment done un couple.
La normale (QG) plvote autour du centre de courbure de la courbe de
poussée que nous appellerons le métacentre M & V'équilibre. L'équilibre
est donc stable sl et seulement 51 le point M se trouve A Fextérieur du seg-
ment [QG] donc si et seulement ai le rayon de courbure r en @ de la courbe
de poussée est supérieur i la distance QG = d. Comme pour un baton que
Ion tenterait de poser verticalement sur 1'eau, si le centre de gravité est
"trop haut”, le moindre déséquilibre provoque la chute du béton,

Le couple agissant sur le navire est égal au produit du poids du navire

FIG. 7.5 — Bras de redresseement.

par la distance entre les deux axes d’application des deux forces (le poids
et la poussée). On appelle bras de redressement, et I'an note générale-
ment GZ, la distance séparant le centre de gravité et la verticale contenant
le centre de caréne. On a, en considérant des orientations bien choisies,
GZ = GM.&in(9) :

— 8i GZ > 0, C’est-a-dire si le moment tend  redresser le navire alors
GM > 0 etle point M est donc au-dessus de G,

- 5 GZ < 0 c’est-2-dire si le moment tend & retourner le navire alors
GZ < 0 et le point M est donc au-dessous de G.

Ceci confirme que le centre de gravité G doit étre au-dessous du méta-

centre M pour qu'il y ait stabilité?. "Méta” id, comme 1'a voulu Bouguer,

L3 proposition 20 du chapitre 3 du premier tome (¢f 7.9) de la Scientia Navalia [5]
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signifie la plus haute hauteur possible du centre de gravité du navire.

La coutbe de stabilité statique donne, pour plusieurs angles de gfte 9,
1a position du centre de gravité du navire, le point G, et celle du centre de
poussée, le point @. Sur Ia figure (figure 7.6, trouvée dans [6]) on remarque

I —\
&4 il
A\ <)
% '
*4 ) f\
—= et o
ol Ny ey
e B A Rea
e o T e
N
it 1
7

F1G. 7.6 - Courbe de GZ.

que plus le bateau sincline, plus Q s’écarte de la verticale de G.
La tangente & la courbe au point d’origine est une représentation de la sta-
bilits initiale du bateau : plus la pente est importente, plus le bateau est
stable en position droite.
Sur notre exemple, la distance GZ est maximale pour un angle de glte aux
environs de 70° qui est 'angle de stabilité maximale. Si la force qui incline
le bateau est plus grande que le moment redressant & ce point, le bateau
se rapproche du point de chavirement. Bien souvent toutefols, cette force
est celle du vent dans les voiles et elle diminue au fur et & mesure que le
bateau se couche.
Plus on incline le bateau au-del2 de 70°, plus la distance GZ diminue jus-
qu’3 un angle oft (Q est de nouveau exactement aligné avec G & 120°. Dans
ce cas le bateau est en équilibre instable ; le moindre mouvement peut solt
amorcer un redressement, soit causer un chavirement complet. En effet,
aprés 120°, (Q est passé de Vautre coté de G, soit GZ < 0 et le moment entre
les deux forces cantribue maintenant au chavirement. A 180°, le bateau est
stable & l'envers.
Sans entrer dans les détalls théoriques, quels sont les points & considérer ?
~ Le point de chavirement doit &tre le plus loin possible.

Frvenire stabiiiiatem, qua superficles qusecumaue plana equae verticaliter insidens
in situ aequilibril perserverat

que 1a stabilit¢ de I'équilibre est réalipée ol et seulement si Ia dis-
tance GO entre la centre de gravité et le centre de pduseée est supérieure &

wifews-
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— Le bras redressant a l'angle de stabilité maximale doit etre le plus
grand possible,

— La surface sous Ia courbe doit étre la plus grande possible, en stebi-
1ité positive et la plus petite possible en stabilité négative. En effet
la surface scus la coutbe est 1'intégrale du moment redresgant, c'est-
a-dire le travail nécessaire pour incliner le navire jusqu’au point de
chavirement. Autant ce travail doit &tre grand pour le bateau droit,
autant il est utile qu'il soit le plus petit possible pour le bateau cha-
viré. 1l faudra en effet une vague assez forte pour fournir ce travail
et ains redresser le bateau.

7.5  Lacourbe métacenirique.

Si le navire présente un plan de symétrie longitudinale, l2 surface
des poussées a la méme symétrie. Le métacentre M, qui, comme nous
l'avons déj vu, est le point caractéristique de la développée de cette
surface décrit dans une coupe transversale une courbe qu'on appelle
courbe métacentrigue. En un peint d'équilibre Q, la courbe tle poussée
correspondant & la coupe transversale, présente une tangente horizontale.
Lui correspond sur ia courbe métacenirigue un point de rebroussement de

premidre espice.

On peut illustrer cette siturtion en construisant A V'aide d'un logiciel de
géométrie dynamique la courbe métacentrique d'un solide dont Ia courbe
de poussée est une parabole.

Si le centre de gravité G du solide est en dessous de ia courbe méta-
centrique, une seule notmale passe par G et il existe une seule position
d‘équilibre pour le solide, Si G est au-dessus, il est sur trois normales et
équilibre est instable. Sl Je centre de gravité G du solide est en dessous de

P

FIG. 7.7 — Normales & une courbe de poussée parabolique.

la courbe métacentrique (ou développée), une seule normale passe par G
et il exdste une seule position d’équilibre pour le solide. Si G est au-dessus,
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il est sur trois normales et 1'équilibre est instable.

7.6  Le théordme de Bouguer.

g Y t
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FiG. 7.8~

Quand Ia fiottaison passe de (AB) & (A'B’) (¢f fig 7.4) 1a poussée passe
de F2 F*. 5 nous appelons Ia poussée de Vonglet AOA', 1a poussée dela
partie OA'B est donc f—ﬁnmﬁtd’qmwamthIgomf
de 'onglet B'OB pour obtenir 7 = F — f+ fouencore ¥ — F= f' — f.
Comme les cnglets ont le méme volume, /* — f constitue un coupie dont
le moment par rapport & 1'axe de rotlis passant par O peut se calculer en

t le moment d'une tranche élémentaire de base dS, de hautenr §
située & = de O (¢f 7.8), qui vaut 62 dSp. Le symbole p désigne la masse
volumique du lquide. On & done le moment du couple en O qui vaut

P=jp0z’dS=pOIoﬁl’m:ecormaItdansIlemommtd'inmﬂede
5

hmﬁoedeaotmonz=fz=ds.0nm1cu1e1emmmtdeﬁ'-ﬁm

'rcenh:edepousséedelapre!sméresituaﬁonqtﬂvautﬁ"mull:lp]iéparle
déplacement vy sut la courbe de pousaée. Or F¥ = pV (V le volume de la
caréne), soit encore I' = pV'rd. On retrouve donc 1a loi® de Bouguer

I=rV.

o
e D Yo
< _JIF:;
Pl ey
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On a donc intérét pour augmenter le rayon r et donc faciliter la condition
de stabilité r > a & augmenter 'inertie de la surface de flottaison (flotteurs,
balanciers, etc.)

Laﬁgure?&montecommmtﬂlﬂerapmcédepourimuverhomdiﬁm

d’éqdlibre.l.esmommisdesdeuxongleisbaBetaoAmttduslesdeux
pmpo:ﬂonnelsauxqumﬂﬁéspa—GVetqo+GV,1emommtrésultatsera
Tui proportionnel & po + go = 142 ce qui permet dobtenir une condition
oﬁn’inizrvlmnmtquedespdntsdelnposiﬁmtﬂﬁale.Notmsmﬂnque
trouver la distance entre le centre de gravité et le centre de poussée supé-
rieure au cube du segment de flottaison divisé par 12 fois le volume de
a cartne (GO > 42) est conforme avec ce qui précéde puisque dans le
cas d"un raisonnement plan la quantité 42° représente bien l'inertie de la
flottaison.

Cette démonstration reste trds proche de celle de Dupin: dans [4] qui écrit
Nous allons démovtrer dans un instant que les momenis simples dez dewx mgleis
FAF'B divisé par la tangente de AMBm et par ls volume de la carine, sont fgoux
en somme au rayon de Vare -y que parcourt le cenire de cordne, lorsque Iz plan de
ﬂdﬁmmd'ﬁzFM’F‘,dMFBB’F".Dmckmymdrﬂutm
plement égal au moment d'tnertie de 'aire totale o AFY (moment pris par sapport
A Yaxe FF') divisd par le volume de 1a carine.
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Premiers niveaux de difficulté dans Vétude des HHeux

Luc Sindgre

8.1 Introduction. .

'Ibunlesmseignanlssavmtqu'onaposéjusqu'lhﬁndesamées
sobcante des problémes dits de lieu.

Queltlelieudel’oﬂhocenmdummglequmdundassommsudkritm
cercle donné qui contient les deux auires 7

introduction du vocabulaire des mathématiques modernes remplaca cette
formulation trop attachée 2 la Mécanique par le célébre

Trouver I'ensemble des poinis M tels que...

Comme V'abandon di1 langage des mathématiques modernes a corres-
pondu,danslesaméesquahe—vingis,nvechdispaﬂﬁmwhlededeln
Cinématique au Lycée, aucune des deux terminologies ne renvoie plus di-
rectement & une partle du cours. Cepmdantmimuveermrelesdeux
formulations, au gré de I'humeur des rédacteurs de problémes.
Esl:-ceimporlant?EstuceseulemmtunpmblunedevocabuIM?
Umpmﬂaeﬁpme,nme,mﬁtdepmmmhﬁﬁmm
conmunevlsionpluaconcrétemopposiﬁonaveclesmathémnﬁques
plus abstraites des ensembles.

Cette dualité concret-abstrait semble renforcée depuis le développement
deshglddsdegém\éhie(&bﬂgéomeue,paremple).m&eteeslo-
glddapermethentdedemuvﬂxdesﬂeuxquisortmtdessmﬂmbattus,
etplusgénétalenmtdeumdéﬁaerdessysmgsa:ﬁculés.MaluH]isésﬂs
évitentaussiauxé]évesderéaﬁserooncrétemmthﬁgu:eetdopclesfont
§'abstraire au mauvais sens du terme.
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Nous espérons montret, dans ce qui suit, que les deux présentations, mé-
canique et ensembliste, possédent toutes les deux leur intérét mais aussi
leurs part d’abstraction. Il nous parait intéressant de mettre en paralldles,
sur des exemples, 'articulation mécanique qul met en mouvement la figure
et la résolution classique qui elle utilise les iransformations. Tout le mande
galt que la difficulté est de parvenir & ce que 1'éléve arrive & introduire,
de Jui-méme, sa propre transformation, et la définisse, & 1'aide de points
fixes, sans contraintes en surnombre. Voila bien longtemps qu’au Bacca-
lauréat une telle épreuve n’a été demandée ce qui prouve que notre juge-
ment est largement partagé | '

Nous avons essayé d'illustrer par des exemples, et de graduer les princi-
pales difficultés que rencontrent les éléves : points guldes et points guidés,
de type élémentaire ou simple, droites guides et poinis guidés, etc. Nous
concluons par un exemple qui pourrait &tre le sujet, & lui seul, d*un article
entier. Ce probléme de lieu, dit du parallslogramme! montre les difficul-
s que 1'on rencontre lorsque justement, on ne dispose pas, a priori d'un
guidage entre un point variable de la figure, parcourant un Heu connu, et
le point recherché. Les généralisations qu’en a tirées Thierry Hamel iltus-
trent aussi combien 'emploi des transformations, en tant que véritables dé-
formations, c'est-2-dire dégagés cette fols de la Mécanique, est fécond. Son
développement qui formait la dernitre partle du résumé de cette interven-
Hion, présente un intérét en lui-méme ; il fut donc décidé de le présenter &
part. Le lecteur trouvera cet article au chapitre suivant.

8.2  Premiers Problames.

Beaucoup se souviennent encore de la mise en oeuvre d'une réciproque
comme d'un exercice formel. Souvent les mauvais éldves crolent que la
complexité des mathématiques est le fait des professeurs, et non pas de
leur nature méme, ou de celle de la réalité. Dans la réalité le carré de la
somme de deux nombres vaut la somme des carrés, mais les professeurs ne
veulent pas en convenir et compliquent! Justement en ce qui concerne les
réciproques, le clan des mauvais éléves est trés important, car on travaille
toujours, au début sur des objets mathématiques trds simples. Les objets
les plus compliqués que 1'on rencontre sont les cercles et les droites, et les
questions ‘

. Est-ce que toute I droiie est décrite (ou tout point de la droite atteint)
paraissent bien sibyllines,
L'introduction des transformations, méme dans des ces trés simples, per-
mettait aux professeurs d'éviter justement ces réciproques "scholastiques”.

"Henrl Plane avelt soulevé ce thime lors d’une discussion dea commission Inter Inem
de géométrie sur le problémes de niciproques.
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8.2.1 Lieux élémentaires.

[ LY
N

FIG. 8.1 - La réciproque coincide avec le sens direct.

IgpointhécriHecmiedzceumOmntemtA.Onmmdﬂepa-
raliflogramme (MOAQ) gt F'on cherchs le lieu de @ (cf figure 8.1). Beaucoup
d’élévesuouvmtqueparégalitésurlescobésoppoaéslalonguemm

d'uﬂleursmuquerqueparlasyméhiedesdmnées,poserhmdpmque
revient A faire jouer & O le role de A et Q celul de M.
Bimsﬁrhsoluﬂmdassiqueomslsteainhoduimlatramlaﬁmdemteur
A qui élimine le probléme de la réciprogue.
Lepassagedumondedehméca:ﬂqueaueluidesmmformaﬂomms-
pondaremplacetlesarﬂculaﬁmsquirelientlepointMaupoimearune
transformation connue. Dans ce cas la solution est particulidrement simple
car les contraintes et les relations sont directement données par I'énoncé.
L‘élave a juste & remplacer le parallélogramme arficulé (MOAQ) per Ia
translaﬂmpourcondu:e.&uevumheailepmblémeavaiteherédjgédﬁ-
fé:emmmt,pumvplesiquaitéﬁdéﬂ:ﬁmmelebarycmtredusya—
teme {(0,-1), (M, 1), (4,1)} il aurait d'abord fallu que 'él2ve anime le
cercle initial et mette en place le parallélogramme articulé avant de refaire
lemm:aiammement,ouermmreummaisaeladéﬁrdﬂmdelamﬂa-
mpou:pmduim directement, et sans recourir au mouvement, le cercle

Voila un début de probléme trds volsin (¢f figure 8.2) : .

Soit C Iz cercle de centre O et de rayon R (R > 0) et soient A et B deux poinis
diaméiralement opposés sur C. Pour tout point M de C, distincts de A et de B
on construit le point Q tel que (MABQ) soit un parallflogramme. Déterminer
!’msmbkdécritpwkmﬂieu!duugmt[MQ]puis!’memblcdkdtpar!s
untmdegmﬁéGdu#iuungQMbrsund&ﬁthﬁvédapoinﬂA#

B.
Si la présentation par les traceurs peut laisser penser que Yinterprétation
cinématique est plus naturelle que I'interpréiation ensembliste, il ne faut
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FIG. 8.2 - Bac C Besangon, Dijan, Grenoble, Lyon ete. Juin 1985,

pas oublier que la notlon de trajectoire, comme la notion d’ensemble est &
1a fois coneréte lorsqu'elle s’appuie sur la connaissance nalve et abstraite
lorsquielle est conceptualisée. Le passage du lieu A l'ensemble est une sia-
tification et comme le dit Rudolf Bkouche

‘7

c'est peut-8ive un point important de l'enseignement que de conduire 3 In
statification, et montrer ainsi quelle est la signification de I'élimination du
mouvement.

Il est important d’enseigner, & Ia fois, les deux points de vue. D’abord parce
que les esprits de nos éldves ne prennent pas tous le méme chemin pour
arriver A un résultat et ne sont pas tous faits dans le méme moule. Ensuite
parce que c’est la transposition d'un domaine & un autre des mathéma-
tiques qui est fécond. Comment pourra-t-on inventer la tranaformation il
elle n'est pas directement sous-entendue par leg données du probléme ?
Pour résumer, définissons les probldmes élémentgires de leu. Les donnédes
d’un probléme #émentaire permettent de relier le point dont on cherche ia
trajectoire & un point variable de la figure dont la trajectoire est connue. Re-
lier d’abord au sens de la mécanique, c’est-d-clire d'un guidage, qui par des
mécanigmes articulés, prodult simplement la seconde trajectoire & partir
de la premiére. Il s’agit blen d'une liaison point & point, et comme on n'en-
visage que les cas oil tous les points & considérer sont donnés pas I'énoncé?
le guidage est d’une fagon ou d'une autre déterminé par I'énoncé. La dif-
ficulté du probléme est trés différente sl I'on pose tout de suite la question
du lieu du centre de gravité, sans passer au préalable par le lieu d*un point
Intermédizire.

2En ce sens dans la premidre question du probliéme de bac qui précide on a déjh paseé
un mini pas de difficulté puisqu‘il faut considéver 1a translation de vecteur iO‘A.Enre
verche Fhomothéte de centre B et de rapport § est entiarement déterminée par les points

dela figure.
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8.22 Lieuxsimples.

Les]ieuxaimplessmtobtenusdelam&mefagmquelesliemélémm—
tahes.Mdslespohisqlﬂlesdélarminmtnesmtplusdimcmtdmmés
puhﬁgu:ekﬂﬂale.Pourlieuxquimsﬁmmtl’essmﬂeldeceqtﬁde-
vradteuedemmdéauxlycems,lndiﬂmﬂweomistedmmitouveﬂegui-
dagequirelieunpointcomudelaﬁgmeaupohtredlerché.hrmple
dma]epmblémedeBncdeBesmgmpﬁdtém]mitahdedeeqnes-
tion :

OumteNksym#rlqutdeAparmppoﬁaMethpoﬁttd'immaes
dmites(ON')et(BM).Qlulrolc]mwkpomPnhﬁmmtwtﬂanngB?
Thummhmmmﬂiedswnm'BtrmquwﬁMmPetdﬁmnhsrl’m—
smbledkﬁtpar!epointP!anqueMdécﬁprﬂdenpnimsAetB.

lecomepteurduproblémeasouhaité,avecrajmaiderlemtdidntadé-

FIG. 8.3 - Un lieu simple,

couvrir la transformation, ici, 'homothétie de centre B et de rapport 3 qui
mﬁeMaP.Sansindjcaﬂmhquesﬂmseraithlusdiﬂdle,majsh
diﬁﬂcu]tén’aﬂmévoiuvecmpmblﬂederédpmque.hrépomesemit
la méme pour une question beaucoup plus simple :

Onappelle Ple barycentre du systéme (B, 1) (M,2) ete.

8.3  Rappel Historique.

Chasles dresse dans FApercu[2] des méthodes en Géométrie [1837]
Jinventaire de doctrines récentes sur la transformation des figures. Ce
caialoguevientap:éslemppeldelathéoﬂedestrmversales que 'au-
teur place dmlemouvemmtderemuveauqu’acommmcéCamot.Ceﬂe
énumécation semble de prime abord hétéroclite. Chasles cite, par exemple,
aprés la perspective elle-meme, 'homothéte, qui est dégignée comme
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Ia méthode qui consiste & faire crotire , dans un rapport constant, les rayons
visuels mends aux différents poinis d’une figure, pour former une figure
semblable et semblablement placée ;

puis I'affinité dont le nom est attribué & Euler (Lineae affines) et utilisée
dens le plan comme dans Vespace. On remarque d'abord que, dans ce ca-
talogue, voisinent des méthodes de construction utilisées ou inventées par
les artistes (Dfirer, théorie des bas-reliefs, vofites) et des théories qui re-
levent directement des mathématiques (homologie, étude de courbes par
projection ou perspective). Il s’agit pour Chasles de faire rentrer ces ten-
tatives dans une méme catégorie, ’homographie. Les transformations que
nous avons déji évoquées, translations (par I'étude des frises de Bosse),
homothéties, déplacements entrent dans ce que Chasles appelle le principe
d’homographie, ou plus exactement le principe de déformation homogra-
phique. Tl faut d’ailleurs distinguer I'application du principe d’homogra-
phie lul-méme qui sert & démonirer et inventer de nouveaux théorémes,
et I'étude des figures que le principe permet d’obtenir, figures que l'au-
teur appelle alors homographiques. Le principe de déformation est donc
d'abord un outil de démonstration, comme le principe de dualité auquel il
succide dans Vexposé de Chasles. Mais il s'oppose au principe de dualité
par son homogénéité : on associe & chaque objet élémentaire un objet du
méme type, aux points des paints, aux droites des droltes. Dans l¢ Rappori
sur les progrés de la Géométrie (p.140) Chasles[3] dressera d'ailleurs un peu
plus tard I'historique d'une autre fransformation point & point, I'inver-
sion, transformation par rayons vecteurs réciproques. On y Ht que cette
transformation aurait pu apparattee naturellement de 1'étude, par Piolé-
mée, de la projection stéréographique, mais que c’est Quetelet qui dans
son résumé d'ume nouvelle théorie des caustiques (1827) 'emploie pour
étuclier 1a polaire d"une courbe plane quelconque. Bst attribuée ensuite
& Bellavitis idée d'une méthode générale de transformation des figures,
fondée sur des considérations directes.

A Yorigine les transformations ne sont donc pas reliés & nos guicages. De
toute manidre la translation, 1’homothétie ou les déplacements ne sont pas
de "bonnes déformations” car elle n’ont pas d'intérét particulier comme
outil de démonstration aux yeux d’un géomatre du dix-neuvidme siécle,
et elle n'ont évidemment aucun pouvoir d'invention. C'est donc comine
cas particulier d’homographies et grice au pouvair synthétique de I'uni-
fication mathématique que les transformations étudides aujourd’hul au
collége ont pris d'abord place dans la catégorie des transformations de
Chasles.

Pour donner un exemple ce principe de déformation pourrait donner la
réponse & la question suivante, fssue du probléme initial (cf figures 8.1 et
8.4) déformé par affinité.
Un point M décrit une ellipse de deni-diametre [O A, Quel est le liew du
bwymmdusys&m{(o,—l), (M: 1)1 (Al 1)}?
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FIC. 8.4~ Un Heu simple.

Maissil’mne:eh'ouvepasdelienoriglnelenhelesmgformaﬂmset
lesarﬂuﬂnﬁmsmémniquea,celimestfaitpumsleshﬁ-memethr
diquemmunenppﬁcaﬁmpossibledelaméoﬂedesﬁglmhomogm-
phiques :

Iaspropﬁ%qmpréswfteksgsﬂmdcldeuxwrpségmmd?ﬁndedeux
wrpssembhbles,mtuésdummméreqmlwnquedmu!m

Ceci lui permet donc de rattacher 4 1'homographie 'étude du mouvement
deaeorpsindépendammentdmcausesqu'ﬂaappele,aprésAmpae,Ci—
mﬂque.nchdsitd’ﬂlushersmpmpmpumﬂxéorémedemcuﬂque
pratique (mpeutuanaporhertmcmpssolided'umprenﬂémposiﬁma
uneauueparlemouvenmtd’unevis).Maismsmuquesvismtplusa
conforter le caractire d’universalité du principe d’homographie qu’a as-
seoir de nouvelles preuves,

Quand(haslesrésumelem&nesu}etdmsleRapport[3]m1870,1esﬁ-
gu:esmmouvemmtmsontplusseulemmtdesﬂguressemblablescar
On peut considérer deux figures semblables, ainst que I'auteur 1'avait fait
dans un mémoire antérieur{1], et plus généralement deux figures homo-
graphiques quelconques ([3], 1870 p.242). Il indique que le cas des figures
éga]es,quiestleplmsimpledehﬂléorledesﬁgumhomograplﬂqlm,a
du 8tre tralté directement, en raison de l'importance qu'il présente en Mé-

canique.

Maisleﬂenmﬂelessyst!mesarﬂculésetlaﬂﬂoﬂemismﬁedeatmm—
formations a &6 effectué dis la fin du dix-neuvidme sidcle et nous avons
raconté cette histoire & Montpellier[4]. Rappelons simplement que l'idée
de rechercher, dans le mouvement d‘un quadrilatére articulé, la trajec-
tohed’unpohtamd\éﬂnbiellemﬁmcﬂondecelled’unpohtath-
ché 2 la manivelle s’est posé en 1875, raconte Kempe, pour résoudre le
probl2me de V'échange de ces tiges. Kernpe[5] a d’abord retrouvé le mé-
canisme de Scheiner en recherchant la trajectoire d'un point directement
phcéaurlabie]lenvantqueﬁylvesmnegenéraliselepmblememdm-
sissant de construire sur chaque tge deux véritables triangles ayant les
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mames angles.
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8.4 Réversibilité des guidages.
BA.1l  Uncercle partiel ?

F1G. 85 - Un cercle partiel.

On a pris un point P @ Uextérieur d'un cercle de cenire O et de'rayon R. Le
point M décrit le cercle. On note H le projeté orthogonal de O sur (PM) quel est
le lew L du centre de gravité G du triangle OHP?

Une étude, disons expérimentale, permet de tracer le lleu demandé. Ce
lieu contient deux peints d'arréts qui ne sont pas des points déja donnés
dens le texte (c'est pour cela qu'on a choisi le lieu du centre de gravité).
On s’apergot facllement en faisant tourner le point M sur le cercle que £
est décrit deux fois. Une premiére étape de la solution consiste bien str
A ratiacher le point G au point H, par I'homothétie de centre I, milieu
de [OP]. Ce lien peut-&tre posé dis la construction de la figure & I'on veut
éviter {donc sl 'on s'interdit) de construire les médianes du triangle OHP.
Comme H appartient au cercle de diamatre [0P], le point G appartient &
I'image de ce cercle par 'homothétie. Nous venons de définir un premier
guidage de F A G.

Ce guidage étant réversible (ce qui signifie dans le monde des applications
que Vhomothétie est une bijecHon) le point H ne doit pas décrire entére-
ment un cercle. Comme la droite (PM) balaye le secteur défind par les deux
tangentes (PA) et (PB) menges au cercle par F, seul 'arc d’extrémités A
et B du cercle et contenant O est décrit par H.

Ces remarques qui ne constituent pas une preuve parfaitement satisfai-
sante pourraient suffire lors d"une premidre étude. Elles expliquent pour-
quoi il y a un vide dans £, et c’est le plus important. Pour expliquer pour-
quoi £ est parcouru deux fois on peut metire en place les deux guidages
qui 'on vient de trouver. A un point M on associe donc d’abord le projeté
orthogonal de O sur (PM) et c’est 12 1a partie la plus délicate. Nous avons
vu que le second guidage était réversible (homothétie). 51 I’on étudie aussi
la réversibilité du prernier guidage on constate que deux points du cercle
correspondent au méme point H, ce qui justifie la double génération, Cette
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difficulté provient d'une mauvaise formulation de notre énoncé. Si 'on
avalt écrit

2 toute drofle D passant par P et sécante au cercle on associe H le projeté
orthogonal de O sur D

on auralt alors un £noncé qui aurait permis d'assocler 4 toute droite du
secteur (APB) un ef un seul point H et le lieu £ ne serait décrit qu'une
fois. La preuve de I réciproque correspond 4 la construction du point 7 &
partir d'une droite D dormée qui repose sur un guidage drofte-point.
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8.4.2 Une application complexe.

Les applications géométriques des nombres complexes fournissent les
premiers exemples d’applications ponctuelles suffisamment irrégulitres
puisque, par exemple, les droites ne sont plus conservées par les homo-
graphies. Cea exercices permettent aussi une nouvelle transpesition grice
au secours de 1'Alggbre. Nous donnons icl 1'exemple d'une application
ponctuelle qui n'est pas une homographie et qui s’apparente A la trans-
formation® de Joukovski. On retrouve cette application dans un exercice de
Bac 1997 (Spécialité) qui a produit un petit scandale en son temps.
Etudions 1'application qui A tout point M du plan d’affixe » associe le point

M’d’aﬁxez’=% (z+§).
Une construction géométrique de cette application est possible. Soit 4 Ie

FIG. 8.6 — Anti-inversion.

point d'affixe 1. On associe & M l'intersection m de (OM) avec le cercle
contenant M et tangent en A & (OA). On appelle m’ le symétrique* de m
par rapport & (GA). Le point M” est le milieu de [m’M].

Algébriquement il est facile de constater, grice au théordme de d’Alembert-
Gaugs que tout point 4 d'affixe { donné posside en pénéral deux anté-
cédents solutions du polyndme »* — 2(z + 1. Ces deux antécédents sont
confondus sl et seulement si le diseriminant du trindme est nul, donc sf et
seulement si {? = 1. En reprenant la partie réelle et la partle imaginaire
de cette condition on trouve les intersections des axes avec 1
d’équation X? - ¥* = 1, Dorx les quatre points (1,0) (—1,0) (0,1) {0, -1).
5i I'on recherche & consiruire l'antécédent d'un point @ donné, d'affixe ¢,
on cherche & consiruire géométriquement les racines w; et wy du trindme

*On appells transformation de jouksvak! une application conforme qui permet de pas-
ser de I'écoulement d'un fluide autour d'un cylindre circulaire & un éconlement autour
d'un profil d'aile d’avion, d'ol son utilité (cf [6]).

“L'application qui & M aseocie m est une inversion de pile O et de pulssance 1, I'ap-
plication qui & M assccle M’ est une anti-inversion de méme péle et méme puissance,
elle est obtenue en ajoutant Faction de la réflexdon d’axe (OA).
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2% — 2z + 1, Comme leur produit fait 1 on retrouve que les paints 7 et
P, sont anti-inverses I'un de l'autre. En regardant la somme on constate
que P, et P, sont gymétriques par rapport & Q. La transposition algébrique
a donc &té féconde.

Pour rechercher Fimage du cercle unité par cette application, le plus

- Hem

AR,
\| =

'FIG. 8.7 - La transformation se réduit & 1me projection.

gimple est de remarquer qu‘a tout point d'affixe ¢ on associe le point
d’affixe cos . L'image du cercle unité est donc le diamaire harizontal. La
réciproque se démontre en invoquant un argument de continuité, ce qui
donne dans le langage des fonctions une nouvelle version d"un guidage
mécanique. Bien sr, on peut ausai, voir que notre application une fois res-
treinte au cercle unité n'est qu'une projection.

A une demi droite que V'on écrit, pour 6 fixé, (Ae*)xepp, 400, ON ass0cie donc

LY

.
FIG. 8.8 - Branche d’hyperbole image d'une demi-droite.

le point d’affixe § (Ae? + e~*). Le point M’ décritla branche d'hyperbole
d'équation oy = 1 etz 3 0 dans le repére affine o,s,ﬂ,'—',,!).L'étudedu
lieu se raméne done & I'étude d’un paramétrage de la branche d’hyperbole,
nouvelle trangposition (cu adaptation ?) du guidage mécanique.
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Le paralléloplane

Thierry Hamel.

9.1  Enoncé originel du probleme.

(tel qu’il nous a été proposé par Henry Flane, un beau jour d’été 2002, . )
On considiére un parallélogramme ABCD ; dans son plan, tout point M
peut étre projeté sur ses cOtés parallélement aux autres : pour étre précis
autant qu’exact, on frace les paralldles & (AD) et & (AB) passant par M qui
viennent couper respectivement (AB), (BC), (CD) et (DA)en H, K', H' ot
K (¢f figure 9.1). On démontre que, quelle que soit Ia position du point

FG.9.1-

M, les droites (H'K) et (H K') se coupent sur la diagonale (AC).et " symé-
triquement " les droites (H K) et (H'K") se coupent sur la diagonale (BD).
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On introduit atnsi une double transformation du plan :
p: B o [(AC) x (BD)]

M »Q)
qu'on pourra décomposer naturellement :
@: R = (AC) ¢2: B® — (BD)
M+~ P M- @Q

9.2 Généralisation :

Un "besculement” du plan du paraliélogramme dans R® nous améne di-
rectement dans le plan projectif P(R®) :
Solent quatre poinis A, B, C, D tels queles droites (AB) et (C'D) se coupent!
en S et (AD) et (BC) se coupent en T'; par tout point M du plan du qua-
drilatsre ABCD on trace les droites (SM) et (TM) qui coupent respective-
ment, la premibre (AD) en K et (BC) en K', 1 seconde (AB) en H et (CD)
en H'. (¢f figure 9.2) Les droites (H'K) et (HK") se coupent toujours sur

FIG, 9.2-

(ACY) et les droites (H K) et (H'K') se coupent? toujours sur (BD).
On retrouve bien s0r les transformations du paragraphe précédent com-
plétées & Vinfint.

10n a cholsi une drotte & 1'infini, il s’agit de la drodte (ST).

?Le passage du résultat en project!f est trivial puisqu‘ll n'est présentement question
qtie de droltes! 11 suffirs donc pour la démonstration du résultat de se resireindre au
plan affine avec ses paralidles. ..
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On peut écrire cet énoncé projectif plus projectivement | Considérons (¢f fi-
gure 9.3) deux faisceaux de droites, le premier engendré par d;, da sécantes
en 5, et le second par 41, 62 sécantes en T'. Soit d une droite appartenant au
premier faisceau et 6 une droite appartenant au second, d et § se coupent
en M, d coupent &, en K et é; en K, § coupe d; en H et d; en H', Le résuliat
final est que les droites (H'K), (HK") et (AC) appartiennent au méme fais-
ceau concourant au point P, d'une part et d’autre part, les droites (HK),
(H'K") et (BD) appartiennent au méme falsceau concourant au point Q.

Poussons cette loglque projective jusqu’au dual de P(R8). Le falsceau de

i

N
4 ——

Fra,,

droites (d:d,) [respectivement (5,55)] devient une droite du dual contenant
le " point " d [respectivement le " point " §], ces deux faisceaux se coupent
en le point (ST)(¢f figure 9.3)[qui est la droite commune aux deux fais- _
ceaux]. Les dmm dualeg (dIJI)r (dldﬂ): (dadr), (dﬂsi)a (da): (dél)r (‘Mﬂ); (dls)l
(dad} correspondent aux points A, B, D, C, M, H, ', X, K'; Les intersec-
tions duales H'N K, HNK' et ANC sont alignées ainsi que les intersections
HnK,HnK'etBND: c’eatleﬂuémémede?nppusqmledlth’estla
version duale et sa démonstration du résultat annoncé.

9.3  Démonstration plus basique de la propriéié du paralléloplane

En fiait pour prouver la proposition dans son état initial, il suffit d'utiliser
convenablement un auire théioréme en vs, j'ai nommé cetie fois-ci celul de
Méndlaus.
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FIG. 94—

Reprenons les hypothises de la page 117 et nommons P [respectivement
P'] Vintersection de (H’K) avec (AC) [respectivement (H K') avec (AC)].
Le théoréme de Ménélaus appliqué dans le triangle ADC (respectivement

ABC] donne:
PA_¥A D
FC KD HC
2h 4 3
PC EC HEB
Une ombre de Thal2s sous les hypotheses criginelles :
%=% d‘une part %=g:_g d’autre part,
mene A 1'égalité :
FPA PA
PC PC

d’ol1 1a concidence recherchée: P = P

Bien sfir, une composition d’homothéties bien choisies donme rigoureuse-
ment la méme démarche.

sl on appelle ky, hx, hr, hx les homothéties dont les centres sont donnés
mhdiceetquihamfmnmtnespecﬂvemmtAmB,AmD,DenG,Bm
C, on se rend & I"évidence que les composées hf © hx et hxr o by sont deux
homothéties qui transforment toutes deux A en C et ont méme rapport
(Thalzs) : elles ont done méme centre autant dire P = P!

9.4 Approche analytigue dans le plan affine

On peut se fixer le repére £ = (O ;1, 7) de sorte que O soit le centre du
parallélogramme, 7 le vecteur (OB), 7 le vecteur (OC) [¢f figure 9.6).
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FIG. 9.5-

puis les équations de droites :

(HK’) (’-‘-n—l)m—vw= ma_ga_l H (H'K) ($u+1)m—yo”= ?E__gg -1

—#+1

(HK)zuz—(yn+1)y=ﬂ?___ 3

; ('K 2oz~ (o= 1)y = D=2+

N?u
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et enfin les points :

ﬂp=0 Z =§ %+l_ﬁ]
P ; 9 & @
{oesfii-gy oo{ =m0
Pour rompre avec la routine (jusqu’alors on a priviléglé le point P) et pour
rester confortablement le long de 'axe des absclsses, observons que ia
trangformation notée page 118, y; restreinte A la diagonale (BD) c’est-2-
dire I'axe des abscisses s'écrit : ‘
we: (BD) ~— (BD)
Mo(zo) + Q%(’ﬂ"".l'.?)

ce qui aménent deux réflexdons :
1. Q est le milieu du segment qui joint M & son inverse [que nous note-
rong dorénavant M'], par l'inversion de centre O et de puissance 1;
2. Q est I'image de deux points situés sur l'axe (BD) 4 savoir ces deux
inverses M et M". Ced répond tris pariiellement & la question de la
réciproque des transformations iy, § = 1, 2. [¢f figure 9.7]

FG. 9.7 =

Plus généralement on observe que les antécédents par ; dans le plan tout
entier sont les points M(zo; yo) vérifiant :

z3— 3 - 2wquo+1=0

on reconnalt une hyperbole (équilatire dans le repére choisi). [¢f figure
9.7].
Concluons ce paragraphe sur les remarques sulvantes :
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1. A chaque point @ de la diagonale (BD) [respectivement P sur (AC)]
correspond par ¢3! [respectivement par ;'] une hyperbole :
ﬂs’agitdel’hyperbole’decmteQ[mspecﬂvmth]dontleaasymp—
totes sont parallles aux ctés du parallélogramme indtial et qui passe
par A et C [respectivement B et D).

2.SlmseﬁxeunpointPsur(AO)etunpuinthur(BD),ontrouve
deux antécédents par  qui sont les deux autres points d'intersections
des deux hyperboles, je dis les deux autres puisquelles ont en com-
muns leurs points 4 Iinfind et que deux coniques se coupent en au
plus quatre points réels.

9.5 Point de vue barycentrique dans le plan affine

Reprenons encore les notations de la page 117, on peut dire que le point
M partage le parallélogramme ABCD en quatre paris [¢f figure 9.9] ng =
MHAK, 71p = MHBK', 4 = MK'CH', et xp = MH'DK ; on vérifie
aisément que M est le barycentre du systéme

{(4; aire(r4)); (B; aire(ws)); (C; aire(ng)); (D; aire(sp))},

le mot " aire " étant pris dans son sens algébrique conventionnel, c’est-a-
dire compté négativement quand son bord est parcouru dans le sens des
aiguilles d'une montre (par exemple 7, est dans le sens des aiguilles d'une
montre sur la figure 9.9, done son aire est un nombre négatif. . .

Par exemple, sionpose,mtemntbienmmducomptedel'uﬁeniaﬁon
des axes du nouveau repére ®; = (4; B, D):

E=ME<0;;W=ME >0 ; k=ME<0 ; ¥=MF <0 ;

_’Nombim!’urddﬁdehcmmquepmulummm:mdbuﬂm
des asymptotes (i points & Vinfini, deux points.
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on peut écrire les "dquilibres” :

()] |[_[(ea) . | (es)
M| K K| K[A[D|K|B |C
m| ¥ |—k|[a] F |-h]la| ¥ [-h

12 combinaison a.(el) — ¥'.(62) + k.(e3) donne :

M| A |B|C|D
a | WK | W'k | —hk | h¥

on peut se ramener 4 la forme :

M[ P | Q@

ma | —hk— ¥ | Kk + h¥
ol P'jrespectivement ('] est le barycentre de (4; #'¥') et (C; hk) [respecti-
vement de (B; #'k) et (D; hk') ] done de (4; aire(r4)) et (C; aire(xg)) [res-
pectivement de (B; aire(xp)) et (D; aire(mp))], simple question de propor-
tions et de hauteur de parallélogramme.

Par ailleurs, on peut écrire :
(e1) | |(ea)
H A | B H CcCl|{D
k-F| & |—k|[¥-k| & |—¥
(8a) (ea)
K A |D K B|C
W—h|-A[h]| h~-h]HWk|[-h

on en déduit les combinaisons :
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h’ll + k8y

H K JA] G
F(&—F) | Kh—R) | RF | ~hk

hay + K'sy

i K A ]G
W —F) | PN —R) | —FF | bk

on prouve ainsi que les droites (HX’) et (H'K) sont sécantes en le point
qui est le barycentre de (A; —A'F) et (C; hk) et qui est aussi le point P1

de fagon similaire, les équilibres :

h'sy + ks
H K B |D
Wk =) k(h'—R)| -k | hE ‘
by + keg
" K’ B| D

B{E — k) | K(h— B | WE |~

prouvent que les droites (H X)) et (H'K") se coupent au point barycentre de
(B; kh') et (D; —h'k), qui n’est ni plus ni moins que le fameux point Q!
On peut donc affirmer, en comparant les coordonnées barycentriques de
P,QetP’,Q’quePetP’[mspecﬂvemthetQ’]smtcmﬂuguésparmp-
port & A et C [respectivement B et D].
On peut aussi, en utilisant les produits "Ak" définissant les coordonnées
barycentriques ci-dessus » déterminer parfaitement la position des points
P et Q) sur les diagonales et par rapport au parallélogramme, en fonction
de celle de M, dont la position est donnée selon les quatre mesures * car-
dinnles " h, k, K et k',
5i on tient compte des remarques concluant le paragraphe précédent, on
en vient & affirmer que fixer un poirit P sur 1a diagonale (AC) revient

— d'une part & fixer le rapport 3, c’est-d-dire en fait le rapport des

aires algébriques des quadrilatéres MHAK et MX'CH'
~ et d’autre part & paramétrer une hyperbole de centre P passant par

AetCetc
Par conséquent, dans un ‘mﬂﬂﬂogmnmc“, les points M qui découpent
celtﬂ-cldmsunrapportm—-—‘az—"‘l-% = C* constituent 'hyperbole de
centre P passant par A et C ete.

Ce qui pourra faire l'objet d'un exercice relativement abordable par des
lycéens en section sclentifique, qu‘on formulerait par exemple ainsi :
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Dans un repére (O;z, y) on place Aen O, puis Ben (1; 0), Cen(1; et D

en (0; 1); ensuite on choisit arbitrairement M de coordonnées (z; y) dans

lgditrepére.Quelestl’emembledespohmMinlslesaimsdespuaﬂelo-
MHAK et MK'CH soient dans un rapport constant, ot H, K,

H, K'ete.?

On trouvera aisément une équation d’hyperbole sous 1a forme :

(1-w)oy—2z—y+1=0

qu'on raméners A Ia forme précédente par un changement de repere £lé-
mentaire :

X -V 4 2XpX +1=0,
changement qui permettra d'établir une relation simple entre X p et le rap-
portw.
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Le probldme de Rudoif Bkouche ou la construction du
quadrilatére de Ptolémée,

Frédéric Vivien, Luc Sindgre, Thierry Hamel.

10.1 troduction.

En marge du colloque, comme c’est souvent le cas, on pose des ques-
tions qui ne restent pas toujours sans réponse. C’est la résolution d'un tel
probléme, aprés une fameuse visite de Siavelof, que I'on propose ici,
Ainsi Rudolf Bkouche, martelait-il 4 Lidge qu‘un quadrilatire convexe ar-
tlculé ABCD de cbtés fixés est d'aire maximale ai et seulement &i il est
inscriptible dans un cercle et il a'interrogeait :

Comment le construire ?

C'est-2-dire comment construire un quadrilatire convexe inscriptible tel
que AB=a, BC=b CD=cetDA=d,

Le lecteur qui aimerait revenir sur le théoréme de Piolémée lul-méme et &
une démonstration élémentaire de ’assertion de Rudolf pourra se reporter
2 Y'exposé de Thierry Hamel[3]. La démonstration la plus efficace repose
sur les propriétés de l'inversion, et elle a servi de modéle & notre construc-
tion. On la trouve exposée dans tous les livres de Terminale antérieurs a
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1970 ou encore dans Berger(2]. Il faut signaler qu‘on peut produire une dé-
monstration aussl élégante gréce aux propriétés des irlangles semblables,
maintenant de nouveau enseignées dans les Lycées. Evelyne Barbin a écrit
I'historique ce cette démonstration[1] depuis les Elenents de Géométrie du

pire B, Lamy.

10-2 m!y"-
Soit ABC'D quatre points cocycliques sur un cercle de centze O avec
AB=a, BCO=b CD=cet DA=d,

FIG. 10.1 - Construction Ptolémée.

L'inversion de pole A et de rapport o? laisse B invariant et envaie C et
D vement en C' et I’ situés sur la perpendiculaire passant par B &
la droite (AO) (¢f figure 10.1).
Ona 2
o

ale

BC = =ACAD d
Siblen

T B¢ _CD _BD
R R T

Z
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10nadonc B .

FD W+
Le point ¢* appartient donc & I'image du cercle de centte A et de rayon

AD‘pul’homo&éﬂedecm&eBetderapportM—b:;— Le point C ap-

parﬂentdomal’inmgedecece:cleparlnprenuaemversloncequl aft
sufﬂsmtpourlemiruheoompte—imuqu’ﬂestmlecerdedecenheB
et de rayon b.

1¢” appartient au segment [BD] ¢ I'on pris le quadrilatire ABCD convexe.
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10.3 Ssynthise.

Pour construire un quadrilatére convexe inscriptible dans un cercle tel
que
AB =g, BC=b CD=cet DA=4d,
on procdde ainsi :
On place un segment [ AB] de longueur a. Le cercle de centre A et de rayon

& g pour image, par 'homothétle de centre B et de rapport ;-—— (rap-
port constructible), un cercle que I'on notera «y. Pour finit, onh construit
limage + de « par l'inversion de pble A qui laisse fixe le paint B. ' coupe
le cercle de centre B et de rayon b en deux points dont 1'un sera la solution.
D se construit alors sans peine,

La figure (fgure 10.2) qui suit illustre cette construction sous Cabri géomire
lorsqu’on se danne les distances g, b, ¢ et d sur un axe.

cad.03 em
o » A ce b ] * b0 m

B B « 39,88 o

FIG. 10.2 - Synthse.
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Trois exemples pour illustrer 1a démarche expérimentale en

mathématiques avec Cabri

Jean-Jacques DAHAN, Irem de Toulouse

’

11.1  Introduction.
- Résumé de Iatelfer.

1. Je propose de mener la recherche d'un probléme de type "bolte

noire". Cette recherche sera menée collectivement afin de générer
un débat scientifique qui apparafira comme un modile pour la
démarche expérimentale individuelle. :

» On utilisera, d"une manidre originale, les transformations du plan

disponibles dang Cebri pour créer une page dans laquelle on si-
mulera une promenade aléatoire dans un quadrillage du plan.
On montrera ainsi la ndcessité de connaissances mathématiques
préalables pour concevoir de tels cadres d’'expérimentation.

. On montrera aussi comment, avec Ioutil * Trace " et tne construc-

tion conditionmelle spécifique, i1 est possible de visualiser trés al-
sément des lignes de niveau. On fera prendre conscience qu‘une
telle procédure peut permetire d'induire une démarche expéri-
mentale de découverte et de validation.

~ Déroulement effectif,

L'ordre proposé a été modifié afin d’atteindre les objectifs précisés
plus loin :

1. LA PROFRIETE CARACTERISTIQUE DE PYTHAGORE.

2. UN EXEMPLE DE SIMULATION AVEC CABRI PROMENADE

ALEATOIRE SUR UNE GRILLE
133
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3. DEROULEMENT DE LA RESOLUTION DE LA BOITE NOIRE
PRCPOSER

— Objectifs asaignés A cet atelier.

Mon intention était i fine de résoudre avec les participants un pro-
bléme de type bofte noire pendant Ia derni2re demi-heure del'atelier.
[eoumpte-rendudecetberésoluﬂmmméepuunpubﬁcd’expem
mgéomémemﬁtuehpn:ﬂeadecetarﬂde.]evoulaismahm
mon auditoire que ce genre de probléme amenait une dévolution
rapide,permetlnitdedéggﬁleswalsmmmcesdespuud-
pgnhetmndaitpmsiblehproposiﬁmhtouspubﬁmdepmblémm
consistants (les vrais problémes : ceux dont on ne sait al on gaura
les résoudre, si on A Jes outils pour les résoudre et méme sl est ré-
soluble). Je voulais montrer comment on pouvait dégager quelques
phmd’umdénmmheexpéﬂnmhl&parﬂrdel’mﬂysed’mteﬂe
recherche (ceci constitue d’ailleurs le thime de ma thise en cours).
Paurquecetherésoluﬁonpuisaeétreabordéedamdesomdiﬂom
optimales par mon public, j‘al mis en place ce que je pourrais appe-
ler une mini instrumentalisation, cest & dire urfe prise en main du
logiciel Cabri qui fixe en moins d'ume heure les schimes d'utilisa-
Homlesplusperﬁnmtsquejevmﬂajsvoiuppa:altreaumdeh
résolution de la botte noire (comment et dans quels contextes utiliser
1es outils " trace ", " lieu ", " redéfinition ".. ). Au cours de cette prise
en main faite de manidre monstrative, j'al présenté une transposition
posaibledelédécouveriedelapmpﬂétédePyﬂmgm’e(puﬁel)eth
fagon de simuler ume promenade aléatolre (partie 2) o 1a démarche
m&pérhnenialeestprésentéedefaqmisommphzahdémamheupé-
rimentale en physique du moins dans sa formalisation.

11.2  Lapropriété caractéristique de Pythagore.

11.2.1 Présentation du montage.

Le montage est ici donné par un fichier Cabri qui a été congu par mol
etquifoncﬁmmainsi:UnpointMlib:epﬂotelepoimAsommetdu
triangle ABC. Le résultat du calcul de BC? - AB? -AC? est affiché, Quand
onﬂ:elepo!ntM,mvoitsesuperposeraAunpohtA,bleusilerésul—
tatp:ecedentstposiﬁfetunpok\tA.,mugedcerésullatestnegnﬂf.Ce
qui se passe sur la partie supérieure de I'écran n’a pas nécessairement &
ehedétxitpmcomptmdml'acp&immﬁﬂmquineueﬁmeaPuHrde
ce montage. Cela permettra par la suite d’expliquer comment ce montage
spédnlaétée&ecﬂvmmt:énlise(onvermqmlnoomepﬂondeeemm
hsedépenddescmmaismmesdeceluiquile:éaﬂse:cmmaissamenh
fois au niveau du logiclel et au niveau mathématique). On peut simple-
ment constater qu‘un point P bleu apparaft sur une demi-droite bleue si-
multanément A 'apparition de A, et qu'un point rouge N apparaft sur une
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demi-droite bleue gimultanément & l'apparition de A, comme on peut le
constater sur les deux copies d’'écrans qui suivent :

N I
BCA-AB? -AC? m -1,35 cm? BC? -AB? -ACH m 1,55 em?

figure 1 figure 2

11.2.2 Protocole expérimental.

Les manipulations que 1'on demande d’effectuer avec ce montage sont
les sulvantes :
Activer la trace du point rouge A,,. Faire de méme avec A, aptés évidem-
ment avoir tiré sur M pour faire apparattre A,. Faire balayer & M le maxi-
mum de points de 1'écran afin que A en fasge autant avec comme seul
objectif de repérer la zone ou les zones de changements de couleurs obte-
nus par la fonction trace.

B L

BC? -AB?-AC?= -18,94 en? BC1-AB? -AC? m -16,53 ce®

L™ T
v

figure 3 figure 4
On obtient ainsi un ensemble de donmées graphiques qu'il faudra traiter
dans l'étape suivante. :

L
LA
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11.2.3 Traitement inductif des données.

La valeur monstrative de cette expérimentation est flagrante. En ef-
fet I seule visualisation du résultat des zones colorées en rouge et bleu
constitue Fessentiel du traitement des données collectées. La conjecture
qui arrive nécessairement est que :

Les points du plan vérifiant

BC?-AB?-AC? >0 est lintérieur dudisque de diamdtre BC <,

BC2-AB?-AC2 <0 est extérleur du disque de diamdtre BC C;

BCH- AB*-ACI=0 est lecercle de diematre BC G |
Remazque:toubslmfodsqueceﬂeexpérimceaétéréa]isée,nnﬁnmqueh
dmﬂbrecomjectureaniveinutmhneﬂementmemappﬁcaﬂmd’un
théoréme en acte trés souvent utilisées en Collége et en Lycée : le théoréme
des valeurs intermédiaires. Notons d’autre part que Fobjectif monstratif,
comme dans V'expérimental en sciences physiques, n'est pas seulement,
"Jonner & voir" mais "faire adhérer le plus vite possible a la loi mise en
évidence",

11.2.4 Validation dans le micromonde Cabri.

Pournugnmterlaphua{biﬂtedecettemnjectu:e,mestamener&
monter une autre expérience qu’on nomme expérience de validation mais
qui n'est autre que la vérification d'une condition nécessaire impliquée par
la véracité du résultat conjecturée.

~ Analyse théorique :

Si 1a conjecture C; est vraie, alors tous les points A du cercle de dia-
metre BC vérifient dans l'environnement Cabrl BC? - AB? -AC? =

0...

- Validation expérimentale ‘

— Montage : on reprend le montage précédent qu’on modifie comme
suit; on trace le segment BC puis le cercle de diemetre BC. On
redéfinit le point A comme point de ce cercle.

- Protocole expérimental : on tire le point A le de ce cercle et
on 5'intéresse 4 V'affichage du résultat de BC? - A’ -ACH,

- Traitement des données :
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- —
tat affiché est 0, 00 et qu'ensuite e dé-
placement de A ne modifie pas Vaffi- BO-AB -ACH = -19,33 o
chage du résultat. On peut méme de- ]
mander 'affichage de ce résultat avec
le maximum de décimales permises A
par Cabri et on obtient la confirma- m
tion de la conjecture avec Ia précision » ¢
permise par les calculs de Cabrl. Ce =
que j'appeile une validation dans le -
micromonde Cabri. figure 7

11.2.5 Compléments sur le montage expérimental utilisé,

Voici le détail des constructions réalisées pour obtenir les points condi-
tionnels A, et A,. On construit une demi-droite [ou) puis une droite pa-
ralidle & cette demi-droite passant par O. On crée les deux demi-droites
d’originé O portées par la dernidre droite tracée; celle située & droite sera
bleue, celle de gauche sera rouge. Le point R estle point obtenu par report
de la mesure BC? - AB? -AC? sur la demi-droite d’origine o (il peut éven-
tuellement étre situé A gauche de o sl le résultat reporté est négatif) P est
le projeté orthogonal de R sur la demi-droite bleue et N (P existe quand le
résultat est positif) est le projeté orthogonal de R sur la demi-droite rouge
(N exdiste quand le résultat est ndgatif),

L'expérience réalisée conduit & remar-
quer qu’aprés la redéfinition le résul-

Le point p est le milieu de [AP];
A, est défini comme le symeé-
trique de P par rapport 4 p; ce
point quand il existe est donc su-
perposéd A,

b W
N © P

BC-AB? -AC = 1,/ifs et

] ¥

e Lmm
[y

figure 8

Le point n est le milleu de [AN];
A, est défini comme le symé-
trique de N par rapport A n; ce
point quand il existe est donc su-
perposéa A..

2 .E.E_

BCR AN AC o 4,73 cm?
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11.2.6 Conclusion.

Faire découvrir le plus vite possible la propriété attendue, cest & dire
ge livrer & une monstration au sens de Joshua est possible griice & la sub-
tilité des constructions des investigations et des manipulations L
Orbusompanme&eadépendmtdel'expaﬂsedeceluiquimomel' -
pérlmoe:jeveuxdjreidalafoialesommnissmm&émaﬂquesetles
compétences dans l'utilisation de I'instrument Cabri (au sens de Rabardel,
c'est A dire de l'artefact avec ses schimes pertinents d'utilisation) de celui
qdnquuleﬁdﬁuCabﬂ.Immﬂmsdemmﬁgedepmbooleupéﬂ-
mental sont des ingrédients de la démarche expérimentale qui sont forma-
Hsésgrlceicette&mposlﬁminformaﬂquedeceﬂenoﬂmblmdauique
qui paraissait vieillle par les usages.

[

11.3  Un exemple de simulation avec Cabri promenade aléatoire sur
une grille.

11.3.1 Objectifs de la simulation avec son protocole expérimental.

Prégentation du phénomne A simuler sous Cabri

A partir d"un point de départ D donné du plan
on désire animer un point afin qu'il saute de ma-
nidre aléatoire du peint ou il se trouve jusqu’a
I'un des 8§ points voisins dela grille carrée définie
A partir de D (¢f fig. 10) et ayant pour base "ho-
rizontale” un vecteur AU de longueur réglable.
L'enchatnement de ces sauts constituera ce que
j’al appelé promenade aléatoire sur une grille. ; 10 Promenade aléatc

Montage de V'expérimentation (construction de la figure Cabri)

La figure obtenue pourra étre la suivante {fig.11) & la fin du montage :
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R ¢ B

|Dl.lblmn de A su point bﬂoto, d: o
] cR b

[calon) da 4/d = onte séactualisinile
it ¢ 1,00 - .

|lanhn Allutolre sntisr .ng 0at 7 f
Réwultat : 6,00 X s
ngle de ls rotation sléatoirs] appliquse &
Eak : 270,00 4 £ '10 D .
Reste da la division puclidisome ! T
dy _pomby léatoire phr 2 1 &
iAsuttat : 0,00
Caleul de la constants mltiplise L
¥ pgurt {2} .
Risulbat r 141
Homothétis da osntrs q

Rotation de centre Dndwhde rapport 1 ou lux.i.tz)

N Translation de mu:.r Ag angle k.48¢ N lll.lmt la paricd ?

figure 11

Les matériaux pour préparer le saut aléatoire

- Unedend-droite[AB)est::éée&puti:dedeuxpdntsdelagﬁlleas-
sociée au repére par défaut de Cabri, situés sur la méme horizontale.

—Uncemlequelcmqueidrepréaentéenpoinﬂﬂésestposiﬂmméa
drolte de 'écran. Un point appelé point pilote est créé sur ce cercle
mtantque"pointsurobjet".Notmsquelndismdecepointa
Amtéednedemjumnisétenuﬂe.cethdlshmenthprmim
valeur numérique affichée (ici 21,27cm),

- Lerappm-td/destévaluénveclncalculatdoeetafﬁché:idﬂapparu!t
souslaformel,OO.Notonaquecenomb:elestfmcﬁondelaposiﬂnn
dupohztpﬂoteenparﬁmﬂier(maisausaideA).Chaquedmngemmt
deposiﬁondupuintpﬂoﬁeréacmﬂismleca]culdecempportquj
némmoinadmneratoujoursl.Ceréaulhtmshmmméplal
sera la seconde valeur affichée.

- Emtﬂte,gr&ceemmehlnmkuhtrlcenousgénémmunnombreen—
ter aléatoire compris entre 0 et 7 par la formule ; Partie entidre de
rand(0, 8.d/d) éditée comme suit:
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12
ol le a est la valeur calculée précédemment pour d/d. Le nombre
obtenu est 1a trolsiéme valeur affichée (icl 6). On notera ce nombre k
pour la sulte,

- On calcule toujours 2 la calculatrice le produit k.45 pour obtenir un
des huit angles définis par notre maillage. Ce nombre sera la qua
tridme nombre affiché (ici 270).

~ On fait ensuite calculer (toujours avec la calculatrice) le reste de la
division euclidienne de k par 2 qui dannera 1 ou 0 par la formule, k

figume 13
— oil & Teprésente k. Ce nombre sera ke cnguibme nombre afiché (ici
{1}, Notons que ce reste est égal a 0 quand Uangle kAS repiie une
position horizontalo ou verticale et il est égal 41 rpeiand il ropdre w
position inclinge  45°
= Caleul de I'image du nombre précédent par ln fomction affine y =
(W2~ 1)1+ 1, Cette image vaut /2 quand = vaut 1 et 1 quand r vaut
0.C - L cale comme suit.

1«
Le résultat de ce calcul sera le sixidme nombre affiché (ici 1,41 qui
est I'affichage de v/2). '

Les transformations A composer pour effectuer le saut aléatoire

- On reporte le premier nombre affiché en C sur la demi-droite [AB) et
on crée ensuite le vecteur AT,

- Oncréeunpdnt]jbleDdanslep]an(eepointmlepointdedéput
demuepmmmdealéauﬁre)qu’mlransformemTpulamh-
tion de vecteur AC.

~ On tranaforme ce point T par la rotation de centre D et d'angle aléa-
buirek.ﬁquiestlequaﬁiémenomhreaﬁﬁchépourobtuﬂr,lepohtk



Trois exemples pour illustrer la démarche expérimentale avec Cabri 141

Ce point R est sur le maillage seulement quand k est pair, c'est & dire
quand le reste évalué par le cinquid¢me résultat affiché est 0, Quand
k est impair, R est A a distance 1 de D sur une diagonale du maillage
au leu d’#tre situé A la distance /3 ; c’est pourquoi :

= On transforme R par 'homothétie de centre D et de rapport

lesbdéme

nombre affichée pour obtenir enfin le point H qui est le point obtenu
A partir de D en effectuant le saut aldatoire annoncé. Remarquons
que H est confondn avec R quand k est pair.

Validation de l'algorithme de saut aléatoire

Si on tire le point pilote, les positions des images de D sont recalculées
donc les points images changent aléatoirement. Notons que T se reposi-

tionne toujours au méme endroit.

Enregistrement de Valgorithme de saut aléatoire
La complexité de cette technique pour venir & bout de la tiche que nous

étions imposée nous donne 1'idée d’enregistrer ces constructions sous la

forme d'un nouvel outll Cabri appelé macro-construction ; cet outil per-
metra & partir d"un point de départ D de générer le point aléatoire obtenu
aprés un saut du genre précédent commandé par un point pilote.

La macro " Promenade aléataire

l.mac " admet pour objets initiaux :

— Un segment qui détermine la direc-
tion horizontale du mafllage sur le-
quel la promenade aura lieu et le
sens positif sur cette horizontale (icl
[AB])

— Un point qui sera notre point pi-
lote (icd P), puis Un point qui sera
le point de départ de la promenade
(ici D).

Elle admetira comme objet final :

- Le point obtenu par le saut aléa-
toire effectus & partir de notre point
de départ (icl : " Point d’arrivée ")

= le segment joignant le point de dé-
part et le point d’arrivée du saut.

\'\5 -y
xi\.
."*3
Point d'arrivée
~
Point de départ
figure 15

5i on active la trace du segment joignant le point de départ au point d’ar-
rivée et qu'on lance une animation du point pilote on voit apparatire tous
les sauts possibles dans les direcons du maillage indiquées par le seg-

ment [AB], comme suit :
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B
A - s LD
\. .__.' __-'f B $ L] \
""'"x "}"-.-—
‘B
i
% | Point de départ
Polnt d'arrivée . Polnt d'arrivée
Polnt de départ d
figure 16 gure 17

Enregistrement de V'algorithme de promenagle aléatolre

Si on applique notre macro successivement & chaque point sur lequel nous
arrivons nous obtenons un enchatnement de sauts aléatoires du méme
type. Lorsqu'on répéte 10 fols cette opération, on peut visualiser une pro-
mmadealéatmreilﬂsautqumpeutmregisl:ermfomxed’unenou—
velle macro-construction qu’on a nommé " Promenade aléatoire 10.mac *
et qul sera utilisée plus loin, Celle -ci admet les mémes objets inltlaux que
la précédente mais cette fois les objets finaux sont tous les segments inter-
médiaires et les points intermédiaires de cette promenade,

Si on déplace le point pilote, chacune de ses nouvelles positions génre
une promenade différente. Onmmontredeuxemq:lescl-dessous

figure 18 figure 19

Validation de 1’algorithme de promenade aléatoire
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Si on active les traces Lot} o M "P
cle tous oo scgments M v ST B

\ LA AT ™
quon lance une | _ {7 AT
animation du point Tl AT
pilote, on peut voir ./ . | Tl .
apparaitre toutes les IV B o i O W
promenades  aléa- SR AT vk
toires & 10 sauts ainst <y A S \

figure 20

11.3.2 Réalisations promenades aléatoires en vue d'un traitement sta-
Hstique

On peut utiliser 1a seconde macro pour réaliser des échantillons de pro-
menades aléatoires afin de s'intéresser par exemple 2 la distance entre le
point de départ et d’arrivée. Il suffira de mesurer cette distance et dela sto-
cker dans le tableur de Cgbri. 5i on lance une animation, on peut stocker
toutes les distances générées aléatoirement. Ces tableaux peuvent btre co-
piés dans le logiciel Excel par exemple pour traitement statistique.
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Dans la page Cabri qui précéde (figure 21), on a appliqué la macro aux
pohb&,%D;etDmourobtuﬂrdeschemhmaléainireaqﬂabouﬂmt
respecﬂvementhl,A,,AgetA;.OnamsuitememnélesdismsD;A..
St on saisit ces données dans le tableur de Cabri et qu’on lance une ani-
mation en langant le point pilote. Le tableur va remplir 4 colormes des
distances obtenues aléatoirement  chaque chemin aléatoire généré. On
peut!maginerunedish‘ibuﬂmd'echmﬂﬂommgehiteipuﬁrd'ungmnd
nomb:edepdntDiavecdesechanﬂllmsdedishmesdetaﬂlen(nmm-
pris entre 1 et 999).

11.3.3 Conclusion

On aura pu constater qu‘on pouvait aborder avec I'outll Cabrl forte-
ment épaulé par des connaissance sur les transformations un domaine
aussi inattendu que celui de la simulation en statistique. On peut ima-
giner faire utiliser un tel fichier par des él2ves qui disposeraient donc des
macros convenables pour se concentrer sur les problémes de fluctuation
d’échantillonnage, On peut envisager de faire construire un fel fichier aux
élves & condition de les guider pas & pas la premi2re fois pour qu'il puisee
répéter cette opération connue en physique sous le nom de montage. No-
tons que 'utilisation du fichjer est régie par les régles plus connues sous
le nom de protocole.

114  Déroulement de la résolution de la bofie noire.

11.4.1 Entrée en matitre,

est ouvert et I"écran de l'ordina-
teur réiro projeté apparatt aux
pants comme il est repro-
duit ¢l & droite; deux poinis m
et M de couleurs et d'épaisseurs M
différentes sont seuls présents
sur la page Cabri (BNLIEGE).

11.4.2 Proposition du probléme.

Je fais constater aux participants que je peux me saisir du point rouge
m pour le tirer ot je le désire. Je fais aussi constater que le déplacement de
m commande le déplacement de M.
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Je fais constater que je ne peux

me saisir du point M. Faffirme

que le point m a étd transformé

en M par une transformation ™M
que je connais et qui est ca-
chée dans une macro construc-
tion (outil que j’ai créé transfor-
mant tout point de la page Ca-
brl en son image par ma trans-
formation cachée),

Le but du probl2me est Ia mise en évidence de cetie transformation par
tous les moyens qui seront proposés par les participants, Je me contente-
ral d’étre le " sherpa " (dans le sens proposé par Luc Trouche). En réalité,
je serai un peu plus que le sherpa puisque je précise que je demanderai &
Cabri de réaliser toute manipulation possible & condition qu’elle soit sug-
gérée par 'auditolre,

1143 Premidre sttaque.

Le démarrage se falt sur les chapeaux de roues; la premidre proposi-
tion fuge : on me demande d’appliquer la transformation cachée au point
image M pour voir s'il ne se transforme pas en m.

L'expertise du public lui fait i’
donc d'enirée de jeu prendre

une initiative spécifique que je | ,
Navals jamais renconirée au- 1 . M
paravant : la transformation f ; x
vérifle-t-elle fo f = identité? Je e *
suis obligé de faire apparaftre gy
le systdme d'axes car ma ma-

cro construction admet ces axes

comme objets initlaux et Jap- "M
plique la macro & M pour obte-

nir M".

Le public peut constater que le point M’ image de M n'est pas confondu
avec m. Je tire le point m dans tous les sens de maniére aléatoire sur la
Page sans pouvoir réussir a le superposer & M'. Je propose donc de cacher
4 nouveau les axes avant de continuer. On me demande aussi d’effacer le
point M, ce que je fais.
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1144 Seconde attague.

On me demande de déplacer horizontalement le point m aprés avoir
préalablement activées les traces de m et M.

On cbtient le résultat ci-contre /
qui surprend le public. -
"-‘—'-—l——ﬂ——T-—‘-—'—"
‘;"“*-...
~—

I m'est demandé ensuite de
faire apparaitre lmage d'une
droite, ce qui est réalisé de la
meniére sulvante : On construit
d’abord une droite qui apparat M
ici horizontale,

On redéfinit le point m comme

point de la drolte créée et je P
demande le lieu de M quand

m varle sur cette droite et on

voit donc appareiire 1'écran de

droite ofi cette image semble o
&re constituée de la réunion de m _—
deux demi-droites de méme owi- 2

gine.

Il m’est demandé de déplacer
1a droite d'appartenance de m, m ;
ce que je fais en Hrant sur Fd
le point initialement créé pour
cette droite. Celle ol se déplace

a elle méme et

I'image ne change paa de forme ﬁ-'--.____h

Le public désire ensuite veir apparatire I'image d'une droite perpendicu-
lnire & 1a précédente. Je trace donc une droite perpendiculaire & ia pré-
cédente et redéfinis le point m sur cette droite. L'image est réactualisée
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ingtantanément. Les deux écrans suivants montrent comment cetfe image
peut changer suivant In position de cette perpendiculaire,

|\
|
|

|
\

Je sens mon public déstabilisé par l'originalité des images possibles
mais son expérience en géométrie et son début d’expertise des outils spé-
cifiques & ce logiciel leur fait proposer une autre initiative.

On me demande de déterminer
Vimage d"un cercle. Je construis

donc un cercle et redéfinis le -
point m sur ce cercle pour faire AY
apparaftre son image qul a la | | —
forme ovale que l'on voit ci @ | : lm
droite, On me fait tourner m sur \ / \
son cercle d'appartenance et le X A
public constate que son image — |
M tourne dans le méme sens sur

sa courbe image qui est qualifiée =
par certains d’ellipse.

La piste de recherches d'images d’objets classiques, droltes et cercles dans
des configurations particulidres est soudainement abandonnée.

1L4.5 La piste des points invarlants.

Le public me demande de libérer le point m pour essayer de le mou-
voir jusqu'a une position of il pourra éire superposé & son image. Le gui-
dage est rapide et efficace. Le public s'accorde rapidement pour privilégler
un point qu’on me demande de marquer. Pour cela j'adopte Vattitude de
sherpa amélioré en donnant une construction, qui me permet de tracer un
point repérant cette position particulire de m. Il suffit de tracer une pre-
mire droite passant par un premier point puis une seconde droite passant
par un second point (ces deux droltes ont 6bé crébes pratiquement perpen-
diculaires sur 1'écran qui suit), Il suffit ensuite de les positionner en sorte

s | \M
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qu'elles se coupent sur la position voulue, de créer leur point d'intersec-
tion I puis de redéfinir ce point comme un point libre donc ne dépendant
plus des droites qui ont servi 4 le créer.

¢

Sur le dernier écran, on a tiré sur le point m pour 'écarter de cette po-

gition
invariant de la transformation

, laissant apparaitre le point I qui semble étre un point

11.4.6 Retour a des recherches d’images de droites.

Il m'est demandé immédia-
tement aprés de déterminer
I'image d"une droite passant par
ce point L. On en trace done une
sur laquelle on crée un point
générique n & qui on applique la
macro pour obtenit son image
N. Le lieu de N nous donne
T'image désirée,

COn me demande ensuite de faire

cette droite autour de I;
on atrive 2 faire se rapprocher
notre paire de " demi-droites "
de la droite d’appartenance de
n

- . o

/

.

_ff

n -
\ o o
L
ul— — 4 T—
& T——
L] I.
L] I.r'l

i

f
\

!

e S

XI AT
. /
e

— o

. s

—
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On essale ensuite de me faire
On me fait continuer cette explo- trouver une position ot la droite

ration comme suit : donnée se superpose 2 son
o \\
- N
= ..\'\. .-.-.. i
28 ,I
! ll|
z AN

On me fait ensuite revenir  la position précédente ol 1'image de notre
droite semblait &tre une demi-droite. On me demande de tracer la droite
(passant par I} sur laquelle notre droite et son image semble 8tre incluses.

On a fait pivoter cette droite jus-
qua la position recherchée puis
on a écarté la droite d’apparte-
nance de n laissant blen visible
la drolte désirée.On a fait pivo-
ter cette droite jusqu’a la posi-
tion recherchée puis on a écarté
la droife d'appartenance de n
laissant bien vigible la droite dé-
siiée.

Pour valider cette conjecture, on
me demande d’écarter la droite
. p consiruire l'image
Ia droite rouge jusqud la poal- o F B e
m:jlsmimngesesuperpoae tion cachée en appliquant la ma-
: cro qui la cache. On cbtlent le

On me fait & nouveau pivo'lnr

pontO:

w

T .
41 -
- L
__‘—‘——._‘t_\-(\_-_\_\_\___
e
."I' 0 -\'ﬂ‘"-\-\..
o s
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On fait remarquer qu’on obtient une droite ayant direction orthogonale &
la direction verte semblant passer par 1'origine o du repdre et que 1z restric-
tlon de la transformation cherchée semble 8tre une symétrie par rapport &
1a droite verbe. La conjecture semble validée visuellement. On me propose
quand méme de construire le milieu du segment [0O]. On trouve le point
J qui semble se superposer A L

Je note qu'on ne me demande _———.

pas de mesurer I'angle falt parla - Yo

droite verte et [00], mais de tra- ‘a-_'\ Fd

cer la droite (00) qui apparattici e
pointillés,

Lattention du public se concenire maintenant sur le cercle qui avait été
laissé de cOté. La suite va montrer que les participants vont essayer d'éta-
blir un lien entre ces images et les droites précédemment mises en évi-

1147 Retour a des recherches d'images de cerclea.

La proposition d'investigation qui est faite est Ja suivante : trouver
Vimage d'un cercle centré en I. Pour cela, nous avons & amenés a faire
dans I'ordre les manipulations qui suivent.

On commence done par re- s |
définir le point m comme | - |
un point du cercle oublié T
et on voit donc apparaftre T
son Image en bleu qui a i
une forme ovale : - "w
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Bnsuite on se salsit du —= H——"
centre pour fair gliseer le / a1 _]L:; o
cercle rouge; on voit - [ . [ lges—N"

multanément son image \ T Fut \
évoluer: e f 7oA

La surprise est déja grande; elle
augmente encore plus quand on
arrive & la position recherchée :

In
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Surprise mais pas décourage-
ment car vraisemblablement la
symétrie de la figure incite les
participants & proposer de faire
glisser ce cercle le long de la
drolte verte, On obtient pour
CONMENCET :

Cet écren a été obtenu quand | .- f

on a fait ghsser le centre vers b ) r

la droite. Certains participants L M 7 : A
le mot d'afinité dars _|" | /° [ % 7

des affirmations du type "ily a R

une affinité ", " ¢a contlent une |2

affinité "et d’autres quejen’ai pu i

percevoir.

Immédiatement aprés cette ma- [ - ,l o e
nipulation, il m’est demandéde =/ =
repositionner le cercle & sa posi- -

Hon initiale. L'écran obtenu est f
le suivant : ‘o
' u

Cette fois c'est le mot symétrie qui surglt : on m'évoque ume symétrie
axiale d’axe 1a droite verte.
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1148 Une demnidre construction-investigation pour essayer d'abou-
tir.

Cette évocation est suivie quasi instantanément de ]a demande de construc-
Hon du symétrique du cercle de départ par rapport & cette droite verte. Le
cercle obtenu est dessiné ci-dessous en pointillés.

/'F H’\

7 ==
\‘-»___,-'f JL—' e o e

Le temps qui était impart A cet atelier étant dépassé, nous décidons de
metire fin A la recherche.

11.4.9 Quelques remarques pour conclure.

Quelques remarques brutes,

La bofte noire n'a pas été solutionnée, mais : Des initiatives ont été
prises, variées mails en liaison forte avec les connaissances mathématiques
du public et aussi ses connaissances du logiciel (notons que la premizre
partie de I'atelier, trés monstrative a permis une instrumentalisation accé-
lérée de ce public particulier).

Les investigations menées se sont assez rapidement enchsinées de ma-
nigre structurée aprés une phase d’accumulations de données.

Les conjectures pensées n’ont jamais été explicitées de manidre claire.

Les validations ont souvent &t du type visuel et rarement du type visuel-
abstrait dans le micromonde Cabri (par exemple on n’a pas essayer pour
valider une hypothdse de symétrie axiale de vérifier les propriétés ma-
thématiques caractérisant le fait que deux points étalent blen disposés de
manidre syméirique , c’est & dire une propriété de distance et d’orthogo-
nalité,

Les objectifs de cet atelier.
Les objectifs immédiats était de monitrer :
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- qu'uneingtrumentalisation & 1'cutil Cabri était possible & partir d'une
recherche de bolte noire menée en commun, y compris avec un pu-
blic d’experts en géométrie,

- qu'une dévolution rapide pouvait étre cbtenue pour un tel type de

problémes.

- qu‘une démarche expérimentale effective se met en place ol le dé-
bat scientifique prend une forme originale et riche : ¢'est un dialogue
oti chaque question est une proposition d'investigation et chaque ré-
jponse ou critique en est une autre qui vient lui répondre comme un
écho déviant ou amplificateur. Cette démarche déj cbserviée de mul-
tiples fols avec des publics de tous Ages et de tous niveaux est danc
confirmée dans un public expert en géométrie,

Les objectifs plus profonds :

En Haison avec la thése que je prépare sur la démarche expérimentale en
Mathématiques, cette atelier a constitué pour mol une expérience de va-
lidation des hypothéses que j‘ai formulées sur la caractérisation formeile
d’une telle démarche, Ces hypoth2ses ont pu &tre émises grice & des ana-
lyses de résolutions de bottes nolres qui m‘ont servi-a la fois de micro-
scope et de télescope (pour ne pas parler de macroscope avec le double
sens qu’on pourrait lui affecter) pour découvrir ces hypotheses sur les dif-
férentes phases d'une démarche expérimentale ainsl que sur les iens entre
ces phases. )

Une partie de ma thése contiendra donc I'analyse de ce compte rendu &
la lumitre des hypothbses faites. Ma grille de lecture et d’analyse permet-
tra in fine de mieux réfléchir une ingéniérie didactique intégrant I'expéri-
mental dans V'enselgnement des Mathématiques et dans la conception de
problémes plus consistants que les problémes fermés qui sont le lot des
évaluations dans notre systtme éducatif.

En guise de conclusion :

La tiche de résolution de problme nécessite la connaissance de tech-
niques qui sont le plus souvent dannées pour ne pas laisser I'éléve perdu
au milieu del’océan des théorémes, Les probl2mes de boftes nofres donnent
V'occasion A I'éléve de ne pas exiger les techniques qui habituellement lui
sont indispensables mais au contraire de se livrer A des investigations en
lislson avec des techniques connues, c’est & dire d'etre réellement actif au
sens mathématiques du terme. Notre devoir est de réfléchir & la manire
dont 1a transposition didactique des notions abordées par ce biais se met
en place. Il ne faudrait pas que des schimes d'usages se mettent en place
de manidre sauvage dans ce type de démarche, la démarche i
tale ot 'induction a Ia place importante que lui reconnaissait Polya il y
a plus de cinquante ans. Les protocoles expérimentaux des sciences ex-
périmentales se retrouvent dans la démarche expérimentale en Mathéma-
tiques dans les méthodes d'investigations, les procédures pilotées par le
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Frofesseur : on retrouve donc I'instrumentalisation qui peut concerner les
outils abstraits comme les outils technologiques.
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Chercher avec Cabri.

Michel Carral.

12.1 mntroduction.

Dans cet article je me propose, & travers la résclution d'un exercice, de
montrer comment un logiciel comme Cabri permet de comprendbre, grice
aY'environnement mathématique qu'il génare, une situation péométrique,
est une aide A sa résolution et & la validation des résultats obtenus,

L'utilisation d'un instrument lorsqu’on fait de la géométrie, ou plus
généralement des mathématiques, demande d’avolx une connaissance des
caractéristiques de I'instrument utilisé ; avec les instruments issus des nou-
velles technologies, cette connaissance se double de celle d'une philoso~
phie sous-jacente induite, consciemment ou inconsciemment par le construc-
teur, du logiciel que 1'on veut utiliser.

Les géomdtres ont toujours £t¢ canscients que les outils utilisés dans
leur activité jouent un rdle dans leurs modes de foncHonnement, leurs
savoirs-faire. Plus encore, les compétences mathématiques ne sont pas né-
cessairement les mémes : on n'a pas les mémes heuristiques de procédures
et les mémes validations si on fait de la géométrie & la régle et au compas,
ou & la rdgle et & I'équerre, ou au compas seul, etc.

L'objet de cet article n'étant pas de présenter les qualités, les avantages
ou les inconvénients de Cabri, je me contenterai d’énoncer deux caracté-
ristiques essentielles de ce logiclel, caractéristiques qui permettent de faire
de la géométrie "dans le prolongement de la main" comme certains ont
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coutume de dire, mais plus encore. Ceci vaut aussi pour la régle et le com-
pas, et comparer ce que ces deux techmologies ont en commun & travers la
lecture des éléments d'Buclide, permettrait de volr Cabrl autrement qu‘a
travers le prisme de |'ordinateur.

Le logiciel Cabrl est basé sur le dessin et le numérique : cecl a pour
conséquences qu'il ne démontre pas (méme sl calcule avec une trés bonne
ton sur 1a situation que 'on volt & Vécran : le nombre de chiffres
apres la virgule affiché est de quinze (valides?)), et que pour utiliser la ca-
dessin avec Fergonomie attenante, il nous faudra développer
notre faculté A voir et & construire avec les fonctions de Cabri qui sont, si on
n’utilise pas la calculette, essentiellement celles induites par les construc-
tions A la rdgle et au compas point & point. Ceci est un trés bon atout
pour Vapprentissage de la géométrie, car pour voir et reconnafire dans
ie contexte oty on cherche, il faut connatire dé&ja, c’est-a-dire avoir vu dans
d’autres contextes, Notons qu'une difficulté pour l'enseignant sera d'ex-
pliquer aux éléves I'intérét de la démonstration, vu les performances de ce
logiciel, d’oi un questionnement sur le rdle de la démonstration, qui est
aussi de comprendbre, et ses heuristiques. !

12.2  Premidres obseroations et énoncé de lexercice.

Exercice proposé :

Soient un trigngle ABC et un poini P de son plan. Onnote A, B', (', les
symétriques de P par rapport aux coiés BC, AC, et AB du triangle.
Trouver le lizu glomélrique des points du plan tels que Vaire du irlamgle
A'B'C soit égale  celle du irigngle ABC,

L'exercice, du moins sous cetbe forme, n'est pas un exercice classique ce
qul fait que I'on se trouve un peu désarmé, un peu comme des éleves de-
vant certains exercices que nous leur proposons. Cest cette situation qui
vanousgdderdanslamcherchedeuetexmdce,nousesuimdegar
der un "regard naif" le plus longtemps possible, avant que d'utiliser des
compétences mathématiques dites supérieires au temps jadis.

Une étape d’observation.

Dessinons, avec Cabri, un triangle ABC (cf fig. 1), prenons un point
P et & Iaide de la foncton "symétrique” construisons le triangle A'B'CY.
Pour mieux comparer les aires, avec 1'outil calculette faisons le rapport r
des aires des triangles A'B'C’ et ABC. Positionnans le point P pour que
ce rapport r soit égala 1,
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Sur la position trouvée, on
constate que le point P est
unique, par contre si on
s'éloigne du triangle, il ap- »
paralt que ce rapport diminue

puls croft “indéfiniment”, et ce

dans toutes les directions en aine
partant du triangle ABC.

Nous remarquons dans cette »
démarche que le plus souvent » c
en gfoméirie on commence i

2 chercher prés de I’ sur figure 1

lequel on travaille, puis on s'en

éloigne de plus en plus.

Notre premier constat est que le lieu se compose d'un point particulier,
dans ou proche du trangle ABC, et de points dans toutes directions assez

éloignés du triangle.

Détermination de ce point :

Darns un premier temps, il convient de se rendre compte visuellement
si le point P est ou n'est pas un point connu (s'il ne V'est pas, il nous faudra
utiliser une autre stratégie). Sur un seul triangle cela parait une gageure,
<ar la valeur du rapport dépend de la position du point par rapport au
triangle choisi. Si on modifie la position d"un sommet du triangle initial, on
repositionne le point P pour que le rapport r soit égal 4 1, mais ce faisant,
on perd le dessin initial. Le mieux est de considérer plusieurs trlangles
ABC sur une méme feuille, et de voir pour chacun d’eux of) se trouve ce
point.

Pour ne pas refaire cette construction, on fait une macro. Dans le cas
présent, je suggére deux macros que j'appelleral “rapport” et "rapport-
friangle" dont les objets initlaux sont le triangle ABC et le point P, et les
objets finaux sont pour la premiare le rapport r, et la deuxiéme le rapport
r et le triangle A'B'C.

Sur I'écran (¢f fig. 2) considérons plusieurs triangles ABC et appliquons
& chacun d'eux la macro "rapport". Comme il est plus facile de reconnattre
des points particuliers sur des triangles que nous connalssons que sur des
triangles quelconques, modifions ces trlangles de telles sortes qu‘un soit
rectangle, un autre soit équilatéral, un autre soit isoctle avec un angle ag-
sez aigu, un autre avec un angle obtus, Pour chacun d’eux positionnons
correctement le point P.
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figure 2
Par élimination succesgive des points connus et possibles, milieu du coté
opposéll’mgleleplusgrand,cmh’edegraviﬂ,cenﬁesdesmdesdr
conecrit et inscrit, orthocentre, etc il ne reste comme posaibilité que le
centire du cercle circonserit.

Validation par Cabri :

Tracer le centre w du cercle circonscrit d"un triangle quelconque, redéfi-
nir le point P comne étant le point w avec la fonction "redéfinir un point” :
le rapport est égal & 1 méme sl on demande plus de chiffres aprés la vir-

. Pour Cabri le point w, centre du cercle circonscrit est un point du eu

quelque soit le triangle considéré.
Démonstrations :

1°) En utilisant les cas d'égalités des trlangles, il est aisé de montrer que
les triangles ABC et A'B'C’ sont égaux : ils ont méme aire.

2°) Notons ' le centre du cercle cir-
conscrit au triangle A'5'C”. Les poinis
w et w’ avec les sommets des triangles
ABC, A'B'C’ sont les sommets d'un
cube vu en perspective cavalidre. Ces
triangles se situent sur des plans pa-
ralléles et se déduisent 1'un de I'autre
par la symétrie centrale de centre le
centre du cube (le milleu de AA’). Ces

triangles sont égaux : ils ont méme
aire,

3%) Les projections orthogonales a, b, ¢ du point w sur les cités du triangle
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initial sont les milieux I, J, K des cOiés du trlangle ABC' : Valre du triangle
IJK estle quart de celle du triangle ABC. Les triangles ABC et A'B'C’ ont
méme aire.

Notes :

1. Une démonstration suffit pour prouver le résultat, mais plusieurs dé-
monstrations peuvent apporter un autre regard et donner une meillenre
intelligence de la situation. Dans ce cas, il n‘en est rien pour les autres
points.

2. Pour tout point P du plan, 5l on considére les projections orthogonales
sur les cotés du triangle, le trlangle obtenu, appelé triangle podaire, est
homothétique du triangle A'B'C’ dans le rapport §.

Pour la recherche de notre probléme, on pourra cholsir indifféremment
I'un ou I'autre triangle.

12.3  Recherche des autres points. Premidre conjecture,

Comme il n’apparatt pas faclle de déterminer les auftres points, 'idée
est de regarder le comportement du rapport r lorsqu’on s’éloigne du point
w centre du cercle circonscrit. De faire cecl au hasard du déplacement de
notre souris (on veit que r diminue vers zéro puis croit), ne donne pas
d'idée sur la position des points cherchés, 1l convient de limiter le degré
de liberi$ du point P pour se forger une idée plus précise.

Comporiement du rapport r lorsque P parcours une circonférence de centre w ;

5i on proméne le point P autour du point w, on voit que le rapport r
prend des valeurs continues proches les unes des autres. Tragons un cercle
de centre w, et redéfinissons le point P comme un point sur ce cercle. Si
on fait parcourir au point P cette circonférence on voit que le rapport r est
constant. Modifions le rayon de cette circonférence et recommencons : il en
est de méme, On en dédudt le théoréme vralsemblable (conjecture visuelle)
suivant :

Conjecture A : La valeur du rapport r entre les deux aires est constanie sur une
circonférence concentrique au cercle circonscrit du iriangle donnd,
Note: Dans ce cas pour montrer que des points sont cocycliques, on pourra
monirer que leurs triangles podaires respectifs par rapport & un méme
triangle sont de méme aire.

Regardons le comportement du rapport r lorsqu’on modifie le rayon
de ce cercle : en 8'éloignant du centre du cercle circongerit, i1 diminue et
tend vers zéro (ou presque 7) puls croit de plus en plus. Lorsque le rapport
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mtpmquenuLleoe:deestp:esqueleoerdedmscﬂtautdmglei:ﬁﬂall
La connaissance de la droite de Simson (ou de Waliace) nous dii qu'il est
nul: les projections orthogonales de tout point situé sur le cercle circonserit
sur les cdbés du triangle sont alignées.

Ce résultat, que nous savons démontrer, canforte notre conjecture.
Note: S onnote g, b, ¢, les projections orthogonales d'un point P sur les cd-
tés du trlangle ABC le rapport des aires des triangles A'5'C", ABC et ke,
IJK sont égaux. Prenons des aires algébriques, alors le produit vectoriel
de deux vecteurs du plan est un scalaire égal & aire du parallélogramme
définit par les deux vecteurs. Notons r(P) lerapport des aires des triangles
considérés, alors :

(P) = P‘aAP‘b+PbAﬁc+ﬁcAﬁ'a
ol Awd +wd AwK +wK Awl

11 ne reste plus qu’a faire le calcul pout trouver les lignes de niveau de la
fonction r(P).

12.4  Une autre expérimentation. Deuxiéme conjectuse.

Le rapport étant vraisemblablement constant sur des circanférences
concenriques au cercle clrconscrit donné, pour essayer de comprendre la
situation modifions le cadre donné : inscrivons le triangle ABC dans une
circonférence de centre w, appliquons la macro "rapport” & ce triangle et &
un point quelconque, et faisons parcourir au sommet- A la clrconférence.
Le rapport r reste constant. Faisons de méme avec les deux autres som-
mets : on obtient le méme résultat, et ceci quelque soit le rayon du cercle

pris.
On en déduit le théordme vraisemblable suivant :

Conjecture B : La valeur du rapport r entre les deux aires dépend du rayon du
cercle clrconscrit du triangle donné, de I'Sloignement du point P au cenire du
cercle circonscrit, ei non de Ia forme ou de V'aire du triangle.

12.5 Etude de Ia variation du rapport en fonction de V'éloignement du
centre du cercle circonscrit.

Pour ce faire, on limite le degré de liberté du peint P en posttionnant
ce point sur une droite passant par le centre du cercle circonscrit (ce point
devant &tre un centre de symétrie pour les valeurs prises par le rapport r).

Nous allons étudier la relation, 1a fonction, existant entre le rapport r
et 1a distance d du point P au centre du cercle circonscrit w. Pour ce faire
on montre les axes, on reporte la distance d sur 'axe des z, et le rapport
» sur Vaxe des y. Définlssons ume nouvelle macro * 3
a trois points R, S, T donne le point U/ tel que le quadrilatére RSTU soit
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un parallélogramme (Pour construire le point I/, on prend le milieu des
points R, T, puis le symétrique de S par rapport & ce milieu).

Appliquons cette macto aux points définis sur les axes parr, O (origine
des axes), et d : on obtient le point M de coordonnées (d, r). Demandons le
lieu géométrique de ce point lorsque le point P parcours la droite : on ob-
tient le graphique ci-dessous (au besoin on peut demander plus de points
pour le lleu), Il reste & étudier cette courbe.

Lo

by BON)

figure 4

L’étude précédente sur un cercle concentrique nous permet de dire qu'il
existe une symétrie par rapport a l'axe des y, la distance étant une valeur
positive cette partle n’apparaft pas. On peut la faire apparafire en faisant
comme suit :

On définit de nouveatx axes en prenant pour origine étant le point
&, pour axe des abscisses la droite parcourue par le point P, et pour axe
des ordormées une droite quelconque passant par «. On demande les co-
ordonnées du point P dans ces nouveaux axes, salt (z,0), et on construit
comme précédemment sur le systéme d’axes initial le point N de coor-
données (z,d). On demande A cabri de tracer le lieu du point N lorsque
P parcours la droite. On cbtent le graphique ci-dessous (cf fig.. 4), symé-
trique par rapport & 1'axe des ordonnées.
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figure 5

Sur la partie positive, les deux graphiques ne correspondent pas car
Cabri caleule toujours avec le méme systéme d’axes (celui que le construc-
teur a choisi), méme g'il affiche les coordonnées d'un point dans n'importe

systéme d’axes. Pour s'en convaincre modifions la position du point
déterminant I'unité des abscisees du deuxidme systéme d’axes : le lien du
point N se déforme et on peut, sur la partie positive des abscisses, le faire
cofnclder avec le lieu du point M.

12,6 Calcul de La valeur de d pour 1z quelle le rapport r est égal & 1.
Troisidme Conjecture.

i) Du point (0,1) on peut tracer une paralléle & l'axes des abscisses et
estimer la valeur de d. Cela ne nous apportera pas plus que loraqu‘on
essayait de posiionmer le point P pour avoir le rapport égala 1; Cabrl
(celud en ma possession) ne fait pas l'intersection avec les lieux géo-
métriques,

#i) On peut remarquer que le graphique cbtenu est un graphique connu:
une parabole, ou plutdt la valeur absolue d'une parabole ? Pour canfir-
_mation prenons la fonction "conique” et cholsissons cing points sur
une branche du lien : 1a conique couvre le Heu. Recommengons avec la
partie non couverte, il en est de mame. Si an approche le curseur Cabri
nous donne A cholsir entre "ce lieu” et "cette parabole”. Si on déplace
les points d'une méme branche définissant ces deux coniques il en est
de méme, la conique recouvre toujouts le Heu, Elles ne dépendent pas
des points choisis.
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Demandons les équations des deux paraboles ainai obtenues : la traduc-
tion algébrico-géoméirique de ces équations nous dit que nous avons une
symétrie par rapport 4 'axe des abscisses. Le graphique est la valeur abso-
lue. Pour plus de sécurité demandans si un point du lieu, que I'on pourra
faire varier, est sur la parabole : Cabri nous dit que oul, mais de temps en
temps il nous dit que non! Que croire ? Avec une des premiéres versions
Cabri, il dit toujours non. Mais ‘oracle, ou la pythie dépend de l'epsilon
cholsi pour Vapproximation et de 1’algorithme utilisé, et ce en fonction de
la courbe.

Comme nous n'avons pas le choix (pas d’autre idée pour continuer notre
recherche) et lorsqu’on sait Ia difficulté d’obtenir une parabole lorsque les
cing polnts sont libres, {ou seulement le cinquitme), an conjecture :

Conjecture C : La fonction définissant le rapport r en fonction de la distance d
est une parabole en valeur absolue.

12.7 -Détermination du Hen. Quatridme conjecture. . ‘

On peut reprendre Vidée énoncée dans §), faire l'intersection avec la
conique avec la droite, et demander les coordonnées du point ainst défini.
Cela nous donnera une construction stable avec Cabri du cercle cherché,
mais ne nous fera pas comprendre davantage le problame.

On sait que 1a fonction cherchée s’annile aux points d'abscisses + R, ot
R est le rayon du cercle circanscrit, et prend la valeur 1 en 0. Si cette fonc-
tion est la valeur absolue d'une parabole, I'équation des deux paraboles
est donc: 1 1

1’1=—§(X:2 - R)et Y§=E(X3 - R

On peut ainsi calculer la valeur d pour laquelle le rapport est égal A 1.
On peut méme établir la relation entre les valeurs des distances d; et d;
pour que les rapports soient égaux : ¥; = ¥ sl et seulement gl X7 + X3 =
2R3, c'est-2-dire si et seulement sl df + d§ = 2R%.

Ce résultat est validé avec Cabri, méme lorequ’on demande le rapport
avec 'approximation maximale. On déduit le théoréme vraisemblable sui-

vant:

Conjecture D : Le Jieu ue cherché esi un cercle concenirique au cercle
circonserit, de rayon Rv/2, oit R est Ie rayon du cercle circonserit.
Etaiement de notre conjecture

Pour conforter notre conjecture C, on peut la fester sur des relations
métriques connues en des points ol les calculs sont aisés,
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12.8  Atre définie par le centre du cercle inscrit.

Notons O le centre du cercle inscrit A un triangle ABC, et D, E, F ses
projections orthogonales sur les cotés du triangle, R et R’ les rayons des
cercles circonscrit et inscrit respectivement, et S et s les aires des trlangles
ABCet DEF.

Ona?2§ = R (sinA+sinB+sinC) = R*E) = &, don § = &.
Commel’équltlondenotrepanboleestégalei!’—‘—ﬁ;(x’ R’),
dédult des égalités précedentes £ = E=X et par suite X2 = R(R — 2R')
quiestuneﬁormu]eommuedomantladishmeenh'elescmt:eshmmtet
circanscrit d‘un triangle en fonctlon des rayons des cercles inacrit et cir-
conscrit,

Ceci renforce notre conjecture. De plus cette formule montre que le dia-
matre du cercle inscrlt est inférieur au rayon du cercle circonscrit, et qu'il
y a égalité si et seulement si le triangle est équilatéral.

12.9 Point de Lemoine.

Sous Phypoth2se de notre conjecture, on peut calculer aisément la dis-
tance d entre le centre du cercle circonscrit et le point de Lemoine, résultat
mécmmuoupeuconnu(?)

Le point de Lemoine pour un triangle de cotés a, b, c est défini comme
éhntlepointdmtlasdmhnnuz,y,znuxﬁ:daobiﬁssmtenh-eeﬂesdm
le méme rapport que les cOtés commespondants'.

Au numéro 2361 de ce méme ouvrage EG.M. montre que le point de
Lemoine estle point dont la somme des carrés des distances aux trods cbtés
est minima.

Delarelaion 2 = § = %, ondéduit § = f = § = , ol S est
l’a:i:edutrlmgledormé.Su Vaire du triangle dupodnt
de Lemoine, on obtient § = (numéro n°2364 de FG.M.). En utl-

lisant l'équation de la parabole il vient d* = R? — 8(zp8%)" ob Restle
1F.G.M., Exercices de Géomtrie, n°103, 1620, p. 4.
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rayon du cercle circonacrit du triangle donné.

Note : Si notre conjecture est validée, on obtient une formule pour la dis-
tance du point de Lemoine au centre du cercle circonscrit pour un triangle
donné, et pour tout point du plan la connaissance du rapport de l'aire de
aontdmglepodmeal'airedeoetdmglepermetdecalculaladismde
ce point au centre du cercle circonscrit en fonction du rayon de ce dernier
cercle.

Ainsl pour les trols autres points du plan du triangle dont les distances
aux trois cotés sont entre elles dans le méme rapport que les cotés cor-
respendants, on a une formule analogue pour exprimer la distance de ces
points au centre du cexcle circonacrit,

1210  Recherche analytiqes.

A ce stade, nous avons suffisamment d’éléments pour entreprendre
une étude analytique en sachant ce que nous devons trouver : nos conjec-
tures semblent solides. Une autre approche est de regarder dans la lithéra-
ture s notre probldme, ou vn probléme semblable n'a pas &t traité.

Apris une certaine recherche historique, je I'al retrouvé sous la forme
desp:qecﬁmsormogonalesmrlescotésduh-lmgledmuﬁ(d note 2 du
paragraphe "Une étape d’observation”) ; I'égalité du rappo{thmmt pas
été abordée, La primeur de ce probléme semble revenir A :

— 8i de I'un quelconque des poinis d'une circonférence conceéntrique

& celle du cercle circonscrit 4 un triangle, on abaisse des perpendi-
culaires sur les directions des trois ciés, I'aire du triangle dont les
sammehse:mtlespiedsdecespetpmdfculaﬁesmmhnte Sl

ce cercle se confond avec le premier, cette aire devien-
d.mnulle c’est-d-dire qu’alors les pieds des irais perpendiculaires
seront en ligne drolte (*),

- En outre, si deux cercles concentriques au cercle circonscrit sont tels
que la somme des carnés de leurs rayons soit double du carré du
slen, les triangles qui auront pour sommets les pieds des perpendi-
culaires abaissées des poinis des circonférences des dernier cercles
sur Jes directions des cO#s du triangle inscrit au premier seront
équivalents.

(*) Ce cas particulier & déji ébé démontné dans le présent recueil (tom IV, p. 251)

Ce probléme a été résolu dans ce méme volume par M. Querret (p.
280 — 285) et par Sturm {p. 286 — 292). La démonstration de Querret est
analytique et peut se traduire alsément comme un calcul vectoriel (déter-
minant). Tl prend un gystbme de coordonnées rectangulaires dont 1origine

3 hugllier, Théaréme de Géométrie, Arnales de Gergorme, tome X IV, 1823 — 1824, p.
28,
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est un sommet du triangle donné. Dans ce systme les deux autres som-

mets sont de coordonnées a, b, et o, ¥ respectivement ; les équations des

droites des trois cOtés sont :

¥X—d'Y =0, bX—-a¥=0 (-H)X-6)-(a—a)¥-8=0
Pour un point P donné (en fait pour un point intérieur) il calcule la

distance de ce point aux trois cOtés, puls I'aire des trois triangles détermi-

nant le triangle dont les sommets sont les pieds des perpendiculaires; il
en déduit Valre de ce dernier k? et 'équation en fonction des coordonnées

z ety du point P:
28¢%%k?

(@-o)+ly— B =o'+ B s

oi a et B sont les coordonnées du centre du cercle circonscrit ef ¢ =
VAT, =VET B etd" = /o~ ) + (b— V)

Si R est le rayon du cercle circonscrit et 7" est 'aire du triangle dorné il
I:ouvel'eqnatlm(z—a)’+(y—ﬂ)’=R“-%E.,eten§uite1esmyonsret
+* des deux cercles résolvants le problame : r2 = R3. T4, 1 = 2. THIE,
Ce dernier résultat démantre celui que nous avions conjecturé avec Cabri,
a savoir I'équation des deux paraboles. De plus Querret remarque que la
corde ¢ du cercle dont le rayon est R, tangente & celui dont le rayon est r
est égale 4 la corde # du cercle dont le rayon est r, tangente & celui dontle
rayon est R. Sl a, o, o, sont les angles du triangle donné, il trouve :

Sina Sina’ Sina’ Sin.a Sin.a’ Sina”
""‘3'2'2'2“’]'2'2'2

La démonstration donné par Sturm est basée sur les relations métriques

du triangle, essentiellement celles qui font appel aux relations trigonomé-

i pour le calcul de 'aire et du rayon du cercle circonscrit; comme

Querrebﬂprendunpointh\téﬂeuretlaisseaulecteurlesoindevuirles
autres cas de .

Si a, 8, 7, sont les angles du triangle dorms, r le rayon du cercle circons-
crit, 7, y les coordonnées du point P rapportées aux deux cdtés de I'angle
~ pris pour axes des coordonnées, et & 1'aire du triangle dont les sommaets
scnt les pieds des perpendiculaires sur les cotés abaissées de P, il trouve
I'équation suivante :

2 i =
Hin.abin By

(- )"+ - )+ ) - ) oo

Ceci montre que pour toute valeur de k on a I'équation dun cercle, et
8i k = 0 c’est celle du cercle circonscrit; de plus, L'aire étant nulle, Sturm
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en déduit que les points projetés sont alignés, et pour tout k, que les lieux
cherchés sont des circonférences concentriques au cercle circonscrit. Par de
13, Sturm retrouve tous les résultats de Querret, et poursuivant plus avant
sa recherche, il projette le point P suivant des obliques faisant des angles
constants. Il trouve que le lieu géométrique tel que 1'aire des triangles dont
les sommets sont les projetés obliques est une circonférence concentrique
a celle du cercle circonserit.

11 généralise ce probléme en prenant un polygone et affirme, en don-
nant une ligne directrice pour le démontrer, que le lieu est une ligne du
second ordre,

Quelques 40 ans plus tard, ce probléme réapparatt; il semble que sa
source ce soit perdue. Il a éé repris par de nombreux mathématiciens
d’alors, mais leurs démonstrations différent peu des unes des autres dans
leur esprit; il parait cependant intéressant de les comparer pour étudier les
différentes pratiques de la géométrie analytique de cette époque en rela-
tion avec la vision géométrique etles traductions géométrie analytique (ou
calcul algébrique) et géométrie synthétique. Parmi les nombreux auteurs
ayant étudié ce probidme, cltons entre autres Briot et Bouquet®, M. Com-
bette*, A. Duporcq®, M. F. Stordeur®, pour ce que leur solution apporte en
compréhension o en technicité,

L'étude faite par M. Combette me paraissant plus riche, je vais en rap-
porter les éléments essentlels. Il pose le probleme est dans l'espace pour
un polygone (plan) sous la forme des projections orthogonales sur chaque
cbbé, mais nous relaterons la partie relative au plan. le Heu trouvé pour une
valeur constente de aire du polygone ainsi construit est une circonférence
toujours de méme centre. Reprenons son texte :

Je prends I'équation de la droite sous 1a forme
zeosa+ysina—p=0

dans un repére crthonormsé, (p) représentant la distance de l'origine 2 la
droite, et (a) 'angle que fait cette perpendiculaire avec les (z) positifs ; cet
angle devant étre toujours compté dans le sens de la fléche.

Sous cette forme, la distance (§) d'un point quelconque (z, ¥) & la droite
s’exprime gimplement au moyen de la formule

§=2(zxcosa + ysina — p),

avec la convention de prendre le signe (+) si le point et l'origine sont de
cités différents de la droite, et le signe (—) dans le cas contraire.

_’BﬂntetBouquat,lqmsdeG!onm;mlyﬂque, 13° éditlon.
4M. Combette, Etude d'un lieu géométrique, Revue des socikéids savanbes, tome V,
1870, page 303 — 233.
5A, Dupmuq,Ahepolysomle,!nhrmédhhedﬁmaﬂlémnﬂdmu,lﬂlﬂ,p. 166 — 167,
n°1232. '
SM. R Stordeur, Question 1174, p. 470 — 471.
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Dans tout ce qui va suivre, je représente symboliquement par (a) la
quantité (z cosa + ysina — p).

Cecl posé, je considre un polygone plan quelconque, et je désigne les
équations de ses cOtés par

a=0, B=0, ,y=0,..., w=0
et par A l'angle formé parles cBbés .....ovvvivinniinnninns a=0, A=0,
par B l'angle formé parles cBs......cocninnninninnns B=0, v=0,
par O angle formé par Jes COKs. .........c.vevrer 0= 0, =0,

afsinA +fysinB +... +wasin0,

dans laquelle {7, ) sont les coordonnées d’un point quelconque, par exemple,
intérleur au polygone, représente précisément le double de Yaire (o) du
polygone a, b, ¢, d,...o. Par sulte, I'équation du lieu des points pour les-
quels o a Ia méme valeur est !

(1) afsinA +fysinB +... twasin0 =20

...Je vais démontrer que généralement I'équation (1) représente une cir-
conférence

Pour ce faire, il montre que les coefficlents de 2? et de ¢ sont égaux,
faisant la différence entre eux, et que le coefficient de zy est nul. Ce qui lui
permet de constater que ces circonférences ont toutes le meme centre.

Notes:

1°) Ce calcul est essentiellement celul que nous avions signalé lors de
notre conjecture A.

2°) M. F. Stordeur constate que cette équation, ne différe que d'une
constante 2o de 1'équation du cercle circonscrit. I en déduit immédiate-
ment que c’est une circonférence concentrique au cercle circonacrit.

Plus avant dans son article M. Combetite trouve le méme résultat en
projetant le point relativement 4 une méme direction sur les cotés du t'.\llzh
gone donné ;1'équation de la parabole exprimant le rapport étant + ;4200

L’étude particulitre qu'il fait pour le triangle démontre ce que nous
avions conjecturé avec Cabri : nos résultats sont ainsi prouvés.

En continuant I'article de M. Combette, on 2 une généralisation de cette
étude, en considérant les projections orthogonales d’un triangle et de son
cercle circonscrit sur un autre plan : le cercle se projette en une ellipse, le

triangle en un triangle et les droites perpendiculaires aux cbtés a, b, ¢ du
triangle en des parallles aux directions conjuguées de ces cOtés... Done,

sl un triangle est inscrit dana une ellipse, et si par un point quelconque
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de cette courbe on méne des perallkles aux directions corjuguées des cd-
165, les trois pieds seront en ligne droite, et Iellipse sera le lieu des points
jouissant de cette propriété.

Iy a plus, en congidérant une circonférence concentrique A la premidre,
sa projection sera une ellipse concentrique et homothétique & la premizre,
et I'eire du triangle qui aura pour sommets les pieds des conjugués des
cbtés mends par un point quelconque de cette ellipse sera constante.

Pour finir I'é¢tude de ce probléme sur le triangle, M. Combette donne
des relations métriques obtenues avec 1'équation de cette parabole : A sa-
voir 1a distance du centre du cercle circonscrit aux centres des cercles ins-
crit et ex-inscrits, la valeur du rayon du cercle circonscrit en fonction des
rayons du cercle inscrit et des cercles ex-inscrits, la distance de Vortho-
centre au centre du cercle circonserit, au centre du cercle ingerit aux centres
des cercles ex-inscrits, 1l en déduit une propriéié moins connue du cercle
des neuf points : le cercle d'Buler est tangent au cercle inscrit et aux trois
cercles ex-inscrits,

1211 Conclusion.

La recherche que nous venons de décrire est une recherche ol 'algébre
etla géométrie ne sont pas deux domaines distincts mais font parties d'un
méme corpus : ¢’est une fagon de voir et de faire qui était réservé an dé-
but du sicle & des mathématiclens confirmés, mais qui achuellement avec
Jaide d"un tel logiciel peut se concevoir dans Fenselgnement secondaire
autrement que sur des exemples d’école. En effet les passages géométrie-
algtbre, algtbre-géométrie demandent pour les concevoir dans sa téte (se-
lon Vexpression qui éteit en usage), pour le moins, maturation, pratique,
compétences techniques ; 1l n'était pas concevable, et il ne l'est toujoura
pas, de demander & un él2ve de tracer A la régle et au compact suffisam-
ment de points d"un Heu (autre qu'une droite on un cercle) pour avoir une
idée de celui-ci, ot de laisser le probléme compldtement ouvert comme il
nous a &té proposé, sans un bagage conséquent de géométrie synthétique
et/ou analytique, bagage que I'on n‘acquiert qu’a partir d’un certain age.

- Ici le logiciel nous permet de visualiser une propriété que l'on a cru
sur un exemple donné, exemple que 1'on peut déformer pour
voir la solidité de notre hypothdse, Ainsi on peut valider ou invalider des
conjectures par expérimentations comme le ferait un physicien (On le fait
plus volontiers que la validation ne demande pas une débauche d’éner-
gle, et que la réponse est souvent ingtantanée), en faisant des observations
numériques ou non sur des desains virtuels, des aller-retour algzbre, géo-
métrie, et avoir une intelligence de la situation sans avolr un recours &
la preuve mathématique, preuve qu‘il nous faudra fournir pour avoir la
certitude absolue.
Ainsl lorsqu’on s’engagera vers la recherche de cette preuve on aura
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1me compréhension intuitive, on saura ce que 1'on en droit de trouver avec
un certain degré de conflance, et sur qu’elles idées on peut s'engager. 11
y & lieu de faire des calculs, ces calculs ne seront pas faits en aveugles, ils
seront réfléchis et menés vers un but que nous pensons connaitre.

Si on regarde avec recul notre recherche et ses différentes étapes, on
a fait une premidre observation, un peu en aveugle (c’est Cabrl qui fal-
sait les calculs, mais pour cela nos constructions n'étaient pas & V'oel, elles
étalent 3 la régle et au compas de Cabri). Cela nous a permis de conjecturer
certains résultats que nous avans su prouver {Le cenire du cercle circons-
crit est un point du leu). Ensuite nous avons élargi le problame : au lieu
de chercher un rapport égal 2 1, nous avons cherché & étudier la fonction
entre ce rapport et la position du point dans le plan en imitant un degré
de liberté pour mieux contréler la situation. Cela nous a permia d'émetire
des conjectures, et d’utiliser la fonction lieu de cabri pour passer en géo-
métrie analytique. Les résultats algébriques que nous avons déduit de ces
changements de cadre, nous ont permis de déterminer de conjecturer Je
lieu cherchs,

En résumé, nous avons émis des hypothises, ona fait comme si on
savait, ce qui nous & permis de trouver des résultats, résultats que nous
avons confronté sur des exemples. Leur validation nous a conforté dans
nos hypoth2ses, et petmis d’aller plus avant dans notre démarche. Nous
avons réalisé une "démonstration A trous™ ; comme le noeud de notre étude
était'équation de la parabole, nous avons testé la solidité de cette dernidre
conjecture en l'utilisant pour retrouver des résultats connus.

I ne restait plus qu'a donner la preuve formelle, ce que notre recherche

historique a fait.
12.12  Pour aller pius loin,

L'étude faite par M. Combette pour un polygone quelconque monire
que le lieu est toujours un cercle; 1a fin de son article, est consacrée au cas
du quadrilatere. Nous allons tester les résultats algébriques qu'il donne
avec Cabri, afin de valider les résultats qu'il déduit de ses calculs et les
visualiser.

Dans le cas d’un quadrilatire et pour déterminer le cenire des circonfé-
rences, courbes définissant les leux géométriques cherchés, M. Combette
étudie Féquation de la courbe obtenue en prenant la constante o = 0, c'est-
A-dire lorsque I'aire du quadrilatére définie par les projections orthogo-
nales est nulle.

Pour un quadrilatire convexe ABCD, on note & et w les intersections
des droites BC, AD et AB, CD respectivement. Les poinis 0 et w vérifient
trivialement les équations : ils sont des points du liew. Il ne reste plus qu'a
trouver un autre point de ce méme liew. Le point de Miquel est le candidat
idéal : cest I'unique point du plan tel que les quatre projections sur les
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cBtés du quadrilatire sont quatre points alignés. Pour le construire on trace
les quatre cercles circonscrits aux quatre triangles 4B, CD, wAD, wBC,
définis par le quadrilatire complet ABC Dfw : ils sont concourants en un
point G, troisidme point du lieu,

SionnoteOhOg,O;,O;,lesemhesmspecﬁfsdeceacmcles,lemhe¢
des circonférences cherchées se trouve 2 l'intersection des droites 0,0 et
030, {elles sont médiatrices des segments G et wG). Pour terminer "étude
générale (M. Combette a vu qu'il y avait des cas de figures, et n'en a étu-
disit qu'un seul : le quadrilatére obtenu par projections orthogonales n'est
pas croisé. I affirme que si c’est le cas il obtient des résultats similaires), il
donne l'équeation des rayons des cercles cherchés :

E a
Bi= R+ {4+ D)cos(D + Oy cos(D + B)

8i le quadrilatize ABCD est inscriptible, le lieu se réduit 2 une dradte,
et pour le cas ofi 1'aire est nulle c'est la troisitme diagonale du quadrilatére
complet, ce qui était prévisible : les points G, §, w sont alignés.
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figure B
8i le quadsrilatire ABCD est un trapéze, le lieu est encore une droite c'est
la tangente commune aux deux cercles définissant le point de Miquel G.
Si le quadrilatbre ABCD est un parallélogramme le rapport des aires
est constant entre les deux bandes définies par les cobés du paralliélogramme ;
pour M. Combette le lieu n‘exdste pas.

Visualisation des résullats :

Tragoms le cercle de centre ¢ passant par les points G, w, § et pour un
point P sur cette circonférence appliquons la macro “rapport" : le rapport
r'est pas nul, il varie avec la position de P. Il est nul seulement eni 6, G,
w-. Prenons un autre cercle de centre 4 coupant les cités du quadrilatére
complet, et pour un point P de cette circonférence appliquons la macro :
le rapport varie, sauf dans les lunules définissant le point de Miquel. 5i
on applique la macro "rapport-triangle”, on voit que ces lunules corres-
pondent au cas ot le quadrilatére n'est pas crolsé.

Une étude plus approfondie montre que 1'on peut étendre ces portions
de cercle dans certains cas.
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Détermination du leu pour lequel le rapport est égald 1
S on fait une étude de la circonférence désirée A oeil (le centre est
en ), on obtient a priori aucune information sur le rayon. On va étudier
le Heu cherché sur des exemples particuliers oit il nous sera plus aisé de
répondre dans le cas ol le quadrilatire n'est pas croisé,

Le quadrilatére ABCD est un trapdze :

Les cdtés BC et AD sont paralldles : le point w est rejeté & I'infini, et la
droite, ieu du point P cherché, est parall2le a la tangente commune aux
cercles passant par G, Tragons une droite paralléle i cette droite et pour un
point P, situé sur cette droite appliquons la macro "rapport”. Cherchons la
position de cette droite pour que le rapport soit égal & 1, pour une région
adéquate du plan; aprés une observation rapide, elle parait passer par le
milieu de G, 0.

Tracons la médiatrice
de 0,05, et redéfi-
nissons le point P - .
comme un point de ™ tohe
cette médiatrice : le N =
rapport est égal & 1, W c
sur deux / ’ :

de cette drdte; non . "I \\ n ."
nécessairement défi- f N

nis par des lunules. - .

figure 9

Le'quadrilatére ABC D est un quadrilatére quelcongue :

Pour essayer de déterminer un point de la circonférence cherchée, on
peut déterminer le point E tel que les points (Oy, Oz, 1, E) forment une
division harmenique (lorsque le quadrilatére tend A 8ire un trap2ze, le
peint B tend vers Je milieu de 0:0,). $ an trace le cercle de centre ¥ pas-
sant par E et sl on redéfinit le point P un comme un point de ce cercle,
rapport n'est pas égal & 1.

Le quadrilatére ABCD est un quadsilatire inscriptible :

Inscrivons dans un cercle un quadrilattre ABCD, construisons son
point de Miquel G et tragons la drolte /Guw. Réitérons Ia méme expérience
que pour le trapaze : cette droite parait passer par les milieux des segments
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010, et O304 De plus le quadrilatire 0102030, semble étre un trapdze

isocle,

Une validation avec Cabri nous dit que le lieu cherché est la médiatrice
des segments 0105 et 030y, et confirme notre opinion sur le quadrilatire
des centres.

Deucxime essai : le quadrilatére ABCD est un quadrilattre quelconque :

Plusieurs essais basés sur le rapport harmonique n’ayant rien dorné,
une observation réfléchie de 1a configuration lorsque le quadrilatére est
inscriptible doit 8tre envisagée.

Le quadrilattre des centres 010;0:0, étant, selon Cabri, un trapize
isoctle il est inscriptible. Une idée est de voir A quelles conditions ce qua-
drilatre des centres est inscriptible. Reprenons le fichier d'un quadrila-
thegermique,umlesmédiamdessegmmlaolog,oam:eﬂeaae
coupent au point F. Tragons le cercle de centre F' passant par Oy (et 0s) :
pour Cabri ce cercle passe par les points Os, O, et G.

Line cocyclicité :

Ce réauliat est intéressant en lui-méme : une tentative de validation
de ce résultat s'impose avant de reprendre notre recherche, Théor2me Le
point de Miquel d'un quadrilatére complet, et les quatre centres des quatre
cercles circonscrits aux triangles définissant définissant ce point, sont si-
tués sur une méme circonférence. Ce résultat est classique : c'est le cercle
de Miquel du quadrilatére que nous avons retrouveé.

Reprise du deuxidme essai :

Positionnons un point P de centre ¢, appliquons la macro "rapport’
et modifions le rayon de ce cercle pour que ce rapport soit égal & 1. L'ob-
servation ne s'avere pas facile : il y a beaucoup trop de courbes. En utili-
gant Foutil "cacher/montrer” on efface les cercles ayant servis & construire
le point de Miquel et des droites utilisées lors de la recherche basée sur
le rapport harmonique. Une idée est de voir comment on peut utiliser le
cercle de Miquel dont nous noterona O son centre.

Avant que de penser & voir des utilisations pas aisées, essayons le cercle
de diamdtre 0. Ce cercle avec le cercle donnant un rappert 1 (valeur ap-
prochée), et le cercle de Miquel paraissent concourants.

Redéfinissons le cercle donnant ce rapport approché) 1 comme le cercle
de centre y passant par M, paint d'intersection du cercle de Migquel et
du cercle de diamiétre 0. Le rapport donné par Cabri est égal 3 1 avec
le nombre de décimale voulue, et ce méme en modifiant le quadrilatire.
Cabrl affirme : Conjecture B Pour un quadrilatére, le lieu des points du
plan pour lesquels les aires sont égales est contenu dans le cercle de centre
+ et passant par le point d‘intersection du cercle de Miquel et du cezcle de
diamtre 0.
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Conclusion

Le début de la recherche sur le quadrilatire a éé de visualiser les ré-
suliats de géométrie analytique donnés par M. Combette, qui avait vu
certaines limites & ses résultats, limites sur lesquelles il était passé rapi-
dement. Nous avons pu les comprendre (quadrilatére croisé ou pas) et
poutsuivre notre recherche sur le probléme analogue au trlangle, On a ex-
ploré des configurations particulitéres pour voir gl dans ces cas on pouvait
conclure (trapéze, quadrilatdre inacrit), et on a cherché une solution qui
dans ces cas serait ce que nous aviens trouvé,

Les divers chemins essayés par expérimentation et observation, nous
ont permis de retrouver un résultat intéressant en hui-méme : le cercle de
Miquel et la cocyclicité de cing points. Ce dernier résultat, nous a permis
de résoudre, avec Cabri, le probléme proposé ; il ne reste plus qu'a en don-
ner Ja preuve formelle. Mais nous en resterons-1a.

Ainsi Cabrl nous a facilité les aller-retour algdbre géométrie, ce que fai-
sait lea géomatres confirmés, avec validation calculatoire ou visuelle, et
de mieux comprendre notre configuration. L'apport supplémentaire des
consiructions piz Cabrl permettent de mieux concevoir la figure et de la
faire varier. Notre attitude d'investigation falte d’expérimentation, d’ob-
servation, de démonstrations géométriques et/ou d’analytique, a £t plus
dynamique que celle que nous aurions eue dans le cadre du papier-crayon.
Nous avons fait comme si on savaif, nous sommes allés plus avent pour
confirmer ou infirmer en ohservant ou en confrontant & des résultats connus ;
cecl nous donne une intelligence de la situation et nous permet d'étre plus
A méme de résoudre 'exercice proposé. Notre sens de I'observation a ébé
développé et mis & contribution. Cette conjugaison de vision et de pensée
nous a fait accéder A Ia perception pour mieux appréhender la situation.

Pous le plaisir

Nous allons donner icl quelques résultats faisant suite & notre étude,
résultats que nous avons démontrés ou non. Dans ce dernier cas, ils sont &
considérer comme "Cabri-vrai"!

1) Considérons O; pour § = 1,...,4 quatre points sur une circonfé-
rence. Pour tout point G de cette clrconférence il existe un quadri-
latire tel le point G est son point de Miquel et la circonférence son
cercle de Miquel.

Pour le déterminer, il suffit de tracer les cercles de centre O; pagsant
par G.

2) Lequadrilatdre est inscriptible si et seulement si les points O; forment
un trapéze isocéle.

3) Le lieu des points déterminant le quadrilatére lorsque le point G
varie sur la circonférence sont des circonférences égules entre elles
et égales A la circonférence donnée. Chacune d’elles passent par
deuxdespoimsO;.
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4) Les centres de ces clirconférences se déduisent deux & deux par une

centrale.

5) L'angle formé par les droltes AB, et CD est égal & 'angle inscrit

t 'arc des centres des cercles circonscrits aux triangles
AB et CD#. On a un résultat similaire pour I'angle des droites BC
et AD,

6) On retrouve ces angles, ou leurs supplémentaires, en considérant
leatdmglesﬁormésparlescmtmsdesdmmfémmesjmdmpdms
des sommets du quadrilatére complet, lorsque le point G parcours
la circonférence donnée.

7 Ceaangles,oulemsupplémmhims,smtlesmglessouslesqueh
on valt les segments 010, et O304, ieux des points 6 et w, sommets
desquadrﬂaﬂteaeumplelsaymtlecerdedomécoumecerdede
Miquel.

8) lesanglesformésparleadroiinsAOz,AwetAO4,Awsontcnmtanls
(La droite AT passe par un point fixe).

9) L'angie des droltes G4 et Gw est constant lorsque le point G par-
cours le cercle donné ; il est supplémentaire de 'angle des droites
0,0, et 030, définissant le point . .

10) Le lieu des points pour lesquels le quadrilatére ortho-
gonales du point sur les quatre cOtés est d'aire au quart de
l’aheduqudﬂlatéledmmé,estuncerdesimomsidérehfamﬂh
desquadﬂat&resnyantlem&mecemlede_l\ﬁquelavecleaquate
CEI\ESO;. .

Nous lalssons au lecteur le soin de confirmer ou d’infirmer ces asser-

ticns.
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