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OMMAIRE DU NUMERO DEUX (1992)

‘ne 'vous ... disperse:z pas, et choisissez la meilleure...
position pour lire la suite promise 4 l'article sur
1'enseignement des statistigues em Premier Cycle.

comment John Wallis calculait-il la quadrature de la
parabole et le volume du c8ne en 1655, Etonnant, non ?

interlude ... par Carré Latin

8i un collier ... de cercles ferme d'une manidre, alors
il ferme de toutes maniéres; vous avez dit "porisme",

Monsieur Steiner %

lisez et faites lire, achetez et faites acheter les
publications de 1'IREM de REIMS, et c¢elles des Inter-IREM 1%

bulletin d'abonnement: s'il est renvoyé, complet et dans les
délais, il vous permettra de recevoir les numéros 3 et &4

de Vecteur, a titre gratuit. Attention 1 cette offre risque
‘de me pas 8tre renmouvelée !

COURRIER

les contactis IREM pour les quatre départements



Dominique ANTOINE CARACTERISTIQUES DE POSITION
Brigitte CHAPUT AUX CARACTERISTIQUES DE DISPERSION

I.R.E.N. de REINS OU DE LA TROISIEKE A LA SECOMDE
Antenne de Troyes |

Ja.dispe:slon

On a étudié dann l'nrt‘,pll.a précédent de Jean-Claude Duperret, 1
caractéristiques de position - moysnne, médiane - abordées en premier cycle.
Elles ne suffisent pas & résuner une série statistique. Il est nécessaire de
tenir compte de sa dispersion.

La premidre mesure de cetta dispersion qui vient & 1l'esprit est
1'étendue, o'est-d-dire 1'doart entre la plus petite et la plus grande des
valeurs de la série, C'est le caractérs de dispersion le plus simple mais i1
présente 1'inconvénient de ne prendre en compte que les valeurs axtrémes de
lu série, qui peuvent atre mal oconnues ou méme étre exceptionnellement
fortes ou faibles.

Par exsmple, ast-~il raisomabla d'utiliur comme mesure de dispersion
des revenus la différence entu le revenu' d'una célébrité du cinéma et celui
du plus pauvres des marginaux ?

Pour tenir compte de 1'ensemble des valeurs d'une série, on
préfére mesurer la dispersion autour des paramétres de position, ca qui fait
appel & la notion de distance. Si on considére les écarts’ des termes de la
série A un nombre quelcongque : ce sont des nombres qui s'expriment dans la
néme unité que celle de la série édtudiée.

La moyenns arithmétique des acarts & la moyenne d'une série est 1'éomrt
moyen. Bien que mesurant la dispersion de la série, il est insensible &
certaines variations.

' L'dcart entre deux nombres est défini comme la valeur sbeolue de leur
différance.



Par exemple, considérens la série statistique 2, 5, 8, 11, 14, qui a
pour moyeans 8 et pour écart moyen 3,6. Ces deux ocaractéristiques sent
inchangées si 1'on retranche 2 4 la premidre valeur de la série et qus 1l'on
ajouts 2 & la seconds.

De telles modifications sur la série laissent-slles toujours invariants
l'décart moyen et la moyenns ?

On préfére utiliser l'écart-type, noté ¢, qui est la racine carrée de la
moysnne arithmétique dems carrés des écarts 4 la moyenns. (C'est la moyenne
quadratigqus des éocarts A la moysnne.)

Il s'exprine dans la méme unité que la série atudiée et il est d'autant
plus grand que la série est disperséde (nul, si{ et seulement si la séries est
constante, o'est-A-dire qu'elle n'a gu'une seule modalits).

les doarts interquantiles (interquartile et interdécile en particulier)
sont aussi utilisés pour mesurer la dispersion.

[« ]

Bien que la plupart des calculatrices scientifiques possadent une
touche de caloul de 1l'écart-type, notée en général o , il arrive que l'on
ait besoin des fornules sulvantes.

Remarque : La touche o ., o8t utilisée lors du calcul d'une sstimation de
1'écart-type d'une population & partir d'un échantillon.

Soit une série de N observations X, X ..., X, de moyenne x et
d'écazt-type o.

M =3+ (o, -0t v (,-0F o v v A

: £ -

La seconde formule, appelée formule de Kdnig, sera préférde a la
premidrs chaque foias que les termes en (:ri - ;E')z ne seront pas simples :
elle a 1'avantage de ne contsnir qu'uns fols la moyenne.



Modification de certsines valsurs

L'écart-type est sansifsie aux modifications internes de la série (en
partioulisr il est toujours modifié si l'on ajouts et retranche un ndae
nonbra A& deux valesurs.)

w 1l'exemple ci-dessus : 1l'écart-type de la prenidre série est
environ 4,24 alors que celul de la secoude sst enviren 4.69.

Changemant affine des valgg'%'

S{ on remplace la séxrie (x ) d'écart-type ¢ par la série (ax +b), oh
a et b sont des réels, d'écart-type o', alors o' = |a| o.

Renarques : Cette propridté peut étre utilisée lors d'un changement affine
d'units. On l'employait aussi, avant 1l'usage des caloulatrices
élactroniquea, pour simplifier les calouls d'dcart-type.

Partition de la population - A".Inut de nauvallu donndan

Une série statiat:que n été uclndée en deux séries d'effectifs
respectifs m ot p, de noyafmu raspactl.ves y et z et d'écarts-types
raspactifs et £. La ﬂrip de départ a pour effectif n=m+p, pour

mrmex-mctpourécart—tma —EE —"E—-(?-E)E.
m+p m+p (m + p)
On peut utiliser les rés_l'gltntu. cl-deasus lorsgqu'on ajoute d4'autres
données 4 une sdrie stitistique, pour ocalouler ses nouvelles
caractéristiques ou pour livqir comment slles évoluant.

Peut-on ajouter une nouvelle donnés A une série statistique msans en
changer la moyenns 7 sans changer l'écart-type ? en ne changeant ni 1'um,
nl l'autre ?

Regroupensnt en classes

Il arrive que l'on soit amend A regrouper les données en classes. On
effsctus alors les calouls A partir des valeurs centrales des chague
classe, ce qui peut donner des caractéristiques sensiblement dJdifférentes
de celles de la série initiale,



Exeaple Voici les durdes en minutes du trajet en chemin de fer entre deux
villea.

427 185 177 174 165 165 165 179 177 143 143 260
154 155 242 154 172 173 173 173 173 173 183 183
175 176 181 175 222 178 204 193 193 186 173 202
165 165 173 175 198 182

La moyenne de la série est gaviron 179,85 minutes et son éoart-type east
environ 23,41 minutes,

5i on regroupe les doundés en classes d'amplitude 20 nminutes, on
obtient :

clanams vUlsara aeffactifa
- centrales
1140, 1801 180 s
L160, 1801 iT0 22
L1R0, 2001 iso ;]
200, z2n0( 210 2
[220, 240! 230 2
(240, 280( 2580 1
260, 28071 270 1

La qpuv-lle moyenne est alors 180 minutes et le nouvel éoart-typs est
eaviron 25,91 minutes,

Dang le cas d'une distribution voisine d'une distribution normale, le
qmppunt en classes de méme amplitude majore la valeur de 0° d'environ

2 :
i‘—z (correction de Shappard) ot h est 1'amplitude constante des classes.

Jotexprstakion géométyique
Pour les enseignants

Une série statistique X = (x,, x,, ..., x ) est un vecteur de R,
On munit K" d'un produit scalajre : X.Y -ﬁ' (31"'1 txy, t 4 x"y“)

ot de la distance euclidienne associée d :

axX, Y) = /r(xl - f:)z + (’fz - y’zjz + e * (_,," _ y“)é

N

od X » (x_, Xyr eavs X)) et ¥ = (v, Pyr ceee Fy)



A la série X de moyenne x, on associp la série statistiqua constante
Fao(x, % .... . On 8 11«.1 leg trois résultats suivants :

1- mmuimnqmaenpqwmmpmmm la série X
pour la dlatneq Id. i oo

2 - 1'écart-typa o d. x ost 1a dmmo. ax, 5y,

3-Yestla mjution crthogenale (pour le produit somlmire ".")
de X sur ImdrolteAd'mtlm X, =X, ®...0x

I]lus R? :

S représsnts la sdrie X
H représents la série X

L
'_.. . ‘!“::.. .
48u mus nasnssme un\:u—:.nn.;'glt- —;44:
‘:;E..s'"
[ ] 'l '
In tation tri de 1 ot de 1'écart-t



‘Démonstration de 1 et 3 :
En .f!.t' 'i z - (ap R voay l) ol a FR,
[ax, D =@ -2*=[@-B + @ - D)

.m-fﬁ+z(x-m.(i-y+(x-ga

= [, D] + % [(x;—i)(iha) + (x,-%) (%) + ... + (s;—i)(iha)] + [aX,2))?
- - + .‘..”4;' - -

» [ax.51% + 2(3a) [“i N aﬂ + [4X.2)1°

m [d(%.%))% + [d(X,2))° . AMnsi [dX, 2))% 2 [4x.D)]?

X minimise la distance entre X ot A ot X est l.a projection orthogonale de X
sur & (chacun aura reconnu leetmrh.d.!‘ythaqm 1.

Pour 12: dléves
Les explications données oi-dum sont évidemment hors du programme
de meconde. On peut upenda.nt utiliser les' ‘connaissances des éléves (sj !
ils en ont) et leur bon sens (s'ils en ont !) pour construlre un
instrunent de mesure de 1i‘dispaision 4'une série statistique.

Oh veut mesurer la distance entre lss valeurs d'une série statistique
ot sa moyenne ; ce qui pous améne A considérer les deux séries
( z' L A | x") .t (;' i' ary -x.)l

L'analogie avec la distance de deux points du plan conduit A 1a
formule : 5% = (x, - %)%+ (x, - ) i S (%, - x)°

Cette quantité, si elle mesure hien la dispersion, ss reévale
inutilisable pour comparer les dispersions de deux aéries statistiques
d'effectifs différents.

Soempla Considérons les deux séries :
S1 = (3,4, 4, 5, 6, 6, 7) d'effectif 7 at de moyenne 5, at

Sz = (3,3, 4,4,4,4,5,5,6,686, 6, 6, 7, 7y d'effectif 14 ot de
noyenne 5,

Ellea ont méme histogramme das fréquences ; ce qui n'est pas
mis sn évidence par la formule précédente qui donne 6: = 12 ot 5: - 24,

6: = 2 6: car on & doublé les effectifs de chague valeur.



Four pallier cet inconvénient, on est ament A diviser &° par
1'effectif de la série. On cbtient ainsi la variance de la série, on en
prend la racine carrés pour conserver la dimension du caractire étudié.

JRépartition de la populstion
L'écart-type 2'exprine dans la méme unité que les valeurs de la série,
ainsi on peut s'intéremser aux cbssrvationz distantes de la moyenns de 1 ou
1,50u 2 ... doarta-types,

Considérons une série statistique X d'effectif total N, de moyenne x et
d'dcart-type 0.

Pour @ > 0, oo note n, le nonbre de valeurs distantes de x de moins de « o,
¢'est-d-dire appartenant & 1l'intervalle I = [x-a o ; x+ o 0],

o eh ) (g -W=F) (% - W) +h) (% -®°

1< <y EREIE tsisn
x ¥ x,€1
2 %Z (x, - ?r)-'lzﬁ (N - n,) o« 0®
115N
x #1
i
N N B i

-ny
Alnsi,_-—n——s-— et 21 - =,

o F- a®
Il y & alors au moins 75 % des valeurs comprises entre x -~ 2 0 ot x + 2 0.

Quel est le pourcentage minimal des valeurs qui s'dloignent de ¥ de moins
de 30 7?

Dans de nombreux cas, on a affaire & une série dont la distribution est
proche d'une distribution gaussienne : la répartition des effectifs est
alors approximativement la sulvants :

~ 68 % des valeurs sont comprises entre x - 0 et x + o,
= 95 % des valeurs sont comprises entre x - 20 et x + 20,
- 99,74 % des valeurs sont comprises entre x - 30 et x + 30.

Il apparalt ainsi que 1'écart-type informe sur l'étalement des données
autour de la moyenne ce qui justifie sa dénomination.

10



Domple

On 2 mesuré en Xkilogrammes
les masses de 815 fillettes
du méme Age appartensat aux
groupes  scolaires d'une
ville.

On :obtient le tableau ci-
contre :

] YYITY c:::::::. ' effsctifs
(18,6 ; 16,6! 16 -4
f18,6 ; 17,5l 1?7 9
t:?.é ;18,8 10 31
[19,8 ; 19,8] 19 78
tte,5 ; g0.81 20 183
t20,8 ; 21,8l 21 204
i21,6 ; ﬁ.sl a2 167
[22,8 ; 23,6l 23 97
t2a,6 ; 21,[ 24 10
l24,8 ; 28,8] 2B 12

L_H-‘S,E ;i 26,51 268 3

leyﬂmedalaltrloutmllZlOquetl'durt—tmuta'UlSBhg‘
Il y 2 96,6 % de filles ayant 4n poids compris entre m ~ 20 et m + 20,
Il y a 99,1 %de filles ayant un poids compris entre m ~ 30 et n + 30.

On considére les deux
sirinl statistiques (3, 2, 4)
at (I' 2, g) représentdes par
les points 5, et S

4 est la droite d'équations

X mx =x

11
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Comparer les moysnnes et les écarts-types des deux séries revient a
comparer des positions de points sur la droite 4 et des longueurs de
segments.

Do caractéres différents
Il est possible de conparer la dispersion de deux séries dont les
caractires sont différents A l'aide des mesures de disparsion relative

c'ent-d-dire le rapport entre une valeur de dispersion et une valeur
cantrale de la néme série.

Par axemple, on pourra pmcéd.r A la comparaison des salaires en
France et aux Etats-Unis (on évite le probléme posé par les unitds
nonétaires) et A celle des salaires d'un méme pays au cours des trente
dernidres anndes (la priu en compte de 1'inflation est alors inutile).

JAetivites an gaconds

Pour illustrer ce qui précdde, voicl queiques activités que l'on peut
proposer aux éléves.

Une activitg de 1'I.R.E.M, de Strasbourg

Apras leur avoir distribus les graphiques ci-dessous, on demande aux éldves
d'évaluer sans auoun instrument de mesure

= la longueur du segment (en cantimétres),

- la longueur de l'arc de courbe (en cuntimétres),

= l'aire du rectangle (en centimétres carrés),

- 1'aire de l'ellipse (en centimétres carrés),

sEgnent I rantangile rourbe allipee |

12



Les réponses recusilliea constituent quatre séries statistigques swr
lesquelles on peut travailler : présentation des résultats, calculs de
moyennes et d'éonrts-types, mlni-uﬁ. obqg;ulim éventuslles sur les
différences deo perception.

On demande & chaque élave de ]la classe de tracer un rectangle, de mesurer
au millimdtre prés ses dimensicns, puis. de faire le quotient de la
longueur par la largeur. On obtient trois séries statistiques ; que
panssz-vous da la derniére 7

On trouvera dans  )a brochure "Statistique et technologie" &ditde par
1'I.LR.E.M. de Limoges un compte-rendu''d'expériences de fabrication
d'épingles pour le béton armé. Il donne de nombreuses péries statistiques
et leurs axploitations.

2ibligggeshie

- Jean Cuenat, Cours de statistigue éldmentaire, Editions Magnard.

- Franois Labroue, Statistique et technologie, I.R.E.M. de Limogws.

~ Michel Laviéville, Statistigque ot probabilités, Duncd.

= Albert Monjallon, Introduction & la méthode statistique, Vuibert.

= P. Pépe et M. Tisserand-Perrier, Méthodes statistiques dans les sciences
humaines, Masson,

- Didier Schlacther, De !'analyse & la prévision, Ellipses.

JReaarqus

. Cet article parattra dans le bulletin INTER-I.R.E.M. 1"" ocycle “Des
chiffres et des lettres au collége" au mois d'avril 1992.
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John WALLIS

Né a4 Ashford en 1616 est mort 4 Londres en 1703;
éleve de l'université de Cambridge il fit des études de
philologie, philosophie, théologie, médecine et
Mathématiques, il fut un trés bon calculateur ce qui
transparait dans toute son oeuvre ; il fut un des
fondateurs de la Société Royale de Londres. Ses travaux
mathématiques occupent plus de 2 gros volumes sur les
3 publiés de ses Opera Mathématica en 1697 - 1699.

L'extrait publié ici provient de l'une de ses oeuvres,
considérée comme la plus importante, ' ARITHMETIQUE
DES INFINIS publiée d'abord en 1656 a une époque
ou le calcul différentiel n'était pas encore inventée.

Ici WALLIS calcule l'aire sous la parabole, y-xz en
notation moderne, et l'aire limité par la spirale
d’'Archimede, cette derniére obtenue par le deplacement
uniforme d'un point sur une droite, qui tourne
uniformément autour d'un point.

15



ARITHMETIQUE DES INFINIS

‘John WALLIS 1655

PROP XIX

Lemme

SI on considére la suite des quantités en raison doublée Arithmético-
proportionnelle’, (ou bien la suite des nombres carrés) croissante
de fagcon continue d'un point ou bien de O pour le début (je calcule
de la sorte 0, 1, 4, 9, &c) il est proposé de rechercher, quelle raison
a cellei 4 la svite identiquement égale au plus grand terme.

Soit la recherche par le moyen de l'induction (Comme dans la
prop 1), on aura

O+ I=]1_3_1.1 0
1+ =2-6-3% |

0_+1 +4+9-14_7_1+_L 0+ 1+4+9+ 16=30_3_ 9.1, 1
9 +0 +0 +0=3618 3'i8 16 +16 +16 +16 + 16=80 8 324

O+ 1+4+9 +16 +25= 55...}_1__11__1_
25 425 +25 +25 +23 +25=150 303130

O+ 1+4+9+16 +25 +36~ 91__1_'_1 Et ainsi de suite.
36 +36 +3b6 +36 +36 +36 +36=252 3 '30

La raison se développant est partout plus grande que le sous
triple, ou si vous voulez -% Mais l'excés décroit continuellement,

selon que le nombre de termes augmente; je calcule --61- ,% ,i—é ,
Jd,0 1 1 g certes le dénominateur de la fraction augmente, ou
%30 36 smente,

bien celui adjoint a4 la raison, en chaque terme d'un nombre composé
de 6, (ainsi qu'il parait) de sorte que l'excés du nombre se

développant au dessus du sous-triple, est celui qu'a I'unité au sextuple
du nombre de termes aprés 0. Et donc ———

10



PROP XX
Théoréme

I on propose la suvite des quantités en double raison Arithmétique-

proportionnelle ( ou bien la suite des nombres carrés)
continuellement croissante, d'un point ou bien 0 comme début; le
rapport qu'a celle-ci a la suite identiquement égale au plus grand,
surpassera la sous-triple, et l'excés sera, ce rapport qu'a l'unité au
sextuple du nombre de termes aprés O; ou bien, qu'a la racine carré
du premier terme aprés 0, au sextuple de la racine carré du plus
grand terme.

J'estime (si le premier terme aprés O est fixé a 1, & la racine du

dernier k,) k;I k2 + 'l%ﬁl k2. Ou (ayant posé pour m le nombre, ou

bien la quantité des termes), & k pour le dernier coté [la racine du
i m o2 m k2
dernier)) 3 k + o mer s k<.

C'est manifeste par la proposition précédente.

Et avec le nombre croissant de termes, cet excés au dessus du
sous triple dumnue ainsi de facon continue de sorte qu'enfin il sort
plus petit qu une quantité assignable a volonté, (comme il est
manifeste;) si on progresse vers l'infinie, -il s'évanouit tout a fait. Et
dong ———

PROP XXI
Théoréme

I est proposée la suite infinie des Quantités en double raison
Arithmético-Proportionnelles (ou bien la suite des nombres carrés)
croissante de facon continue, commencant d'un point ou bien de O0;
celle-ld sera A la suvite identiquement égale au plus grand, comme 1 &

3.
C'est manifeste d'aprés ce que précéde.

PROP XXII
Théoréme
Our cette raison le Cone ou la Pyramide par rapport au Cylindre
ov au Prisme (sur une base identique ou égale avec la méme

hawvtevr) est comme 1 2 3.
En effet nous supposons autant le Coéne que la Pyramide composés

17



d'une infinité de plans semblables et paralleles, en double raison
Arithmético-proportionnelle déterminée, dont le plus petit est supposé
un point, et le plus grand la base (par ce que nous disons 3 la Prop
6. des Sect. Con.); le:Cylindre ou le Prisme, par des plans partout
égaux av plus grand (comme il est manifeste:) Le rapport est donc
comme | & 3 par la Prop. précédente.

PROP XXIII

Corollaire

E méme le complément de la Semi-parabole, (Comprends la figure

AOT qui avec la semi-parabole elle-méme remplit le
Parallélogramme,) est av Parallélogramme TD Gur celui-lé méme ou
bien ayamt une base dgale sur une havteur dégale) comme ! & 3. (Et
en conséquence, la semi-parabole elle-méme est av méme
Parallélogramme, comme 2 4 3.)

Soit enfin la figure AOT de sommet A , de diamétre AT, de base
TO, et & celleci paralléle autant que l'on
voudra (entre la base & le sommet) TO,
TO, &c. Puisque (par la prop. 21 Con.
Sect.) les droites DO, DO, &c sont en
raison sous-doubléesdes droites AD, AD,
&c. Par contre les droites AD, AD, &c
elles-mémes, c'est & dire TO, TO, &c
seront en raison doublées de DO, DO, &c
elles-mémes c'est & dire de AT, AT, &ec.
Donc toute la figure AOT (étant composée
des droites infinies en nombre TO, TO,
&c. en double raison des droites AT, AT,
&c. Arithmétiquement proportionnelles)
sera au Parallélogramme également élevé
L o TD (étant composé par autant de droites

égales 4 la plus grande des TO) comme

1 a 3 par la prop. 21. (Ce qui devait étre prouvé) Et
conséquemment, la semi parabole AOD (ce qui, reste du
parallélogramme ) au méme Parallélogramme, comme 2 & 3!

PROP XXIV

Corollaire

T T

A T T
Pt !

E meéme Iz figure _A{TAJ, qui est limitée par la Spirale MT
¥ (Commencant 3 lorigine de la Spirale) et Ia droite MT: est au
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Secteur correspondant PMT; comme [ 3 Ee

En effet (comme nous avons dit 4 ia Prop. 5.) nous supposons cette
Figure MTM composée par une infinité de Secteurs semblables, dont
les rayons sont Arithmético-proportionnels, pour cette raison les
Secteurs eux-mémes en doubles raison Arithmético-proportionnelles
(bien sor de leur cotés;) Quant au secteur PMT il est pris parmi tous
les secteurs égaux aux plus grand: En conséquence cette figure la
sera & celle-ci comme 1 & 3 par la prop. 21.

Et j'appelle ici par le nom de Secteur, aussi l'aggregal@) en
tel nombre qu'on voudra de Secteurs; il est permis d'égaler le demi-
cercle (ou méme le cercle entier) ou bien méme de le surpasser;
(comme nous avons averti au-dessus au sujet de l'appellation d'Angle,
a la prop. ). |

— NOTES —

(1) raison Le mot est traduit du latin rsefio comme "rapport” avec un
sens assez général d'ailleurs de "mettre en relation" ici par exemple
des longueurs ou des nombres, on retrouve ici les rapports des
longueurs des segments de la Géometrie Grecque d'Euclide (livre V)
que Wallis et la plupart des Mathématiciens de I'époque d'ailleurs
connaissaient parfaitement.

On pourra comprendre y en raison de x comme y = kX, y en raison
doublée de x comme y = kx2 et enfin y en raison sous doublée de
X comme y = k/.x

Donc une swite de quantités en raison arithméticoproportionnelie
correspond actuellement a une suite arithmétique an+b, n€N; et une
suite de quantités en raison doublée arithmético-proportionnelle est
donc de la forme (an+b)2.
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(2) La surface ATOD est supposée constituée d'un infinité de lignes
paralléles & AD et placées les unes a coté des autres a intervalles
réguliers et trés proches, connaissant la limite de la somme des
longueurs des lignes TO sur autant de lignes AD Wallis en déduit
l'aire ATO; c'est un raisonnement caractéristique de la théorie des
indivisibles, née en Italie .avec Galilée et Cavalieri dans la premiére
moiti¢ du XVIemMe sjacle,

(3) Spirale Il s'agit ici ‘de la Spirale d'Archimeéde (remarquer la
référence au Anciens) obtenue par le déplacement uniforme d'vn point
sur une droite, cette derniére tournant & vitesse uniforme autour d'un
point fixe

(4) Aggrégat = Somme.
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[PORISMES DE STEINER |

Soient doux cercles non concentriques, dont I"un est intdrieur & I"autre. Si I'on considére alors d’autres
cercles de telle sorto qu’ils soient tangents entre eux luceesnvan!ent et,dla fou. aux deux cercles donnéds, il peut
arriver que cette suite de cercles se ferme sur Flle-mame. Ie premler étant tlngent sy dernier. Cette ““fermeture ™
du collier de cercles peut intervenir apris pluuours tours, 'mais il peut se faire aussi que ce collier ne se ferme
Jjarmais.

Les cas de fermeture sont connus
sous 'appeliation de porismes de
Steiner, du nom du gédomaétre
silisse Jacob Stelner
(1798-1887).

i —

Collier de cercles

En fait si une chaine est fermée pour un certain cercle de départ, elle 1'est pour n’importe quel cercle de
départ. Co résultat peut-étre établi de fagon elégante, & I'nide do Iinversion qui transforme les deux cercles de
base en deux cercles concentriques. On pourra lire & ce sujet [1] chap.5 et [2] chap. 6.)

Co type de bmblémes a 6té repris entre 1930 ;et 1960 par le chimiste F, Soddy, et les géoméires L.Koliros et
H.S.M Coxeter en gdométrie de I'espace avec des anneaux de sphéres tangentes,

Avis aux amateurs |

L'enseignement actuel de la géométrie dans les classes de second degré, n'utilise que peu ou pas les
transformations qui “transforment’ réellement, les formes de figures et donc les stratégies de résolution de
problémes, transformations non affines.

Pour permettre de discuter ce point de vue avec des professeurs stagiaires en formation 4 I’'TUFM, j’ai choisi
de proposer |’exercice suivant, dont ls parenté avec les porismes est flagrante, avec trois objectifs
complémentaires :

¢ aborder des algorithmes de construction non triviaux
* résoudre un "probléme” dont la solution est peu ou pas connue,

o utiliser sl nécessaire I'outil Informatique (logiclel Graph’x)

22



Prbblépiu

Lo corclac ddnym 19thdmlwtrwmun§6nuuz "aurﬁw ﬂacmmhmcommn
noeunn ‘tangent & C et A, puid “a drolte” dy Co s cartlo B1, tangent & €, 1, ot,C, piuu ?‘Qdmiu" et fa
cércie 2, tangeiti K6, Dyet C ,,.. Onobtient, slnsi e famills d!mﬁ:lu o C1, €21 nnmin moment oull
eit lmpomblo de mam eEEly iltppléimllmi'&ac'omﬁmirﬂﬂ o vercles dm'khmﬂ& 4

\z _ ci) D

Quelques tracés “expérimentaux”, permettent vite de se convaincre que I'algorithme est marqué par deux
sous-problémes : construire le premier cercle C0, construire le niéme connaissant ceux qui précédent. Cette
deuxidéme partie est une boucle qui s’arrdte sur une “condition de fin" délicate & exprimer, mais dont chacun
comprend A I'évidence la nécessité.

11 faut régler I'ambiguité du texte sur la locution “4 droite™ : Il 5"agit & chaque fois que cela est possible de
tracer un nouveau cercle dont le centre est situé sur um perpendiculaire 4 D, située & droite de la perpendiculaire 4
D passant par le centre du cercle précédent. Touta notre étude ultérieure se fera donc dans le 1/2 plan ““de droite’’
PIL, limité par |a perpendiculaire en Z & la droite D, .

Le tracé du cercle CO trouve rapidement une solution par analyse synthése, c’est un probléme classique de
conatruction. La figure résume I'étude que I'on peut d'ailleurs conduire avec des élaves,

- |l

" s

/ | Construction de Co

A '_a"x.\ I

Le centre Wp du cercle Co ff c / : NN

est I'intersection du 1/2 { \ Pi

cercle de centre O et de { [ L +Ro

rayon 1+Rp situé dans P4 | 0 "‘-- =y .

avec la pereildie & D \ ".\\ *% w N\

située 4 la distance Ro ) \, S = \

au-dessus de D NN N \\’C | W | Ro
\“‘Mx_ Z| e
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Construction des cercles Cyn

La construction de Cn connaissant ceux qui précédent (constructibilité ?) est plus délicate & régler. Aprds
bien des essais papier-crayon infructueux’ le’ logiciel Graph’x semblait un bon recours pour un tracé utilisant
I"analytique. Difficile cependant d’accepter de passer de co probléme de “‘géométrie pure ™ a4 I'analytique.
Pourtant, I'utilisation de |’outil informatique permettra un découverte intéressante et Ia rédaction d’une solution
ne devant rien aux calculs dans un repdre i

« Méthode analytique

Pi

On cherche d'abord le lieu des centres des
cercles tangents 4 C ot D dans le 172 plan P1. On
J considére le repére (Z, i, j )_.oﬁ ) i est vecteur
unitaire de D situé dans P1 et j = ZO Soit D’ la
droite d’équation y = -1.

z — W (x,y) est centre d’un cercle tangent 4 C et D
. si et seulement si d(W,0) = d(W, D'). Le lieu des

D points W est donc Ia 1/2 parabole (P) définie par
x>0etx +(I-y) =(y+1)"

.- — Donc W(x,y) est sur (P) définie par x > 0 et
I"équation y = 1/4 xz. C, D, et 1a1/2 parabole (P) sont alors faciles & construire dans Graph'x.

I rests %onc & déterminer les centres Wi des cercles Cj par leur abscisse xi, leur ordonnée égale au rayon
valant 1/4 yi“. En supposant connu ls cercle Cj de centre Wi, le cercle Ci+1 de centre Wi+¥ est constructible si
et seulement si : [ Xi+1 > Xj of WiWi+12 = Rj + Ri+1 = 1/4 xi + 1/8 xi+12 = (xi1 - xi)° + (1/4 xi+12 - 1/4
Xi )

Cette condition se traduit par : [xj+] > xj et xi+] (/I ~ 1/2 xj) = xj ]. La condition de fin de I’algorithme est
donc xi < 2. C’est elle qui conditionne le tracé possible du dernier cercle de la famille.

On est alors ramené & I’étude d’une suite (xn) de premier terme x0 telie que :
[Ro=1/4%0°, et xn+1=2xn/(2-x)] (1)
€t en particulier & chercher le nombre de premiers termes pour lesquels elle est croissante.

La relation (}) permet d’établir que xp+! =2/(2/xn~-1), d’olt 2/xp+] =2/xn - 1, ce qui conduit au
calcul (suite arithmétique simple!) : 2 /xpn=2/x0-n,d’0od xn= 2x0/(2-n.x0).

Graph’x permet alors en paramétrant de tracer la famille de cercles cherchée selon la valeur initiale du rayon.
Avec Rg = 10", on obtient xg = 2.10” et Ia condition de fin %n < 2 nous donne n < 999 ce qui conduit 4 une

famille de 1000 cercles possibles !

PourRg = 102 cela ne fait que 10 cercles dans la famille.
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e remarques

’1‘ fantilg do gargins Ramjants [sodela Dofs)
1 /1.
"i

;w b
P oaas -5
o

Ces deux figures donnent le tracé de cercles de la famille avec deux cercles de départ tras petits mais
différents, Outre la 1/2 parabole (P) , In droito D et le cercle C, j’ai mis en évidence une constatation que seule
I’informatique permet do réaliser de facon commode : il semble bien que les points de contact de tous les cerclos
do la famills soient eux-méme sur un cercle. de centre J et de rayon 2. Cela conduira & une solution géométrique

IlpunII.

Avec des éléves de terminale, I'étude de la suite (xn) conduit graphiquement 4 une étude de point fixe, [a
convergence n'étant pas le but essenticl, puisque c’est la croissance des premiers termes qui nous intéresse.
Cependant il est clair que Ia suite est croissante “‘en deux parties” et donc quand la construction n’est plus
possible du cbté droit, la famille se reconstitue par la gauche comme |'indique Ia figure ci-dessous

[aeite ot cercles ;’ |

| 1 / | f ayzuczny

|
x

Z x1 (2 X2 r’l &erclec'n
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° Hlth.odn géométriques

Utilisation de I’inversion

L'inversion permet de changer de stratégie en ramenant le problame & Ia recherche de cercles tangents & deux

droites paralléles :

a (d)

L'mversion 1 de phle 2 ot de
pulssance 4 st  ['application
Iavolutive du plan privé de Z, qul & toat
point M assocle le point m tel que Z, M,
m sont alignéset ZM.Zm= 4.

Pour toute figure F du plan on note
F* cotte figure privée de Z

L'inage par I d'une drolie D*
passant par Z est D, L'image d*un
cercle C* passant par Z o5t une droite ne
passant pas par Z et réciproquement.
L'Image d'un cercle C ne pssaant pas par
Z est un corcle c.

L Inversion conserve les contacts,

On considére I"inversion 1 de p8le Z et de puissance 4. Dans
cette inversion I, I"image du cercle C qui passe par le pble est la
paralléle (d) & D passant par J (J est invariant). L’image de !a
droite D , passant par le pdle est la droite D. Tout cercle tangent &
C et D, ne passant pas par Z, est transformé en un cercle tangent &
(d) et D. Tous ces cercles ont e mdme diamétre, distance de (d) 4
D.

Plus le point de contact X s'éloigne de Z, plus son image x, se
rapproche de Z.

En revenant au probléme posé, it 5’agit donc de trouver tous les
cerclos Cn de la famille, tangents & C et D , tangents entre eux “par
Ia droite”. Leurs images par I seront des cercles tangents & (d) et &
D, et tangents entre eux “par la gauche”, & partir du premier, co
image de Co parl

Le cercle Co étant tracé, on trace sans difficulté son image ¢0
par 1, puis le cercle c|, tangents & ¢0 “'4 gauche”, & (d) et D, puis
le cercle ¢1 ...Les images des cercles cn par I sont les cercles Cpy

de la famille.

Quel est leur nombre?
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Le rayon Ro de C0 est fixé. Nous avons vu que I’abscisse X0 de son centre vaut Zrk—o. L’abscisse du centre
de I'image c0 est x0 telle que X0.x0 =4, d'od xp =2/ m Chague cercle cn ayant pour diamétre 2, le nombre
de cercles possibles est done la partie entiére de 1 / ﬁ'o. augmentée de |.

La figure ci-dessous présente les cercles de Ia famille Cn et leurs images cn par I

cercles ot {aversion

XX

On suppose connus la droite D, le cercle C et le premier cercle de la famille, Co de centre Wg et de rayon Ro,

Seconde méthode, n’utilisant pas I’inversion

O est le centre de C , Z son point de contact avec D et J le point diametralament opposé & Z sur C. C 4 pour
centre Wo.et est tangent & C en A0, & D en Z0., comme indiqué sur la figure q!:i suit.

I1 faut donc tracer si possible le cercle suivant, C] de centre W1, tangent & C en A1, A D en Z1, et situé 3
droite de Cp.

Le cercle C a pour image le cercle Co dans I’homothétie négative de centre A( et de rapport -R¢. Dans cette
homothétie, I'image de J est Zg. les points J, A0, Zo sont donc alignés. (Il en serait de méme pour raison
analogue de J, et A1, Z1, que I'on cherche.)

Le probléme revient donc maintenant a la détermination du point A|, car (JA]) coupera D en Z1 et (OA1])
recoupera en W] la perpendiculaire en Z 4 D, ce qui détermine complétement le cercle CJ.
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Montrons qus le point de contact éventusl Bo du cercle Co et du cercle C1, est sur le cercle de cantre J et de
rayon 2.

Lo triangle JZ0Z est rectangle en Z, de hauteur JA, donc JAQ.JZ0 = JZ2. Do méme dans le triangle cherché
1212 on 8 JALIZ] = JZ*. D 0i I'on tire que J a mdme puissance TK0.JZ0 = YA1.JZi = 4, par mpport & Co et
Ci '

Trace des cercles Co soccessifs

AN /

| Corgle de
Y\
LY Cantre J
R vrayon 2
!
\I
I".
i carcla
Parabolas T1eu des tsntres
das carclas Cn
L B
-
N

J se trouve done sur I’axe radical des deux cercles Co et C1, c’est & dire sur feur tangente commune en Bo,
eti’ona .TZ2 - JB()2 = 4, d'oti JBg = 2. By est donc !s point d’intersection ““d droite”” du cercle de centre J et de

rayon 2 avec Cp,

Si le cercls C) existe, I'image de C est Co par Fhomothétie négative de centre AQ et de rapport -Rg/] et
I'image de Co est Ct par l'hompﬂ'_létie négative de centre B et de rapport -R1/Rp. Le produit des rapports est
R1.

SiR| est diifférent de 1 on passe de C & C1 dans I"'homothétie positive de centre Lo intersection de (A0B0)
avec la tengente commune extérieure D & C ot C| et de rapport R1. Le point A} est alors Iintersection de C avec

la demi-droite [OLQ). Ce point A| ne convient que si L0 est situé a droite de Z0.

Si R] est égal 4 1, la composée des deux homothéties est une translation (la droite (A0B0) est alors paralléle
& D). Le point A| est alors le milieu de I’arc “*de droite™, JZ du cercle C..
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Coustruction des cercles de la famifle 1

On trace C, D, Co, et les points J, 0, Z, Ao, Zo, WO, Le cercle de centre J et de rayon 2 coupe C0, '3 droite™
en B0. On trace (A0B0). Trois cas sont possibles :

La droite (A0BO) coupe D en Lo, & droite de Z0. ([OL0) coupe C en A] . (JA1) coupe D en Z1. La
perpendiculaire en Z1 4 D coupe (OA1) en W1. C] est le cercle de centre W] et de rayon W1Z).

La droite (A0Bo) est paralidle & D. le point A] est le milieu de I'arc JZ de C. L reste de Ia construction est
identique, '
La droite (A0B0) coupe D & gauchs de Zp. le cercle C| est alors du mauvasis cotéd, la construction s’arréte.

L algorithme de construction des cercles Cn est lancé. 11 finit quand la droite (ApBn) “p_uiche du mauvais
cotd”.

Jean-Claude DANIEL

Antenne IREM de Haute-Mame Chaumont
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-l-’u;l_anee d’un_pei'nt par _
rapport & un cercle

La puliance d'un point A par rappert au

corcle C est le réel AFLAN ok M ot N sont
los pointa d"intersection d’une drolte passant par
A aver C, Co riée] est indépendant de in sicente
cheisle, (T} vaut OAl-R*4iCa pour ceatre O of
rayon R.}

L'onvemble des peimts qui ont mime
pulssance par rapport i deux cercles est

une droits, qui est la tangente commane au point
de contact quand les doux cercles sont tangents. .

Axe radical

Probléme2

[D’autres cercles en famille

Probldme 1

On considére deux carrés emboités non concentriques.

On trace un cercle Cp tangent sux deux carrés, puis C]
tangent aux deux carrds et & Co puis C2 ...Est-il possible de
dispober deux carrés pour que le "porisme s’effectue ? (Le dernier
cercle ferme le collier en devenant tangent au premier.)

On trace un cercle (C ) de rayon R, puis quatre cercles comme indiqué sur 1a figure.

Conjecture : les quatre points A, B, C, D sont sur un cercle de méme rayon R
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Ef2ves el Erseignants des ien £.2nd Cycles secondaines

EXPERIMENTATION
Poun, £24 Enseignants, pour Les Eléves
Re26 - Mathématiques en actlivitds - 3éme - no 7
Re27 - " " " Jame - n° 8
AUTRES DOCUMENTS
Pour. Le4 Enseignants
BULLETIN-INTER-IREM - premier cycle
GEOMETRIE : n® 19 -~ 1981 - Activitds 9, 5o, 40
n® spécial - 1981 - thdmes pour la 2nd=
no 30 - 158 - RaErolrojectens 1 Analyse
spécial : ICME V .
ne 23 - 1983 - Enseignement de la géométrie
ne 24 - 1984 - Astronomie

SUIVL SCIENTIFIQUE : nx pgs-de &ime - maths en sctivitds - 88

Stme - " " " 87
séme - 1] n " 88
me - 1] 1] ] 89
znde_ 1] " - N . 90

EPISTEMOLOGIE : pour une perspective historique des
mathématicques : BUDAPEST 88

IMAGES ET MATHS - 88 - nivesu secondaire
Calculettes st calculatrices programmables (82) primaire
Utilisation de ¢slculettes en 2nde (81)

Géomédtrie dans l'espace (84)

Introduction des fractions au C.M. (77.78)

Introduction aux fractions sime préparatoire CAP (LEP) (82)

! Llaison 3Jéme.2nde : rapport de stage 83/84

* Quelles activités pour quels apprentissages ?
. du Collége au Lycée - 1983 -

¢ Actes du Colloque Inter-IREM "GEOMETRIE"

! des 25, 27 & 28 Mal 198¥
: Aemam.s, CrbanN S5 SUBRL

A CoPSTILLGQE

. Une brochure sur les Actes du Collogque gui s'ast tenu

. & Troyes les 25, 26 & 27 Mal 1989, intituld "DU COLLEGE AU
. LYCEE : PQUR MIEUX REUSSIRM doit étre publide par les deux
. Commisslons : "Objectifs et Niveaux d'Approfaondissement" et
. "Premier Cycle" et vendue & 1'IREM de Relms {environ &0 F)

MONTANT de la Commande ...cceciriiecnnnnnneee
FRAIS administratifs et de gestion 5§ F X Brochure

A PAYER .............. crereenes S veesmeirseaneenanees

PRIX

QUANTITE TOTAL

. 25,00F

30,00 F
30,00 F

20,00 F
20,00 F
20,00 F
20,00 F
20,00 F
30,00 F

40,00 F

8 9% a2 a8 sE 48 A% .y ou em S5 B we S8 S8 ce e ae se

$0,00 F
60,00 F
60,00 F
60,00 F
60,00 F

60,00 F
30,00 F
10,00 F
10,00 F
20,00 F
20,00 F
10,00 F
15,00 F

ee' e a» S8 =y sm wm

60,00 £
. Ja)us =

4w a® &u an sm as

®% & am 4e % Lu ga em
-

Les chzquu dolvent auz adnessés d £'IREM :

(TéL : 26 05 32 08)
DAIE : SIGNATLRE :
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DANS LA COLLECTION "BULLETIN INTER-IREM"
Disponibles 4 I'IREM ‘de Reims
FORMAT POCHE
ptemier cycle

- SUIVI SCIENTIFIQUE : nouveaux programmes de 6¢me - MATHS EN ACTIVITES - 85-86 : 60 F

- 1] ] n ] . de stme - 1] n 1] - 86"87 :60 F

- " " " n d'e 4éme - " 1} " - 87-88: 60 F

- \ - de 3¢me~ " " " " -88-89: 6o F

- " n " ] de 2nde - n w n - 89-903" 6o F

- EPISTEMOLOGIE : POUR UNE PERSPECTIVE HISTORIQUE DES MATHEMATIQUES
BUDAPEST 88 ~1988: 60 F

FORMAT A4
- IMAGES ET MATHS (1988) niveau secondaire -19088: 30F

POUR LES MAITRES
FORMAT As
- QUELLES ACTIVITES POUR QUELS APPRENTISSAGES ? du College au Lycée - 1983 : 60 F

UNE BROCHURE SUR LES ACTES DU COLLOQUE QUT S!'EST TENU A TROYES LES 25-26-27 MAI 1989

intitulé "DU COLLEGE AU LYCEE : POUR MTEUX REUSSIR" doit @tre publife par Les deux

Commissions : "Objectifs et Niveaux d'Approfondissement” et "Premier Cycle"et vendue
d L'IREM de Reims

Tous ces {ascicules peuvent Efne expédiés en France Métrnopolitaine,
Tewiitoines et Départements d'Outre-Mer, ainsi que dans fous Les pays
ayant des é&tablissements francais, moyennant 5 F/Brochure comme
participation aux frais. administratifs et de gestion ; <& faul y
ajouten Les f{rais d'envois Lonsque la dispense d'affranchissement
n'est pas awtonisée.
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PUBLICATIONS INTER-IREM PRIX QUANT.
(Port compris)

TOTAL

- Suivi scientifique de 6% .....coiciiiiiceierererretesnrnranesnsnes vre..50,00 F
- Suivi scientifique de 58 ........iivereiirnreniiineniireenireneesenesennes 50,00 F
- Suivi scientifique de 4¢ ...... Crrerersenresssansrsnrans reresestsanesanne 70,00 F
- Suivi scientifique de 38 ........ceerrrureeen. vensarernrerenes veeeisesese?0,00 F
T A et 60,00 F
- Astronomie, 1984 ........cccicvciicnnieciniennereessssesesans veeens30,00 F
- Images et maths ........ccceenitinnanenns verausann s irrsrrsrenrereinasens 45,00 F
- La démonstration mathématique dans Ihistoire .........cccevvnsn. 145,00 F
- Liaison collége-seconde, 1989-90............u..s . 50,00 F
Nouveauté :

- Enseigner autrement les maths en DEUG A......cccccoeemnvininnnnns 70,00 F
S

(A RETOURNER A L'IREM)

Joindre & votre commande un chéque libellé au nom ge TIREM de REIMS
adresse: Moulin de la Housse BP 347 51062 REIMS CEDEX

NOM. i iiireceiicecriereeersrscassesessasssrons 36 <31 1o v+ H N
EtaDliSSEIIENAT  tiiiivuiireireiiiurirreressserensiaessssnsrassassessreerensssnnsssssssssnesssresnnrs
Adresse de I'€tabliSSEIMENT ....cccocviiierieiieeneissiesiesresesassnsssessssesssessnssesesssnssns

) 5 T Y < -
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" A

. 'D Prix du numéro : 70 F ( +frais d'sxpédition si envoi par avion )
'Q abonnements ( quatre nuniéros par an }
-— Institutions : 260F = — Pa;'tiéulie'rs : 200 F
Envoi par avion { Dowm - Tom ou Etranger) .
— Institutions: 330 F -~ Particuliers: _280F

: TOPIQUES éditions, 24 rue du 26° B.c.P., 54700 PONT-A-MOUSSON
accompagné du réglement par chique ou d'un bon de commande officiel.

~m upu‘ld:': owr
AdZesse & oo e e ee
Code POstal et VAl t = oo m oo o oo e e e e e
Ci-jointla semmede: ________._______ . Pranmiér numéro souhaité pour
Mode de régloment : - débuter I'abonnement: ______
O Chaque baneaire 0O Chique postal {en cas dimpossibiliLé, abonnement
O Virement administratif sur focture ddébule au dernier numéro disponiblc)

e J

REPERES - IREM , n*{ - ociobre 1590

Cher(e) Colldgue,

Vous avez regu dans votre établissement la revue "Repres-lrem n° 1” destinée
aux professeurs de mathématiques. (Eventuellement réclamez-la 3 votre
documentaliste).

Elle est publiée par les Instituts universitaires de Recherche sur I'Enseignement
des Mathématiques (IREM) sous le patronage de I'ADIREM (Assemblée des
Directeurs d'Irem).

Ce bulletin trimestriel s'adresse plus particulitrement dux enseignants des
Collages, des Lycées et des LycéesProfessionnels-

Nous attirons votre attention sur la qualité de cette publication en vous
rappelant la possibilité d'utiliser vos crédits d'enseignement pour un tel

abonnement.
' Francoise PINCHON

i

Bibliothécaire
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Pour reoev°1r'f;qteur & votre nom retournes oot enoart & i'adéésse'shivintei

UNIVERSITE de REIMS
I.R.E.S. .
Noulin de la Housse B.P.347 51062 REINS CEDEX

U ¥

¥r/¥me/M11e NOX 3 Prénom @
Adresse de 1*établissement (complite) 3

souhaite recevoir le bulletin de liaison de 1'IREM de REINS 92=93

e L e e - >

Les abonnements dé3j3 demandés seront valables jésqutau
numéro 4 de Vecteur

Ce bulletin d'abonnement permet de recevolir les numéros
3 et 4, & paréftre en 92-93

Pour reoevoirlféoteur a4 votre nom retournes cet encart 4 l'adresse suivante:

UNIVERSITE de REIMS
I.R.E'N.
Moulin de la Fousse B.P.347 51062 REIM3 CEDEX

e L e e e e e e e e m et ea— e — o - 3¢

Mr/MmeM1e NOM 3 Prénom 3
AMresse de 1'établimsement (ocompldte)

souhaite recevoir le bulletin de liaison de 1*IREM de REINS 92-93
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FAX : 26.85.35.04
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08140 BAZEILLES
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10300 SAINTE- SAVINE
FAX:25.75.63.15
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SONMAIRE DU NUMERO DEUX (1998)

‘s"ne ‘YOUS u.. fisperses pas, et choisisses la meilleure...
.pﬂlitiﬂl pour lire la auite promise 4 l'artiols sur
l'enseignement des mtatistiques en Prenier Cycle.

cosment John Wallis caloulait=i) la guadraturs de 1a
purabole ot le volume du clne en 1655, Etonnant, non 7

interlude ... par Carré Latin

si un oollier ... de cercles ferme d'une sanidre, alora
1) ferme de toutes manidres) vous aves Ait "per!.-iu",
Honaieur Steiner ?

limez st faites lire, mchetes wt faiteam acheter les
publioations des )'IREM &¢ REIMH, ot oelles des Inter~-IREM 1

3 bulletin d'abonnement: 1'il est renvoyé, complet ot dans los
48lais; i1 vous permettra s regevoir les muméros S0t h
de Veoteur, & titro gratult. Attention | cette offre riaque
de ne pas Otrs renouvelée !
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