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Cette brochure fait suite au stage : "l'analyse en second cycle ;
1'histoire du calcul infinitésimal™, qui efit lieu dans 1'académie de
Reims durant 1'année scolaire 91-92. Elle est le fruit d'un travail mené
par le groupe Histoire des Mathématiques de 1'IREM de Reims.

A la lumidre de textes du XVII® et du XVIII® sidcle, nous avons
essayé d'apporter un é&clairage nouveau aux notions de base du calcul
différentiel que nous enseignons & nos &ldves : limite, continuité,
dérivée, tangente ; entrepris d'analyser leur &évolution historique. Vous
trouverez ci-epréds les textes qui nous ont paru les plus significatifs,
précédés d'une courte biographie de leur auteur et d'une présentation,

Certains textes ont fait 1'objet d'activités en classe, vous pour—
rez en lire le contenu et un compte-rendu. Il nous semble que la mise en
présence de textes historiques peut aider les éléves dans leur compré-
hension des math&matiques. La lecture des programmes nous a confortés
dans cette démarche : "Il convient de mettre en oeuvre le contenu cul-
turel des mathématiques : 1'introduction d'une perspective historique
peut y contribuer" (B.O. du 17 mai 1990).

Une des origines de ce travail a été& la confusion que nous avions
remarqué chez les &léves concernant les notions de limite, tangente et
dérivée & leur entrée en terminale scientifique. Nous avons sur ce sujet
mené une enquéte auprds de 226 &léves du lycée Clémenceau de Reims,
en Septembre 1991. Les résultats de cette enquéte se trouvent 4 la fin

de cette brochure.

Nous espérons que vous &prouverez autant de plaisir & découvrir ou
dtudier ces textes, dont certains sont peu connus, que NOUS en avons eu

nous-mémes. Toutes vos remarques ou suggestions seront les bienvenues.

Philippe DELEHAM
Geneviédve KIENTZ
Jean Claude PENIN
Patrick PERRIN



tangente

Je ne toucherai qu’une fois
Et vous saurez que c’est furtif.

Inutile de m’appeler,
Tout autant de me rappeler.

Vous aurez grandement le temps
De vous redire ce moment

Et d’essayer de vous convaincre
Que nous restons 1'un contre I'autre.

GUILLEVIC
Eurlidiennes, poémes
Gallimard, nrf.



La dispute sur 1'antériorité des travaux de Newton et de Leibniz
entraine, au XVIII® sidcle, les &coles anglaise et continentale sur
des chemins séparés ; mais toutes deux vont développer de fagon extraor—
dinaire le nouveau calcul. Les résultats vont s'accumuler dans cette
nouvelle branche des mathématiques que 1l'on appelera plus tard 1'analyse
et dont 1'efficacit& dans la mathématisation des phénoménes naturels
se révéle prodigieuse.

Parmi les oceuvres les plus marquantes, citons la courbe brachisto-
chrone ( premier exemple de calcul des variations ) de Jean et Jacques
Bernouilli (1697}, le calcul différentiel de Taylor (1715), 1'&tude
des courbes & double courbure de Clairaut (1728), 1'exposé sur la métho-
de des fluxions de Mac Laurin (1741) ; et surtout 1'ceuvre immense de
Leonhard Euler {1707-1783).

La fin du XVIII siécle voit les essais de fondement du calcul infi-
nitésimal de d'Alembert (*) dans les articles infini, limite et diffé-
rentielle de 1l'encyclopédie, et ceux de Lagrange dans sa"Théorie. des
fonctions analytiques"(1797). Mais il faut attendre le siécle suivant
pour que les concepts de base soient clarifiés par Cauchy (*), qui met

en avant l'importance de la notion de limite.

(*) Nous présentons wn texte de ce mathfmaticien dans les pages suivantes.



EUCLIDE ARCHIMEDE APOLLONIUS
et les autres.

- TANGENTES -

Le Grec Démocrite fondateur de I'atomisme et contemporain de Socrate avait écrit
selon Diogeéne Laerce, plusieurs ouvrages de mathématiques; l'un de ceux-ci ayant pour titre
"de la différence angulaire, ou de la tangente du cercle et de la sphére”. Malheureusement
I'ouvrage, comme beaucoup d'autres de 'époque, ne nous est pas parvenue.

Passons & EUCLIDE, sur lequel nous savons peu de choses, sinon qu'il aurait vécu au
début du 3¢Me sidcle peut-étre & Alexandrie. Son grand traité de Géométrie LES ELEMENTS
nous est parvenu, il sera une référence et un modéle de rigueur jusqu'au 17éme sigcle. Sa
valeur didactique exceptionnelle fera de lui un modéle pour beaucoup d'ouvrages
d‘enselgnement de la géometrie qui jusqu'au début du 20€me sigcle en reprendront plus ou
moins le plan et les démonstrations. Dans LES ELEMENTS la tangente apparait au Livre ITI,
qui est consacré au cercle et & ses propriétées, et elle apparait sous la forme d'une définition
concernant la tangente au cercle:

2.Une droite qui, rencontrant un cercle et prolongée, ne le coupe pas, est dite
étre tangente au cercle.
3.Des cercles qui se rencontrent I'un l'autre sans se couper, sont dits étre

tangents l'un a l'autre.(

On constate d'une part que dans les ELEMENTS tangent se dit seulement d'une
droite et d'un cercle ou de deux cercles, d'autre part ce sont deux définitions en terme
d'attouchement , d'effleuration , de non traversée.

Tangere: Verbe latin: toucher, frapper, atteindre, effleurer®

Au sujet de la premiére remarque peut-on affirmer quEuclide ne connaissait que ces
deux cas de tangences ? c'est peu probable, car parmi les ouvrages du Géométre Alexandrin
qui ne nous sont pas parvenus devait figurer un traité des Coniques dans lequel on pense que
les problémes de recherches de tangentes aux coniques étaient posés et résolus; ainsi les
références d'Archiméde du TRAITE DE LA PARABOLE pouraient avoir directement été
inspirées par ces livres® de méme que celles des premiers livres d'Apollonius sur les coniques.

Voici les 3 propositions d ARCHIMEDE qui figure au début du Traité de la Parabole(®:
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PROPOSITION 1

Sil'eon a une parabole, sur laquelle se trouve I'arc ABT, une droite

B BA parallile au diamétre, ou diambdtre elle-
méme (*), une droite AT’ paralltle & la tan-
gente 3 la parabole en B, la droite AA sera
égale A la droite AT, et, si la droite AA est
égale & la droite AT, la droite AT et la tan-
gente 3 la parabole en B seront paralle.-

A A [ les (*).
E
PROPOSITION 1II A\
Si ABI" est une parabole, la droite BA une \
paralltle au diamétre, ou diamatre elle-méme, B
la droite AAT une paralldle 3 Ia tangente 3 la Y 5 ﬁ"‘\\
parabole au point B, et si la droite ET" est une /;’
tangente 3 la parabole au point T, les droites
BA, BE seront égales (*). / | .
A | r

PROPOSITION 111

Si ABT est une parabole, Ia droite BA une paralldle an diamétre,
B ou le diamédtre méme, et, si des droites AA,

EZ sont menées parallalement 3 1a tangente

2 1a parabole au point B, le carré de la drojte

E A AA sera au carré de la droite EZ comme la
droite BA est 4 la droite BZ (*). Ces pro-
positions sont qailleurs démontrées dans les

r Eléments relatifs aux sections coniques (°).
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Dans ce traité de la Parabole ARCHIMEDE (-287; -212) effectue la quadrature de la Parabole,
dans les propositions qu'il admet, la seconde est trés connue, remarquer dans la troisiéme la
référence aux ouvrages antérieurs auxquels nous avons fait allusion.

Poursuivons avec APOLLONIUS (? -170) que nous avons cité ci-dessus. La tradition le fait
naitre & Perge, ancienne ville d'Asie Mineure et il aurait étudié les mathématiques avec les
disciples dEuclide au Musée d'Alexandrie. Il est connu pour son grand ouvrage sur les
Coniques dont les sept premiers livres nous sont parvenus ¢t dans lesquels il traite des coniques
obtenus & partir de la section d'un céne par un plan. On lui doit, semble-t-il d'ailleurs, les noms
sous lesquelles elles sont connues actuellement.

Dans le passage proposé, qui appartient au Livre 1), APOLLONIUS démontre la
réciproque de la proposition n 2 du traité ' ARCHIMEDE sur la Parabole (Voir plus haut).
Appolonius use d'un langage essentiellement littéraire car I'époque ne connait aucun
symbolisme algébrique; C'est un raisonnement par l'absurde caractéristique des mathématiques
Grecques et pour montrer que la droite Al est bien tangente a la parabole il montre d'une part
quelle touche la parabole et d'autre part reste d'un seul cbté ce qui nous raméne 8 EUCLIDE et
3 sa tangente au cercle.

Voici ce texte:...
PROPOSITION XXXIII

Si I'on prend un point sur une parabole; si, de ce point, I'on
abalsse une droite d'une manlére ordonnée sur le diamétre, et si l'on
pose une drolte égale & celle que cette derniére droite découpe sur le
diamatre, dans la direction de celui-cl, et & partir du sommet, la droite
de Jonction, menée du point ainsi obtenu au point que I'on a pris, sera
tangente a la section.

Solt une parabole dont un diamétre est la droite AB. Abalssons
une droite A de maniére ordonnée; posons une droite AE égale & la
drolte EA, et menons la droite de jonction AI. Je dis que la drolte AT
prolongée tombera a I'extérieur de la section.

En effet, qu'elle tombe A [l'intérieur comme la droite I'Z, et
abaissons la droite HB de maniére ordonnée. Dés lors, puisque le
rapport du carré de BH au carré de I'A est —_H
plus grand que celui du carré de ZB au Z/—~.T
carré de I'A; mals que le carré de BA est au / \7\
carré de AA comme le carré de ZB est au / ;’r R
carré de TA; et que BE est & AE comme le / / S
carré de HB est au carré de T4, Il s’ensuit / / I H“‘x&
que le rapport de BE & EA est plus grand T S y .
que celul du carré de BA au carré de AA. B A /
Or, le quadruple du rectangle délimité sous '
BE, EA est au quadruple du rectangle
délimité sous AE, EA comme BE est a EA; , goa i
donc le rapport du quadruple du rectangle Ll
délimité sous BE, EA au quadruple du
rectangle délimité sous AE, EA est plus
grand que celul du carré de BA au carré de AA. Dés lors, par
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permutation, le rapport du quadruple du rectangle délimité sous BE, EA
au carré de AB est plus grand que celui du quadruple du rectangle
délimité sous AE, EA au carré de AA; ce qul ne peut avolr lieu, car, EA
étant égal a AE, le quadruple du rectangle délimité sous AE, EA équivaut
au carré de AA, et le quadruple du rectangle délimité sous BE, EA est
moindre que le carré de BA , puisque le point E n'est pas le milieu de la
droite AB. Dés lors, la droite Al ne tombe pas a l'intérieur de la section;

donc lul est tangente.

Quelques explications...

"de manidres ordonnées": (droites) menées en ordre ou d'une maniére ordonnée sur
le diamétre; expression par laquelle Apollonius désigne les droites que nous nommons
actuellement les "ordonnées".(V. Eecke).

"droite AE égale i la droite EA":Entendez la distance AE égale 4 la distance EA.

2 2
?,IZ, > %!;-; Car Z est supposé intérieur 4 la parabole .
2 2
PA% = % Le triangle A AT est semblable au triangle ABZ .
BE HB? ., . . . . Jx
AE =TA Propriété de la Parabole d 'axe AB de sommet E (ce qui ne fait que traduire le modemey =+/x
. BE HB* ZB* BA? - . BE _BA?
en résumé: AE =TA > A7 = entraine que E> AN
or L0, L] ar simplification
4AEEA EATT TP '
donc 4BE.EA S BA? et par utation 4BE.EA i, 4AE.EA
4AE.EA " AN perm AB? AN

Or cette derniére inégalité est impossible car d'une part EA = AE par hypothése,
donc 4AE.EA = AA® et d'autre part 4BE.EA <BA? car E n'est pas le milieu de
AB. En effet un produit de somme donnée est maximal si les deux facteurs sont

égaux.

Les travaux d'Apollonius et d'une fagon plus générale de tous les géométres grecs
fascinérent les mathématiciens qui suivirent ; leurs redécouvertes & l2 Renaissance contribua

pour beaucoup au renouveau des mathématiques en Occident.

(1) - EUCLIDE Les Eléments Trad. par B. Vitrac PUF 1990

(2) - Dictionnaire Latin Francais du Baccalauréat.

(3) - Au pluriel car selon 1a tradition Euclide ne fut pas le seul & avoir écrit sur les coniques, il
faudrait citer les noms d'Aristée, Eudoxe de Cnide, Menechme, Dinostrate etc.

(4) - Les Ocuvres d'Archimédes. P. Ver Eecke, Bruges, 1924

(5) - Les Coniques d'Apollonius de Perge. P. Ver Eecke, Bruges, 1923
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Pierre Fermat
(Beaumont de Lomagne 1601 - Castres 1665)

Conseiller au Parlement de Toulouse en 1631, les mathématiques n'ont été pour lui
qu'un passe-temps. Peu soucieux de sa gloire, Fermat ne prenait pas la peine de publier ses
découvertes, se contentant de les communiquer & quelques correspondant ; ce qui ne l'empéche
pas d'acquérir une immense réputation dans le milieu savant de I'époque. Fermat partage avec .
Descartes linvention de la ‘Géométrie Analytique et est un des précurseurs du calcul
Différentiel et Intégral.

Dés 1629 il est en possession dune régle pour la détermination des extremums des fonction
algébriques.

En 1632 il elabore sa méthode des Tangentes.

Avec Pascal il est considéré comme le fondateur du Calcul des Probabilités (1654). Mais c'est
surtout en théorie des nombres que le nom de Fermat brille avec le plus d'éclat.

x*
* Xk

En réaction & la méthode préconisée par Descartes dans sa Géométrie (1637), Fermat
expose ses propres méthodes de détermination des tangentes & une courbe découlant d'une
"régle" permettant la recherche d'un maximun et d'un minimum; rrégle” quiil prétend avoir mis
au point dés 1629 et qu'il donne sans justification.

Cet écrit intitulé "Methodus ad disquirendam maximam et minimam" (méthode pour
fa recherche du maximum et du minimum) fut transmis par Mersenne a Descartes le
10 Janvier 1638 et devint dés lors le principal théme de polémique entre ces deux hommes.
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METHODE

POUR LA

RECHERCHE DU MAXIMUM ET DU MINIMUM.

——— e —— g ————

Toute la théorie de la recherche du maximum et du minimum sup-
pose la position de deux inconnues et 1a seule régle que voici :

Soit @ une inconaue quelconque de la question (qu'elle ait une,
doux ou trois dimensions, suivant qu'il convient d’aprés I'énonce). On
exprimera la quantité maxima ou minima en a, au moyen de termes
. qui pourront étre de degrés quelconques. On substituera ensuite
a + e a linconnue primitive a, et on exprimera ainsi la quantité
maxima ou minima en termes o1 entreront @ et e & des degrés quel-
conques. On adégalera, pour parler comme Diophante, les deux
expressions de la quantité maxima ou minima, et on retranchera les
termes communs de part et d'autre. Cela fait, il se trouvera que de
part et d’autre tous les termes seront affectés de e ou d’une de ses puis-
sances. On divisera tous les termes par e, ou par une puissance de e
d'un degré plus élevé, de facon que dans I'un au moins des termes dc¢
I'un quelconque des membres e disparaisse entierement. On suppri-
mera ensuite tous les termes ol entrera encore e ou l'une de ses puis-
sances et I'on égalera les autres, ou bien, si dans I'un des membres il
ne reste rien, on égalera, ce qui revient au méme, les termes en plus
aux termes en moins. La résolution de cette derniere équation don-
nera la valeur de @, qui conduira au maximum ou au minimum, ¢n

reprenant si premiere expression.
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Voici un exemple :
Suit & partager la droite AG (fig. gv) en B, en sorte que AL X EC soit

aimunt.
Fig. 91.

A B -C

Posons AC = b; soit @ un des segments, I'autre scra b —a, et le
produit dont on doit trouver le maximum : ba — a*. Soit maintenant
a + ¢ le premier segment de b, le second sera b — a — e, ct le produit
des segments : ba — a*+ be — 2ae — e;

11 doit étre adégalé au précédent : ba — a’;

Supprimant les termes communs : ben2ae+ €*; (2)
Divisant tous les termes : buwna2a+ e;
Supprimez e : b= 2a.

Pour résoudre le probléme il faut done prendre la moitié de b.
il est impossible de donner une méthode plus genérale.

DES TANGEXTES DES LIGNES COURBES.

Nous ramenons & la méthode précédente l'invention des tangentes
en des points donnés 3 des courbes quelconques.
Soit donnée, par exemple, la parabole BDN (fig. 92), de sommet D,

Fig. g3

de diamétre DC; soit donné sur elle le point B, par lequel il faut mener
la droite BE tangente i la parabole et rencontrant le diametre en E.
Si l"on prend sur la droite BE un point quelconque 0, dont on méne

Les notes sont regroupées en page 20.
16



ordonnée O, en méme temps que Pordonnée BC du point B, on aura:

: 2 ° » L] " -
‘ﬁ'{->:}?—;, puisque le point O est extericur a la parabole. Mais
BC _ CE* ch _ CE?

—_— e, i 3 v |a simili  de tangzles. — —=-
o = [gz 4 cause de la similitude des triangles. Done o7 > 1

Or le point B est donné, done lordonnée BC, done le point C, done
CD. Soit done CD =d, donnée. Posons CE —=a el Gl =e; on aura

o al
d—e a4+ et—2ae

Faisons le produit des moyens ct des extrémes :
da' + det — adae > da*— ate.

Adégalons donc, d'apres la méthode précédente; on aura, en retran-
chant les termes cominuns :

de*— adae v — a'e,

ou, ce qui revient au méme :

de®* 4+ atewn adae.

Divisez tous les termes pare:

de + a*vnada.

Supprimez de : il reste a* = 2da, donc : @ = 24.

Nous prouvons ainsi que CE est double de CD, ce qui est conforme
a la vérité.

Celte méthode ne trompe jamais, et peut s'élendre 3 nombre de
questions Lrés belles; grice a elle, nous avons trouvé les centres de
gravité de figures terminées par des lignes droites et courbes, aussi
bien que ceux de solides et nombre d'autres choses dont nous pour-
rons traiter ailleurs, si nous en avons le loisir.

Quant & la quadrature des aires limitées par des lignes courbes et
droites, ainsi qu'au rapport que les solides qu'elles engendrent ont
aux cones de méme base et méme hauteur, nous en avons déji longue-
ment traité avee M. de Roberval.
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La tangente a la cycloide
par
Pierre de Fermat

La cycloide qui paraissait pour la premiére fois sur la scéne mathématique soulevait

des questions importantes d'un genre nouveau.
Descartes proposa la tracé de la tangente 4 la cycloide qu'il résolut grice au centre instantanné

de rotation et Roberval grice aux mouvements composés. .
Dans le textequi suit Fermat résoud ce probléme par sa méthode générale d'adégalisation.

Prenons comme exemple la courbe de M. de Roberval [cyeloide].

Soient HBIC (fig. 103) la courbe, C son sommet, CF I'axe; décri-
vons le demi-cercle COMF, et prenons sur la courbe un point quel-
conque, soit R, duquel il faut mener la tangente RB.

Fig. 103.

Menons par ce point R, perpendiculairement 2 CDF, la droite RMD,
coupant le demi-cercle en M. La propriété spécifique de 1a courbe est
que la droite RD est égale 4 la somme de Parc de cercle CM et de I'or-
donnée DM. Menons, d'apres la précédente méthode, la tangente MA
au cercle (le méme procédé serait en effet applicable si la courbe COM
était d’'une autre nature). Supposons la constyuction opérée, et soient
I'inconnue DB = a, les droites trouvées par construction : DA =: b,
MA == d; les données MD = r, RD = 5, l‘arc'de cercle donné CM = n,
la droite arbitraire DE =e.
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a z

—e— NIVOE’

Par E menons EOVIN paralléle i la droite RMD; on a -
d’oin NIVOE = 22==°.

a
Il faut donc adégaler (a cause de la propriété spécifique, de la

.’-a-—-lc -
i la

courbe qui est & considérer sur la tangente) celte droite

somme OE + arcCO.

Mais arcCO =arcCM —arcMO. Donc a : 2 A OE + areCM — are MO.

Pour obtenir I'expression analytique des trois dernicrs termes, tout
en évitant les radicaux, on peut, d'apres la remarque précédente, sub-

stituer, 2 OE, 'ordonnée EV de I tangente, et i 'arc MO. la portion de

tangente MV qui fui est adjacente. (3)
Pour trouver Pexpression analytique de EV, on a dailleurs
b r v s opay . Tb—re

b—-:_'; = EV’ d'ot EV = 5 . | .
Pour celle de MY, a cause des triangles semblables, comme ci-des-

. - b_ e L] L -_de
sUsS, 2—-—- M—'Vs d o MV = T

Enfin on a posé arcCM = n. On aura donc analytiquement

za — ze rd — re de
— N —

a 2T 7

Mu'lliplia_nt. de part ct d'autre, par ab :

zha — zbewn rba — rae + bna — dae.

Mais, d'aprés la propriété de la courbe, z=r+n, dane sba=rba+bna.
Supprimant les termes communs,

sbewn rae + dae.

Divisons par e¢: comme il ne reste ici aucun terme superflu, il n'y 2
pas d’autre suppression a faire :
. r+d =z

3b= ot —
ra + da, d'ol e
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Pour la construction, on fera donc MA;AMD gg, on joindra BR

qui touchera la courbe CR.

) MA+MD MD
fals comme —Dpi = DC

on peut faire %—3— = % ou, pour que la construction soit plus élé-

gante, joindre MC et lui mener RB paralléle.
La méme méthode donnera les tangentes 2 toutes les courbes de
cette espéce. Nous avons indiqué il y a longlemps lenr construction

== a-mSI qu'il est facile de le démontrer,

(4)

géncérale.
* %
*
Note 1 :  Oeuvres, tome III page 144 - 145.
Note2: Le signe "v est du aux traducteurs.
Note3: Ici on voit Fermat adégaliser un arc de courbe MO avec un segment de
tangente MV
+
Note 4 ;" Mais comme MA+MD _ ainsi qu'il est facile de le démontrer"
DA DC
Preuve
A
o ”5.] B
_,-" c B
."- _'_V_'_’F ~ TTa
R_— ; R
e M D s
- II,-' 3 B__. Il.I
# I . I
I\ | | b4
/ \ / )
f N, ,ff \
| S \
H F G
MA+MD MA MD 1 l+sino
=—d—= +tan ot =
DA DA DA cosa cosa

MD _ sinf _ cosa
DC 1-cosp l-sina

et ces deux quantités sont égales.
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René DESCARTES
( La Haye 1596 - Stockholm 1650 )

Natif de le Touraine, Descartes est sans doute le philosophe fran—
cais le plus célébre. En mathématique 11 créa avec Fermat la géométrie
analytique ; il simplifia les notations algébriques et découvrit les
principes de 1'optique géométrique. En 1629 il se rendit en Hollande oi
j1 vécut vingt ans. Descartes publia 3 Leyde en 1637 son fameux Discours
de la Méthode, accompagné de trois traités scientifiques : La Dioptrique
Les Météores et La Géométrie. '

le texte qui suit est une lettre au Pére Marin Mersemne datée du
23 Aofit 1638. Dans cette lettre Descartes donne, pour la tangente en un
point donn& d'une cycloide ordinaire, allongée ou raccourcie, une cons-

truction fondée sur la considération du centre instantané de rotation.

* *
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DESCARTES A MERSENNE.
23 solt 1638,

Mon Reuerend Pere (1)

I'ay efté bien avfe de voir les queftions que celuy
que.\'ous eftimez le principal de vos Geometres con-(2)
fefle ne fcauoir pas; car ie pourray efprouuer, en les
cherchant, fi mon analyfe eft aufly bonne que la leur.

La premiere de ces queftions eft de trouuer les tan-
gentes des courbes decrites par le mouuement d'vne
roulete *A quoy ie refpons que la ligne droite qui
pafle par le point de la courbe dont on veut trouuer la
tangente, & par celuy de la baze auquel touche la rou-
lete pendant qu'elle le decrit, coupe toufiours cete
tangente a angles droits. En
forte que {i on veut, par exem-
ple, trouuer la ligne droite qui
touche au point B la courbe
ABC, defcrite fur la baze AD
par I'vn des poins de ]a circon-
ference de la roulete DNC, i1l
{faut mener par ce point B la ligne BN parallele a la
baze A D, puis mener vne autre ligne du point' N, ou
cete parallele rencontre la roulete, vers le point D, ou
cete roulete touche la baze, & apres cela mener BO
parallcle a ND, & enfin BL qui la rencontre a anglés
droits; car cete ligne BL eft la tangente cherchée.

De quoy ie ne mettray icy qu'vne demonftration qui
eft fort courte & fort fimple. Si on fait rouler vn po-
lygone redtiligne, quel qu'il foit, fur vnc ligne droite,
la courbe defcrite par I'vn de fes poins, quel quil fott,
fera compofée de plufieurs parties de cercles, & les
tangentes de tous les poirs de chafcune de ces parties

Les notes sont regroupées pege 27.
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de cercles couperont a angles droits les lignes tirees
de ces poins vers celuy auquel le polygone aura tou-
ché la baze en decriuant cete partie. En {uite de quoy,
confiderant la roulete circulaire comme vn polvgone
qui a vne infinité de coftez, on voit clairement qu'elle
doit auoir cete me{me proprieté, ceft a dire que les
tangentes de chafcun des poins qui font en la courbe
qu'elle decrit doiuent couper a angles droits les lignes
tirées de ces poins vérs ceux de la baze qui sont tou-
chez par elle au mefme tems qu'elle les decrit.

Ainfy, lorfqu’on fait rouler I'hexagone ABCD fur
la ligne droite EFGD, fon point

A defcrit la ligne courbe EHIA, 1 A
compofée de I'arc EH, qu'il decrit B
pendant que cet hexagone touche H

la baze au point F qui eft le cen-

tre de cet arc, de I'arc HI dont le i F 2 D

centre eft G, de I'arc I A dont le

centre eft D &c., par lefquels centres paflent toutes
les lignes qui rencontrent les tangentes de ces arcs a
angles droits. Or le mefme arfiue a vn polygone de
cent mil milions de coftez, & par confequent aufly au
cercle. Ie pourrois demonftrer cete tangente d'vne
autre fagon, plus belle 2 mon gré & plus Geometrique;
mais ie I'obmets pour efpargner la peine de I'efcrire,
a caufe qu'elle feroit.vn peu plus longue.

Or il faut remarquer que, lorfque la baze de cete
courbe eft egale a la circonference du cercle qu'on
imagine rouler fur cete mefme baze pour la defcrire,
ainfy que ie I'ay fupofée en I'exemple precedent, cete
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courbe n'a que la vouture d'vn demi cercle, c'eft a dire
qu'en chafcun de fes bouts la tangente de fon dernier
point eft perpendiculaire fur cete baze. Mais lorfque
{a baze eft plus courte, fes deux bouts font repliez en
dedans de part & d'autre, en forte que plufieurs de
ces reuolutions font vne telle figure : TOUVTTD.’

Or pour trouuer les tangentes de cete courbe, &
{cauoir exactement ou elle commence ainfy a fe re-
plier, il faut imaginer que le point qui la deferit eft
au dehors de la roulete, & fuppofer deux bafes : I'vne

fur laquelle eft defcrite la courbe, comme icy AE, fur
laquelle la courbe ABCD eft

L, =" defcrite par le point D, ioint

/"' par dehors a la-roulete FG,

c /N /F| en telle forte qu'il deferit le
Y { cercle ED autour de cete rou-
\5_‘ | lete au mefme tems qu'il def-

] \ P°\_ ¢ crit la courbe ABCD furle

plan AD; & vne autre bafe
comme B G, fur laquelle fe
meut la roulete FG, dont la demi-circonference doit
eftre egale a la demi-bafe AE. Etles tangentes {e me-
furent icy par le cercle D E & le point G, ou la roulete
F G touche {a bafe BG, en forte que, pour trouuer la
ligne qui touche cete courbe, par exemple au point C,
il faut mener CN parallele a 1a bafe, & ioindre le point
N, qui eft dans le cercle DNE, au point G ou la roulete
touche fa bafe, puis mener CP parallele a NG, & cete CP
eft perpendiculaire fur CL quieft la tangente cherchée.
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En fuite de quoy on voit clairement que le point B,
ou la feconde bafe B G rencontre cete courbe, eft ce-
luy ou elle commence a fe replier en dedans; car la
tangente de ce pointeft perpendiculaire {urla bafe AE.

Que {i la bafe de cete courbe eft plus longue que la
cir conference du cercle que trace autour du centre
de la roulete le point qui la decrit, {es deux bouts {ont
repliez en dehors, en forte que plufieurs de fes reuo-
lutions font vne telle figure ~~~.~ . Et pour trou-
uer fes tangentes & {cauoir ou elle commence a fe re-
plier, il faut imaginer que le point qui la decrit eft
au dedans de la roulete, &
ainfy fuppofer vne feconde
bafe B G, {ur laquelle fe
meut la roulete FG, dont
la circonference eft egale
a cete bafe, pendant que
le point D, qui decrit la
courbe fur I'autre bafe A E, decrit autour du centre de
la roulete le cercle D E. Puis, pour trouuer la tangente
du point C, pris a difcretion en cete courbe, il faut
mener CN parallele a la bafe, & ioindre le point N,
qui eft dans le cercle D E, au point G, ou la roulete
touche {a bafe, puis tirer C P parallele a NG; & CL,
qu'elle rencontre a angles droits, eft la tangente
cherchée.

En fuite de quoy, pour trouuer le point H, ou la
partie de la courbe A H cefle d'eftre concaue, &
HCD d'eftre conuexe, il ne faut que tirer du point G
vne ligne comme G R, qui touche le cercle DRE au
point R, & de ce point R mener RH parallele a la
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bafe. Et il eft a remarquer quil ne peut y auoir
aucune ligne droite qui touche cete courbe AHC
en ce point H, a caufe qu'il fait la feparation de fes
deux parties, dont I'vne eft concaue & I'autre con-
uexe. Or ces determinations fi fimples & fi faciles
peuuent ecftre prifes pour la feconde chofe que
M* voftre Geometre a confeflé ne fgauoir pas; car
bien -qu'il ait dit en auoir vne demonftration, mais
qui cftoit longue, & qu'il en defiroit feulement vne
plus courte, il n'a pii toutefois en auoir qui determi-
naft exadement aucune de ces chofes, puifqu’il n'a
pl trouuer les tangentes.

Au refte, il eft a remarquer que tant ce que 1'ay icy
efcrit des tangentes, que ce que ie vous. auois mandé
cy deuant touchant I'efpace que contienent ces lignes
‘decrites par vne roulete circulaire, {e'peut aufly
eftendre a toutes celles qui font decrites par des rou-
letes qui ont d'autres figures, telles qu'elles puiffent
eftre. Excepté feulement que, touchant I'efpace, 1l
faut que les circonferences de ces rouletes foient
conuexes & que leurs parties oppofées foient fem-
blables, comme lor{qu'elles ont la figure d'vne Ellipfe
ou de deux hyperboles aiuftées I'vne contre l'autre,
&e. Etil eft fi ayfé de leur appliquer les demonftra-
tions que ie vous ay enuoyées, que cela ne vaut pas
la peine que ie l'explique. Mefme il n'y faut changer
que fort peu de chofe, lorfque les circonferences de
ces rouletes ne font pas toutes conuexes. Et ainfy ie
ne croy pas qu'il v ait gueres rien a dire touchant
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ces lignes, qui ne foit compris en ce peu que ic yous
en ay efcrit.

Il faut aufly remarquer que les courbes defcrites
par des rouletes font des lignes entierement mecha-
niques, & du nombre de celles que i'ay reietées de ma
Geometrie; c'eft pourquoy ce n'eft pas merueille que
leurs tangentes ne fe trouuent point par les regles que
i'y ay mifes.

Lettre de Descartes & Mersemne, &dition Clerselier III 65 page 350

Notes :

(1) : Le pére Marin Mersenne ( 1588-1648 ) de 1'ordre des Minimes était
en rapport épistolaire avec tout le monde savant de la premidre moitié
du 17° siécle ( Fermat, Descartes, Roberval, Galilée ). Il détermina les
rapports des fréquences des notes de la gamme et la vitesse du son. Il
publia 1'Harmonie Universelle en 1636.

(2) : Le principal de vos géométres : il s'agit de Roberval.

(3) : roulete appelée également trochoide ou cycloide. La roulette est
certainement une des courbes les plus'étudiées & cette époque.

"La roulette est une ligne si commune, qu'aprds la droite et la
circuleire, il n'y en a point de si fr&quente ; et elle se décrit si
souvent sux yeux de tout le monde qu'il y a lieu de s'étonner qu'elle
n'ait point &té considérée par les anciens, dans lesquels on n'en trouve
rien : car ce n'est pas autre chose que le chemin que fait en 1l'air le
clou d'une roue, quand elle roule de son mouvement ordinaire, depuis que
ce clou commence & s'&lever de terre, jusqu'd ce que le roulement con-
tinu de la roue 1'ait rapporté A& terre, apréds un tour entier achevé ;
supposant que la roue soit un cercle parfait, le clou dans sa circonfé-
rence, et la terre parfaitement plane". B.Pascal 10/10/1658.

(4) : Pour Descartes la normale & une courbe parait plus aisée & déter-
miner que la tangente. Dans la Géométrie publiée en 1637, Descartes pro-
pose une méthode générale de détermination d'une normale & une courbe,
méthode ne convenant que pour les courbes algébriques ( cf annexe ).

Descartes imagina sa célébre théorie du centre instantané de rota-

tion dans la premidre &dition latine de sa Géométrie (1649).

27



%
En 1637-1638 a lieu la polémique 4 propos des tangentes entre
Fermat et Descartes. Dans la lettre suivante qui est adressée & Hardy

Descartes essale de justifier la méthode proposée par Fermat dans le
court essai intitulé "Methodus ad disquirendam maximam et minimam" et

que lui avait transmis le Pare Mersenne en Janvier 1638.

* *

Monlfieur,

Au refte, ie vous (uis tres obligé de ce que vous
auez folitenu mon party, touchant la regle De maxi-
mis de Monfieur de Fermat, & ie ne m'eftonne point
de ce que vous n'en iugez pas plus aduantageufement
que ie n'ay fait; car, de la fagon qu'elle eft propofée,
tout cc que vous en dites eft veritable.

‘Mais pour ce que i'ay mis, dés mon premier Eferit
qu'on la pouuoit rendre bonne en la corrigeant, & que
i'ay totijours depuis foditenu la mefme chofe, ie m'af-
fure que vous ne ferez pas marry que.ie vous en die
icy le fondement; auffi bieh ie- me perfuade que ces
Meffieurs, qui l'eftiment tant, ne I'entendent pas, ny
peut-efire mefme celuy qui en eft I'Autheur.

Soit donc la ligne courbe donnée ABD, & que le
point B de cette ligne foit aufli donné, & fgauoir, le
fais I'ordonnée BC = b, & le diametre AC ¢, &
quon demande vn point en ce diametre, comme E,
qui foit tel que la ligne droite, qui en fera menée vers
B, couppe cette courbe en B, & encore en vn autre
point, comme D, en forte que 'ordonnée DF foit &
I'ordonnée B C en raifon donnée, par exemple, comme
g & h. Vous fgaucez bien que, pour trouucr ce point E,
on peut pofer EC »a, & CFoe & dire premiere-
ment. 4 caufe des triangles femblables ECB & EFD,

Les notes sont regroupées page 32,
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commeCExaeftaBC = b ainfi EF a+tecllaDF,

qui par confequent eft DF = #%£5¢ pyic 4 cqufe que
DF eft I'vne des ordon- o
nées en la ligne courbe, /
on la trouue aufli en = [

d'autres termes, qui fe-
ront diuers, felon les
diverfes proprietez de
cette courbe. Par exem-
ple, {i ceft la premiere
des lignes que Monfieur
de Fermat a imaginées a I'imitation. de g parabole, ()
c'eft 4 dire celle en laquelle les fegmens du diametre
ont entreux mefme proportion que les cubes des of-
données, on dira, comme ACx=ceft A FA = c+e, ainfi
le cube de BC, qui eft 4 eft au cube de D F, qui, par

331 3 L 3Pape L B2l
les termes trouuez cy-deflus, eft 2 Sage & Ipace - e

Car cecy eft le cube de22£be  pyjs. multipliant les

a

moyennes & les extremes- de ces quatre proportio-
nelles, c | c+ | *| & ’i""*'—w"i;‘}”—"""—*'--bf, on u
cb? 4 eb® o Pt Iease + Wacer o B g oe
tout par 6%, & le multipliant par a*, il vient
@c+ae = calt 3 caae + j caee + ce’, & oftant
de part & d'autre ca?, il refle a’c » } caae + 3 caee--
ce’. Et enfin, pour ce que le tout fe peut diuifer par e,
‘il vient &*» 3 caa + } cae—cee. Mais pour ce quiil
Y aicy deux quantitez inconnués, i {cauair a & e, &
quon n'en peut trouuer quyne par vne feule équa- _
tion, il en faut chercher encore vne autre, & il eft aifé”
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par la proportion des lignes BC & D F,quicft donnée;
4 fcauoir : comme g eft & h,ainfi BC =befta DF
o fatte & par confequent bh o &2t oy bien

H
ha = ga+ ge; et par le moyen de cette équation on
rouue aifément I'vne des deux quantitez a ou e, au
lieu de laquelle il faut par apres fubflituer en l'autre
équation les termes qui luy font égaux, afin de cher-
cher en fuitte 'autre quantité inconnué: Et c'eft icy
le chemin ordinaire de I'Analyfe pour trouuer le
point E, ou bienla ligne CE, lors que la raifon qui eft
entre les lignes | BC & DF eft donnée. Maintenant
pour appliquer tout cecy 2 I'inuention de la tangente
(ou, ce qui eft le mefme, de la plus grande), il faut feu-
lement confiderer que, 1ors que EB eft la tangente, la
: . ligne DF n'eft qu'vne
auee BC, & toutefois
qu'elle doit eftre cher-
chée par le mefme
. calcul que ie viens de
mettre, en fuppofant
feulement la propor-
tion d'égalité, au lieu
_ de celle que i'ay nom-
mée de g & h; & caufe que DF eft rendué égale a BC
par EB, en tant qu'elle eft la tangente (au moins lors
qu'elleT'eft), en mefme fagon quielle eft rendué double,
ou triple &c., de BC, par la me{me EB, en tant qu'elle
couppe la courbe en tel ou tel point, lors qu'elle I'y
couppe. Si bien qu'en la feconde équation, au lieu de
ha » ga + ge, pour ce que A eft égaled g, on a feule-
ment a = a + e, c'eft i dire, ¢ €gal i rien. D'ou il eft
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cuident que, pour trouuer la valeur de la quantité a, il
ne faut que fubflituer vn zero en la place de tous les
termes multipliez par e, qui font en la premiere équa-
tion, laquelle eft a® = 3 caa 4 j cac +cee, c'eft a dire
qu'il ne faut que les effacer. Car vne quantité réelle
cftant multipliée par vne autre quantité imaginaire,
qui eft nulle, produit toufiours rien. Et cecy eft I'eli-
fion des Homogenes de Monfieur de Fermat, laquelle
ne fe fait nullement gratis en ce fens-la. Or cette eli-
fion eftant faite, il ne refte icy en noftre équation que
a® 3 caa, ou bien a3 ¢; d'oi I'on apprend que,
lors que EB eft la tangente de la ligne courbe pro-
pofée, la lig(nej EC eft neceflairement triple de la
ligne AC. '

Voila donc le fondement de la regle, en laquelle il
y a virtuellement deux équations, ‘bien qu'il ne {oit
befoin d'y faire mention exprefle que d'vne, a caufe
que l'autre fert feulement a faire effacer ces Homo-
genes. Mais il eft fort vray-femblable que Monfieur de
Fermat ne I'a point ainfi entendué, & qu'il ne l'a
trouuée qu'a titons, veu qu'ily a obmis Ia principale
condition, a4 {¢auoir celle qui prefuppofe ce fonde-
ment, ainfi que vous pourrez voir, s'il vous plaift,
par ce que i'ay mandé cy-deuant deuoir y eftre cor-
rigé, dans vne Lettre addreffée au R. Pere Merfepne .
Ie fuis,

Correspondance Descartes Hardy
QOeuvre de Fermat tome IV page 48 a 51.
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-Notes :
(1) : Claude Hardy ( Le Mans 1604 - Paris 1678 ). Ami: de Descartes, il

joua avec Mersenne le r8le d'arbitre dans la polémique entre Fermat et
Descartes & propos du traité de Maximis et Minimis. I1 fut conseiller
& la cour des comptes, puis conseiller au Chatelet ; il connaissait une
trentaine de langues. Il a traduit les Données d'Euclide.

(2) : L'exemple étudi& par Descartes est en termes modernes la courbe
d'équation y=|x|* ; 1'aze des y é&tant horizontal et l'origine du repére
située en A.

(3) : La méthode exposée ici par Descartes revient & considérer la
tangente comme la position limite de la sécante EBD lorsque les deux
points B et D se confondent. Descartes adopte un procédé d'adégalisation
analogue & celui de Fermat, mais il adégale BC et DF alors que la métho-
de de Fermat consiste 8 adégaler DF et OF , le point D' de la tangente

et le point D de la courbe se projetant tous deux sur l'axe en F.

’

D

B,/Di

Descartes a donné deux autres méthodes de détermination de la
tangente. Dans la premidre la tangente est congidérée comme la position
limite d'une sécante tournant autour du pied de la tangente. La seconde
utilise la recherche d'un cercle tangent & la courbe par 1a méthode du

point d'intersection double.
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Gilles PERSONNE de ROBERVAL
( Roberval 1602 — Paris 1675 )

Gilles Personne vit le jour dans une famille paysanne prés de
Senlis ; il prit en 1628 le nom de son lieu de naissance. En 1632 il est
professeur de philosophie au collége de Maitre GCervais et deux ans plus
tard il obtient la chaire créee par Ramus au Colldge Royal de France ;
il la gardera jusqu'd sa mort. Surtout connu du grand public pour la
description de sa célébre balance, Roberval a trés peu publié de son
vivant, un traité de statique en 1636 et un d'astronomie en 1644. Par
contre il transmit & 1l'académie des Sciences, dont il fut membre dés sa
création en 1666, de numbreuses notes portant sur la cycloide, la compo-
sition des mouvements, les quadratures par la méthode des indivisibles,

la recherche des centres de gravité.

Le texte suivant est extrait d'un des huit traités rassemblé&s par
1'abbé’ Gallois et publiés en 1693. L'ouvrage s'intitule : "Observations
sur la composition des mouvements et sur le moyen de trouver les tan-~
gentes des lignes courbes". Roberval considére les courbes comme trajec-

toires d'un point mobile, la direction du mouvement é&tant celle de la

tangente.
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PROBLE.ME 1.

OxnwER les touchantes des lignes courbes par

les mouvemens mémes melez. .
Mais nous fuppofons qiron nous cfl donnc affez de
p'dpriétcz {pécihques, qui nous £1Tent connoitre Ics

mouvemens qui les décrivent,

Axiome , on principe d’invention.

_LA Licc&ion du mouvement dun point qui deerit
unc ligne courbe, cftla couchante de la ligne cour-
be en chaque poficion de ce point-la,

Lc principe cft affcz intelligible, & on Paccordera
facilement dés qu'on l'aura confideré avee un peu d'ate
gencion,

Regle gfmralc.

AR les prOpriétcz fpéciﬁqucs dc la ligne courbe
( qui vous {cront dqnncc:s ) cxamincz l‘cs divers mou-
yemens qu'ale point qu! 1a déeric i 'endroicou vous vou-
lez mener latouchante: Jde tous ccs mouvemens cainpoféz
cn un feul, rurez la ligne dc dircétion du mouvement
compof¢ , vous aurcz 13 rouchante de la ligne courbe.
La démonftration cft mot X mot dans notre principe.
Tc parce quielle cft tres- géncrale, & quclle peac fer-
vir 3 tous les éxemples que nous ch donncrons, 1l nc
fera point i propos de la répetcr.
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Le Traité des indivisibles fut publié pour la premidre fois en 1693
dans les mémoires de l'Académie des Sciences. Dans 1'extrait qui suit,
se trouve la célébre quadrature de la cycloide datant de 1636, einsi que
la construction de sa tangente. Ici Roberval interpréte le mouvement
d'un point décrivant une cycloide comme résultant de la composition de
deux mouvements, un de translation uniforme et un de rotation uniforme.
Il trouve la tangente en composant les vitesses ( de méme module ) de

ces mouvements.,

Gilles-Personne de Roberval

Traité des Indivisibles
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TragTe DES INDIVISIRLES,

EXPLICATION DE LA ROULETTE.

O us pofons quele Jiamérre ABducercle ARLFGB

fe meuc paraliclement a foy -mcine, comme s"il
¢.olt emporté par quelquiautre corps ,Jufques i coquil
foir parvenu cn CD pour achever le demi-cercle ou de-
mi-tour. Pendant qu'il chemine, e point A de Pextré-
mite dudic diamécre marche par la circonference du
cercle ARFGB, & fair autant de chemin qui- e dinmé-
tre, enforee que qum)d le diamérre eft en C1 Je poine
A cfl venu en B, & Ja higne AC fe vouve cgale 3 la
circonference AGHB  Or ecrre courfe du diamérre {e
divife en parrics infinies & égales ant entr'clles qud
chaque parue de la circonftrence AGDH, faquelic fedi-
vife aufli en parnies infinies toures éxales entr'elles & aux
parties de AC parcourucs par 1e diamérre, comme 1l a
écé dic. En aprésje confidere le chemin qua faic ledie
point A porté par deux mouvemens, on diamcrre en
avant, 'autre du fien propre Jdans la circonference. Pour
trouver ledic chemin, je voy quv quand 1l ¢ft venu en
E 11 eft élevé au-defTus e fon prcmicr licu duquel 1l
elt parri; cerce haunteur f¢ marque tirant du poiric Foau
diamétre AB un finus Ex, & e finus Verfe At clt Ia
hauteur dudic A guand il cft venu en E. Dememe qq:md
il eft venu en F | du poinc F fur AB jc nic le finus b 2,
& Az fera la haoeeur de A quandila faic deux poroions
de la circonfirence, & tiranc le finus'G3, lc finus Vciﬁ:
A 3 fera la hauceur de A quand il cft parvenu cn G;
& faifant ainfi de tous les licux de la circonférence que

1es notes sont regroupées page 3.
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TrA1TE DES INDIVISIBLES,

parcourt A, je trouve rouces fes haureurs & élevemens
pardetTus I'exerémicé du diameere A, qui font Ar, Az, -

A3, Ay, Ag, A6, Ay; donc, alin Javoit les lieux pat
ot palle Jedic point A, fgavoir la ligne qu'll forme pens
11§
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TRA yTE DES INDIV]S]DI_ES_

dant fes deux mouvemens, je porte toutes {es haureyrs
fur chacun des dinmétn;cs M . N ; O ; P, Q, R, S,T , &
jc trouve 'quc M1 3 N 2, @ 3, P4, Q § s R 6, S7 (ont les
mémes que celles qui foneprifes fur AB. Duisje prends.
les mémes finus Ex1, F 2, G3, &cs& je les porre fur
chaque hauteur trouvée fur chaque diamétre, & je les
tire vers e cercle, & des extrémitez’de ces finus (¢ for-
ment deux lignes , dont 'unc et A8 9 10111213 14D,
& lautre A1 23 45 67D, Je feai comme s'eft faie Ia
ligne A'S 9 D; mais pour feavoir quels mouvemens ont
produit Pautre, je dis que pendant que AB a parcouru
Ia ligne'AC, le point A cft monté par la ligne AB, &
a marqué tous les points1,2,3,4,5,6,7, lc premier
cfpace pendant que AB eft venu en M| le fecond pin-
dant que AB eft venu en N, & ainfi toujours ¢palement
d’'un efpace a 'autre jufques i ce que le dinméere foic ar-
rivé en CDj alors le point A cft monté cn B, Voili
comment s'elt formée Ja ligne A1 23 D. Or ces deux
lignes enferment un cfpace, érant fEparées 'une de 'au-
tre par tous les finus, & ferejoignant enfemble aux deux
extrémitcz AD. Or chaque partic contenué enrre ces
denx lignes cft égale X chaque partic de I'aire du cercle
ALB contenué dans la circonférence d'icelui 5 car les.
uncs & les aucres font compofées de lignes Cgales, fca-
voir de la hauteur A1, Az, &c. & des finus B, F o,

8&cc. qui font les mémes que ceux des dinméires M, N, Q,
&c. amfi la Aigure A 4 D 12 cft égale au demi-cercle
AHB. . Or Ia-ligne A 1 23 D divifc le paraliclograme
ABCD en ‘deux également, parce que les lignes d'une
moitié font égalesaux lignes de aucre moitié , & la ligne
AC ila ligne BD; & partant felon Archimede , 1a moi-
ti¢ eflt égale au cercle, auquel ajoiiranc le demi-cercle,

fcavoir Pefpace compris cntre les deux lignes courbes,

on aura un cercle & demi pour Pefpace A§9DC &
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TratTe pes INDiviISIBLES,
faifane de méme pour Pautre moitié ) touce la Agure de
la cycluide vandra trois tois le cercle,

- Pour trouver la tangenee de la ﬁgurc cn un poinc
donné, je tirc dudic point une touchante au cercle qui
palleroit par fedic potnr, car chaque poine de cercle (e
meue {elon la couchance de ce cerele. Je confidére en-
fuice le mouvement que nous avons donné i nocre poinc
emporeé par le diameere marchane parallclement i [oy-
mcme. Tirancdu méme poine la ligne de ce mouvement,
fi je paracheve le parallelogramme: ( qui doit tofijours.
avoir les quarre cdeez égaux lor(que le chemin du point
A par la circonférence eft égal au chemin dudiaméere
AB par Ia ligne AC) & fi du méme poine je tire la dia-
gonale, yai la touchante de la figure qui a cit ces deux
motvemens pour fa compolicion | feavoir le circulaire
& le diret.  Voil) comme on procede en celles opira-
uons quand on pofe les mouvemens égaux. Que fi on
les avoit polez enquelqu'aucre raifon , comme fi lorfque
Pun parcourc dans un temps U'efpace d'un pied, Vaucre
parcouroic dans le méme temps Pelpace d'un pied & de-

mt, ou cn aucre ratfon | il faudroic tirer les conf¢quen--
ces fuvane ladice raifon,

Notes :

(1) : sinus Verse § = 1 - cos6

(2) : Roberval a sans doute &té& influencé par Simon Stévin (1548 - 1620)
qui un demi sidcle plus t8t avait énoncé sa rdégle du parallélogramme des
forces. Vers 1640 Evengelista Torricelli (1608 - 1647) developpa une
méthode des tangentes si proche de celle de Roberval qu'il y eut que-
relle de priorité et accusation de plagiat.
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ISAAC BARROW

( Londres 1630 - id. 1677 )

Premier titulaire de la chaire Lucasienne de Mathématiques au Tri-
nity College de Cambridge, il fut & la fois un spécialiste de la géomé-
trie des anciens Grecs et un précurseur du calcul infinitésimal, Il céda
sa place en 1669 & un de ses étudiants promis & un bel avenir, Isaac
Newton. Aprés une carridre & la Cour comme chapelain du roi, il retourna

& Cambridge 4 la téte du Trinity College.

Les Lectiones Geometricae, imprimées en 1670, sont un véritable
traité de calcul différentiel avant la lettre ; on y trouve par exemple
la dérivée d'une somme, d'un produit, d'un quotient, la dérivation comme
inverse de 1'intégration. Ces legons sont &crites dans le plus pur lan-
gage géométrique, excepté en fait la lecture X que nous en avons ex—

traite.
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LECTURE X

D'une certaine fagon nous avons terminé la premiére partie de notre sujet. En
supplément nous ajouterons sous forme d'appendice, une méthode, que nous utilisons, pour
trouver les tangentes par calcul. Toutefois je ne sais pas, aprés tant de méthodes de ce genre
connues et rebattues, si on peut faire quelque chose de son utilisation. Encore fais-je celle-ci
sur les conseils d'un ami, et pour cela de bon gré, parce M
que celle-ci me parait étre plus avantageuse et générale en /;
comparaison des autres que j'ai examinées. /

Soient AP, PM deux lignes droites données en N —R
position, (telles que PM coupe la courbe proposée en M) !
et soit MT supposée toucher la courbe en M et couper la
droite AP en T. Dans le dessein de rechercher maintenant
12 valeur PT de la méme droite(" je prends l'arc de courbe
MN indéfiniment petit; puis je trace les droites NQ S
paralléles 4 MP et NR & AP ; je nomme MP =m ; PT=t; P
MR =2 ; NR = e ; et je désigne par leur nom les autres A __— / _
droites déterminées par la nature particuliére de la courbe T Q®
et utile & ce qui est proposé; Je réunis en une égalité, découverte par le calcul, MR, NR elles
mémes (et parmi celles ci MP, PT) ; en observant en méme temps les régles suivantes.

1. Dans le calcul je rejette tous les termes, dans ‘lesquels @ ou bien e ont des
puissances d'eux-mémes, ou bien dans lesquels ils sont multipliés entre eux (en effet ces termes

ne valent rien)®.

2. Aprés que l'égalité ait été éablie je rejette tous les termes formés de lettres
désignant des quantités constantes ou déterminées ; ou bien dans lesquels ne se trouve ni @, ou
e. (en effet tous ces termes amenés dans une des parties de l'égalité donneront toujours quelque
chose égal 2 rien) |

3. Je substitue i la place de @ : m lui-méme (ou bien MP); & la place de e : t lui-méme
(ou bien PT). A partir de quoi la valeur de PT elle-méme deviendra connue.®

Parce que si une partie infiniment petite d'une courbe quelconque entre dans le calcul,
on pourra substituer exactement 4 cette endroit une petite partie de tangente ; ou bien (& cause
de l'infinie petitesse de la courbe) une droite équivalente.

Mais ces points seront rendus plus clairs par des exemples.

Les notes sont regroupées pege 44.
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Soit Ia droite EA (donnée en position et grandeur)
et 12 courbe EMO dont la propriété est de telle sorte que la

droite MP étant tracée dune maniére quelconque, ff"'
perpendiculaire 3 EA, la somme des cubes de AP et MP 4 :
soit égale & la droite AE au cube. N/

Supposons nommés AE =1 , AP =f ; de la pd o
AQ=f+e;etAchbe=f3+3ﬁ‘e+3fee+e3;(oubien M R

aprés avoir rejeté ce qui est superflu, d'aprés ce qui a été
dit) = £3 + 3ffe. De méme NQ cube = cube de m-a =
m3 . 3mma + 3maa - a3 (clest & dire) m3 - 3mma. Clest /
pourquoi on 2 f3 + 3ffe + m3 - 3mma = (AQ cube + /

Exemple L

NQ cube = AE cube =) r3 et aprés avoir rejeté les données,
3ffe - 3mma = O ou bien ffe = mma ; et substituant au lieu de a, et e, m et t eux-mémes, il

3

. . m . . .
viendra fit = m3 ; ou si on veut t= w - donc PT est la quatriéme proportionnelle en raison

continue de AP et PM.

4

Semblablement ; si on avait APqq + MPqq = AEqq il serait trouvé que PT = 1n-3— ou
f

que PM est la quatriéme proportionnelle en raison de AP et PM ; en fait je ne sais pas si ces
lignes Cycloformes sont dignes d'études.

A T Q P
N |
3 :l:'f_‘i\‘ |
o % —R

N %
AN

o
MY

Exemple II

Supposons que l'angle ABH soit droit, et soit la
courbe AMO, de sorte que par A ayant conduit d'une
maniére quelconque la droite AK, qui coupe la droite BH
en K, la courbe AMO en M, on suppose que la sous-
tandente AM est égal 4 I'abscisse BK®). On doit tracer la
tangente en M & cette courbe.

Faisons tout ce quon a dit au-dessus, (aprés
avoir tracé ANL) nommons AB =r et AP =g, de |2
AQ=_q-e;demémeQN=m-a;donc
qq+ee-2qe+mm+aa-2ma=(AQq(4>+QNq=
ANq =) BLq ; c'est 4 dire en rejetant (Comme il a été
dit) tout ce qui doit I'étre: qq - 2qe + mm - 2ma
= BLq. D'un autre c6té AQ.QN::AB:BL® clest & dire q -

43



rrmm +Taa-
e.m-anr.BL= M- aussi o 2rrma_BLq - ou bien (ayant rejeté ce qui est
q-e qq+ee—2qe

rrmm — 2rrma
qq-2qe
rrmm—2rrma = q* —2q’e + qqmm —2qqma — 2’ +4qqee—2qmme +4qmae ; aprés avoir
rejefé ce que nous avons dit : ~2rrma = —4q°e - 2qqma - 2qmme ou bien '
rrma —qqma = 2q’e+qmme; ou en substituant m  la place de a, et t & la place de ¢, il vient :
_____mm:l-qmnm —t=PT.
2q" —qmm

superflu) = BLq = qq - 2qe+ mm—2ma. ou bien

rrmim - gqmm = 2q°t — qmmt ou

Sources
Lectiones Geometricae : 1. Barrow 1670

Notes

1-  Suivant la tradition de I'époque, Isaac Barrow cherche a déterminer la sous-
tangente PT.

2:  Comme on peut le vérifier sur les exemples qui suivent, cette régle 1 consiste a
faire un développement limité & l'ordre un. Négliger les termes d'ordres
supérieurs, "qui ne valent rien " revient & confondre la courbe avec sa tangente
entre les points M et N, ainsi que le dit explicitement Barrow quelques lignes
plus loin.

3. Cette figure, dite du triangle caractéristique, est célébre dans I'histoire du calcul
des tangentes. Le triangle MRN & cdtés infinitésimaux est semblable au triangle
MPT dont les cotés ont des longueurs assignables.

4.  Cette condition définie la courbe AMO.

5. APqq signifie AP4, de 1a méme fagon AQq signifie AQ2

6: Se lit AQ est & QN comme AB est 4 BL pour nous clest la

ro ortionﬁg—is-
Proportion ‘aN =~ BL

Traduction libre ; Jean Claude PENIN
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Isaac NEWTON
(Woolthorpe Lincolnshire 1642 - Londres 1727)

Etudiant au Trinity College de Cambridge, il s'intéressa particuliérement & la
Géométrie de Descartes et aux optiques de Képler. Sous I'égide dIsaac Barrow, auquel il
succéda comme professeur & Cambridge en 1669, il avait dés cette date fait de grandes
découvertes en Géométrie et posé les fondements de son oeuvre. 11 en fit état dans le
manuscrit : * De analysis per aequationes numero terminorum infinitas", non publié avant 1711
mais qui circulait parmi ses amis. Newton utilise linfiniment petit & la fois géométrique et
analytique de maniére analogue & Barrow et Fermat et étend son application par le théoréme
du Bindme®, :

En 1671 il présenta son téléscope & miroir ; en 1672 il exposa sa théorie des couleurs
sur la composition de la lumiére blanche.

Dans les "principes mathématiques de la philosophie naturelle” paru en 1687, il jette
les bases d'une nouvelle physique : la théorie des forces centrales et la loi de Il'attraction
universelle.

A la base de son second traité le plus étudié : "Méthodes des fluxions et des séries
infinies", écrit vers 1671 mais non publié avant 1736, se trouve la notion de mouvement

instantané.® 1l y introduit sa notation caractéristique du calcul différentiel (%, ¥, ... ). Ses

procédures algorithmiques sont encore utilisées actuellement.

En 1669 il est élu & I'académie des sciences, dés que cette institution peut admettre en
son sein des savants étrangers. En 1703 il est élu président de la Royal Sociéty et le restera
jusqu'd sa mort. Il eut droit 4 des funérailles dignes du héros national qu'il était devenu dans

son pays.
Le premier texte qui suit est extrait des "Principes":

Newton y développe un point du vue cinématique .Il se défend d'avoir une vision

atomiste. _
Sa conception du nombre est plus proche de celle de Wallis que de celle de Barrow :
un nombre est moins une collection d'unités qu'un rapport abstrait d'une quantité 4 une autre

(rapport incluant les nombres irrationels).

Le deuxiéme texte est extrait de Ia "Méthode des fluxions”.

Dans cet ouvrage Newton considére les quantités variables comme générées par le
mouvement continu d'un point : Il appelle fluxion la quantité proportionnelle au mouvement
générateur et fluente la quantité générée.

1l pose clairement le probléme fondamental du calcul différentiel : la relation entre
deux quantités étant donnée, trouver celle entre leurs fluxions et réciproquement, il considére
le probléme des tangentes comme inverse de celui des quadratures.

las notes sont regroupées page 55.
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PRINCIPES MATHEMATIQUES

DE LA PHILOSOPHIE NATURELLE.

DU MOUVEMENT

DES CORPS.

LIVRE PREMIER.

SECTION PREMIERE

De Ja méthode des premieres & dernieres raifons employte dans
tout cer Onvrage.

LEMME PREMIER.

Les quantitds & les raifons des quantités qui tendent continuellement &
devenir dgales pendant -un semps fini, & qui avant la fir de ce remps
approchent tellement de I'dgalied , que leur différence eft plus pesize
qu'aucune difféirence donnée , deviennene a la fin dgales.

Epaeal 1 on le nie, qu'on fuppofe qu'elles foient 4 la fin inéga- ——
EEASl 1cs, & que leur derniere difiérénce foit D, puifqu'elles woyoerens
=X ne peuvent pas approcher plus prés de Pégalie que ** €°*"
de cetee diffirence donnée D, leur différence ne fera donc pas

Plus petite que toute différence donnée, ce qui eft contre I'hy-

pothéfe,
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S——
Dvu
MOUTEMENT
nxs Conrs,

Ainfi, lorfque dans la fuite je confidércrai des quantités comme
compoftes de particules déterminées, 8¢ que je prendrai pour des
lignes droites de petites portions de courbes; jenc défignerai point
par-i des quantitds indivifibles, mais des quantités divifibles
évanouiffantes; de mémc, ce que je dirai des fommes & desraifons, v
doit toujours sentendre non des particules déterminées, mais des
limires des fommes & des raifons des particules évanouiffantes; &
pour fentir 12 forcc de mes démonftrations, il faudra tonjours fe
rappeller la méthode que j'ai foivie dans les Lemmes précédens.

On peut dire, contre ce principe des premicres & dernieres
raifons , que les quantités qui s'évanouiffear n'ont point de der-
nicre proportion entr'elles; parce quavant de s'évanonir, Ia pro-
portion quelles ont n'eft pas la dernicre, & que lorfqu'elles font
dvanouies , elles n'en ont plus aucune. Mais on pourroit foutc-
nir par le méme raifonnement quun corps qui parvient d'un
monvement uniformément retardé 3 un certain kicu od fon mou-
vement s'¢teint, n'a point de derniere vitefle ; Car, diroit-on, avant
que ce corps foit parvenu A ce lieu, il n'a pas encore fa derniere
vitefle , & quand il I'a atecint, il o'en 2 aucune, puifgualors fon
mouvement eft éreint. Or, laréponfcd cer argument eft facile;

on doit enteadre par la derniere viteffe de ce corps celle avec
laquelle il fe meut, non pas avant d'avoir atteint le lieu ov fon
mouvement cefle, non pas aprés’qu'il 2 aceeint ce lien, mais
celle quil a dans Finftant méme qufil ateeint ce dernier lieu
& avec laquelle fon mouvement cefie. 1l en eft de méme de I2
dernierc raifon des quantités évanouiffantes, il faut entendre par
cette raifon celles qu'ont entr'elles des quantités qui diminuent,
noa pas avant de s'évanouir, ni aprés qu'elles font évanonics,
mais celle qu'elles ont dans lc moment méme qulelles s'évanouif-
fent. De la méme manicre, la premicre raifon des quantités paif-
fanres eft celle que les quantités qui augmentent ont au moment
quelles naiffent, & la premicre ou dernicre fomme de ces quan-
tités eft celle qui répond au commencement ou 3 la fin de leur
¢éxiftence , c'eft-i-dire , au moment qu'clles commencent 3 ang-
menter ou qu'clles ceflent de diminuer.
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11y a une certaine borne que la vitefle d'un corps peut atteindre
d1a fin de fon mouvement, & qu'elle ne fgauroit pafier; c’efk
cette vitefie qui eftla dernicre vireflie du corps. 1t en eft de méme
des limites & des proportions de toutes les quantités qui com-
mencent & ccffent. Comme cette limite eft certaine & définie,
c'eft un probléme trés géoméerique que de la déterminer;car on
peut regarder comme géométriques tous les problémes ou il sagis
de ddterminer avec précifion quelque quantité,

On objettera pent-fre que fi les dernferes raifons qu'one
entr’clles les quantités qui.s'évanouiffent font données, les der-
nieres grandeurs de ces quantitds feront auffi données; & qu'ainfi
toute quantit¢ fera compoflée d'indivifibles, au contraire de ce
qu‘Exclidea démontré des incommenfurables dans le dixiéme Livre
de fes élémens, Mais cette obje@ion porte fur une fuppofition
faufle ; car les dernicres raifons qulont entrelles Jes quantités qui
S'tvanouiffent ne font pas en effet les raifons des dernieres quan-
tités , ou de quantités déterminées & indivifibles, mais les limires
dont les raifons. des quantités qui décroiffent 4 linfini approchent

fans ceflc , limites dont elles penvent toujours approcher plus prés
que d'aucunc diffiérence donnée, qu'elles ne peuvent jamais paf-
fer , & qu'clles ne fauroient anteindre, fi ce n'cft dans 'infini,

On comprendra ceci plus clairement dans les quantités infini-
meat grandes. Si deux quantités, dont la différence eft donnée,
augmentent 3 l'infini , leur dernicre raifon fera donnée, & fera
cerainement la raifon d'égalitd ; cependant les dernieres, on les
Plus grandes quantités aufquelles répond cetee raifon, ne feront
point des quantités données. Donc, lorfque je me fervirai dans 1a
fujte, pour &re plus clair, des motsde quansités évanoxiffantes
de quantités dernieres , e quantités tris pesices , il ne faut pas enten-
dre par ces expreflions des quantités d'une grandeur déterminée,
mais toujours des quantitds qui diminuent 2 I'infini.

— == a —_—=— e —————F__3
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METHODE DES FLUXIONSG.

LVIIL Ainfi dans I'Equation xx = J s fi y repréfente Ia lon- !

gueur de PEfpace décric 3 un tems quelconque, lequel tems un 2u-
tre Efpace » en augmentant d'une viteffe uniforme x méfure & re-

rélente comme décrit, alors 2xx repréfentera la vitefle avec la-
quelle dans le méme inftant 'Efpace y viendra & &tre déerit @ vice
verfa; & c'eft de-lique j'ai dans ce qui fuit confideré les Quantités
comme produites par une augmentation continuelle 3 ]a maniere de
I'Efpace que décrit un corps en mouvement,

LIX. Mais comme nous n'avons pas befoin de confiderer icile
tems autrement que comme exprimé & méfuré par un mouvement
local uniforme , & qu’outre cela nous ne pouvons jamais compa-
rer enfemble que des Quantités de méme genre, non-plus que leurs
vitefles d'accroiffement & de diminution; je n'aurai dans ce qui
fuit aucun égard au tems confideré proprement comme tel; mais
ye fuppoferai que 'une des Quantités propofées de méme genre doit
augmenter par une Fluxion uniforme, a laquelle Quantité je rappor-
terai tout le refte comme {i c’étoit au tems; donc par Analogie
cette quantité peut avec raifon recevoir le nom de tems ; ainfi quand
dans la fuite ‘pour donner des idées plus claires & plus diftin&tes, je
me fervirai du mot Z'ems, je n’entends jamais le tems proprement
pris comme tel , mais feulement une autre Quantité par Faugmen-
tation ou Fluxion de laquelle le tems peut &tre expprimé & mdfuré.

L X, Yappelletai Quantités Fluentes , ou fimplement Fluentes ces .
.Quantités que je confidere comme augmentées graduellement &
indefiniment, je les repréfenterai par les dernieres Letcres de I'Al-
fhabcw, x5 y & £ pour lcs diftinguer des autres quantites qui dans

es Equations font confiderées comme connués & dérerminées qu'on
repréfente par les Lettres iniciales «, &, ¢, &c. &‘]E:rfpréfent.em parles

mémes dernieres Lettres furmontées d'un point v, x,y & £_les vitef-
fes dont les Fluentes font augmentées par le mouvement qui les
produit, & que par conféquent on peut appeller Fluxions. Ainfi

pour la Viteffe ou Fluxionde v je mettrai v, & pour les viteffes
de x, y, X je mettrai x, y R ;Lrefpe_&igemen_t.
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12 METHODE
PROBLEME 1

Etant donnée la Relation des RQuantizés Fluentes, sroucver
la Relation de lewrs Fluxions, *)

SOLUTION.

) Isposez I'Equation par laquelle la Relation donnée eft
D exprimée fuivant les Dimenfions de Lune de fes Quantieds
Flueutes » par exemple, & multipliez fes Termes par une Pro_

greflion Arithmetique quelconque, & enfuite par:’:_ faites cette Opé-

ration {éparément pour chacune des Quantitds Flnentes ; aprés quoi
égalez & zero la fomme de tous les produits , & vous aurez 'E-
quation cherchée.

IL ExempLE L Sila Relation des Quanticds Fluentes x & y
eft X' —ax® +axy — y3 =0, difpofez d'abord les Termes fuivant
x & enfuite fuivant y, & multipliez-les comme vous voyez.

Multipliez x3 —axt  axy—gi| =y axy I'f,:

par E .2 00 Lo Z .1 . o
x x ¥ y ¥
Vous aurez 3.1:'x'- ——2axx ~raxy ] - 3}}‘ =+ ayx *

la fomme des produits eft 3xx* — 24xk -+ aky — 33y2 + ayx, qui
étant égalée & zero, donne la Relation des Fluxions x & yicarfi
vous donnez 2 volonté une valeur 3 x, I'Equation x3 — 4x? -+ ax
~— y3 =0, donnerala valear dey ; ce qui drant détermin ’
Pon aura x:y :: 3P =X 3K e 24X - ay, _

IIL ExeMPLE IL Sila Relation des’Quantitds xy y & xyeft
exptimée par 'Equation 2y3 - x2y— 2672 4-3 922 —2) =0

Multipliez 2y3 4 xx x y <<z JEt2ys gy Rtz aty
— 202 —2a2cyg -1y}
- 3% ., 3z
. . . _-’\, -
par X.o. = 2% 4, - Y
i x z T '
. 3 . . -
Vousaurez 4yys, +I=| iy . | srkibsy—ariy .

(*) Un exemple comenté est donné en ennexe page 108.
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. e e . s . 2! .
dPn-c la Re.lanon dc.s Fluxions %y y & £ eft 4yys+!; =+ 2xxy
gl == GZK Y == LUZ Y =0.

f%f& Mais cyomme&i{ Y a trois %lan:ités Fluentes », y & g, il
faut une autre Equation pour que la Relation entr’elles & encre leurs
Fluxions, puifle &rre entierement déterminde; comme fi Pon fup-
pofe que x -+ J—X=0, I'on trouvera par cette Regle une autre
Relation x < y — =0 entre leurs Fluxions, En les comparant avec
les Equations prééedentes, & chaffant une des trois Quantités, &
aufli I'une des Fluxions, vous aurez une Equation qui déterminera
enticrement Ja Relation de tout le refle.

V. Lorfque dans 'Equation propofée, il fetrouvedes Frattions
complezes, ou des Quantités fourdes, je mets pour chacune autant
de Lettres, & les traitant comme des Fluentes, j'opere comme au-
paravant, aprds quoi je fupprime ces Lettres comme vous le voyez.

VI ExemprLE 1IL gi la Relation des Quantités & y eft
donnde par yy— a4 xV dx — %% = o pour x¥ ae— xx j'écris x;
& jai les deux Equations yy — 44 —x =0, &atxt—xt—z
==0, dont la premiete donnera 25y — z==0 pour la Relation des
Vitefles ou Fluxions y & :{, & la feconde 243xx —4:er-- z,{.-;_

=0, ou i {pour Ia Relation des Vitefles x &z, &

chaflantgon aura 2”—-.‘:"_’%'.1"= o danslaquelle Equation remet-
—tty 4+ vt

Nt XV gg—x, au lieu de £, il vient 39y — =L
. -

= 0 powc
la Relation cherchde entre % & .

Demonfiration de lz Solution,

XIIL Les momens des Quantités Fluentes( c'eft - - dire leurs
parties indefiniment petites, par I'acceflion defquelles, dans des par-
des indefiniment petites de tems, elles font continuellement aug-
mentées) font comme les Viteffes de Ieur Flux ou Accroiffement.

X1V. Sidonc le produit de la Viteffe « par une Quantité inde-

finiment petite ¢, c'eft-d-dire, fi xo repréfente le moment d'une
Quantité quelconque x s les moments des autres v , y, £ feront
sepréfentés par vo,y0, zo, parce que ve , yo , xo, zo font chacuns
commes,y, x,%

XV. Puis donc que les moments comme x0 , yo font les ac-
ceffions ou augmentations indefiniment petites des Quantités Fluen-
tes x & y pendant les indefiniment petits intervales de tems, il fuit
que ces Quantités x & y aprés un intervalle indefiniment perit de

tems, deviennent x ~f~x0 & y—4-yo, & par conféquent I'Equation
quien tout tems exptime également Ia Relation des auantités luen-

tes, exprimera Ja Relation entre » -+ s & y + jm tout aufli-bien
qu'ent.re x & y;.ainﬁ on peut fubflituer dans la méme Equation

= x0 & y~+yo, au lieu de x&_y.
XVL Soit donc'Equation donnée quelconque x3 — ax* - dxy

=~y =0 je fubflitue x 4~ %0 pour x, &y -4~ yo poury, & j'ai

X = 3X0XY b 3X200K ~pa 2103
B AKX e 240X — £X300
e dxy == f;ca] —|-¢j:ax . -l-a.;cfu
=)} m=3yoyt e 3y200y ~—yios
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X VII. Maintenant j'ai pac la fujpoﬁtion XY A6 o qxy — 43
=0, jefface donc ces Termes dans I'Equation précedente, &
ayant divifé par o tousles Termes qui. reﬁent,_ Jaurai 3xxt — 24x% -
"l-lay—- 3}9;: ot 3;¢=ax —4:}_.:0 = Ayx — 3yioy o X302 o= ‘;‘jﬂ
~— y30* = 0. Mais comme ¢ a di &tre fuppof¢ infiniment petit ,

pour pouvoir repréfenter les momens des Quantités, les Termes
qu'il multiplie font nuls en cor.nparalfgn des autres, je les rejette

donc; & il me refle 3.x* —— 24 < 2y 4~ 2yx — 3)y*= 0, com-
me ci-deffus dans Exemple premier. .

XVIIL. On peur obferver ici que les Termes qui ne font pas mul-
tipliés par » s'évanoiiiffent roujours, comme aufli ceux qui fonr mul-
tipliés par ¢ élevé A plus d'une Dimenfion, & que le refie des Tere
mes étant divifé ‘{a: o acquiert la forme qu'il doit avoir par la régle
prefcrite ; & c'eft ce qu'il falloit prouver,

XIX. De ceci bien entendu fuivent aifément les autres chofes
comprifes dans la régle, que dans I'Equation propofée il peut fe troc-
ver plufieurs Quantités Fluentes & que les Termes peuvent érre
multipliés non feulement par le Nombre des Dimenfions des Quan-
titds Fluentes , mais auﬂf par d'autzes Progreffions Arithmetiques
quelconques ; enforte cependant que dans I'Operation il y aitla méme
difference , & que la Progreflion foit difpofgc felonle méme ordre
des Dimenfions. Ces chofes étant admifes , le refte qui eft compris
dans les Exemples 3, 4 & 5, fera affez clair.

PROBLEME 1V,
Tirer les Tangentes des Courbes,

PREMIERE MANIERE

1. N peut tirer les Tangentes différemment , felon les diffé-
rentes Relations des Courbes aux Lignes droites, & pre-
mi?cmentrfoi: BR ur;e Ligne ;llroitc )
Ordonnée fous un Angle donné 3 une
autre Ligne droite AB; prife pour Bafe T‘%
ou Abfcille, & foit BD terminée dune -
Courbe ED. Faites mouvoir certeOrdons
née & faites-lui parcourir un Efpace in-
définiment petit & parvenir 4 44. Elle
aura augmenté du Moment ¢4 , tandis
que AB aura augmenté du Moment B4,
auquel D¢ eft égal & parallele. Prolongés Dd jufgu'd ce quelle
rencontre AB en T , cette Ligne touchera la Courbe en'D oud,
& les Triangles dcD, DBT feront femblables ; ce qui donne TB :
BD :: Dcou Bé : cd, ,

IL La Relation de BD 4 AB eft donnée par PEquation 4 la
Coutbe ; cherchez par le Prob. 1. la Relation des Fluxions , &
grenez TB 2 BD dans le Raport de la Fluxion de AB 2 Ia Fluxion
e BD ; la Ligne TD touchera la Courbe au Point D.

N
T AE B} o
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IIL. ExemPLE. 1. Nommant AB , x & BD, y , foit lgur
Raport x3 == axt ~axy— y3 = o. Celui des Fluxions fera 3x«*

— 24KX == AXY vi= AYX — 3};3 = o. Ainfi x y £y 3xx?'— 24x
woay i3yt —— ax:: BD (y): BT. DoncBT=”T’_Llﬁ—‘;;
Etle PointD & delalesLignesDB & AB ou x &y érant données,lalons

gueur BT fera donnée , ce qui détermine fa Tangente TD.

I'Y. Mais on peut abréger I'Opération ; faites les Termes de PE-
quation propofée égaux 3 zero-, multipliez-les par les nom-
bres des Dimenfions de I'Ordonnée , & mettez le Réfultar au
Numerateur ; multipliez enfuite les Termes de la méme Equation
par les . nombres des Dimenfions de I'Abciffe , & mettez le

produit divifé par IAbcifle au Dénominateur de la Valeur de BT,
& prenez BT ducdté de A, fi (a2 Valeur eft pofitive , & du coed
oppofé fi fa Valeur eft négative.

V. Ainfi PEquation X1 — axr ~+ d;y -—_;! == 0, étant muld-

plice par les Nombres du deﬂ'usz, donnexdxy — 3y% pour le Nume-
rateur ; & multipliée par les Nombres de deffous & divifée par x ,

-gonne 3%* == 24x = ay pour le Dénominateur de la Valeur de
T.

V L Ainfi FEquation y3 —— byt we cdy ot béd —j= dxy = 0,
qui défigne une Parabole du fecond genre par le moyen de laquelle
.D:[mrm conftruifoir les Equations de fix Dimenfions, Voyez fa
Geometrie pag. 41. Edit. & Amflerdam 1659. donne A I'Infpeétion

39 = 36y = edy o day pry_ by ==

VIL Et de méme 4* — -;-x= ~= y% = 0, qui défigne une EL.

lipfe dont le Centre eft A, donne =23, ou 7 == BT, & ainfi

q
des autres.

VIIL Vous pouvez remarquer qu'il n'importe de quelle gran:
deur foit l’AnglePd'Ordination ABD. 4 sun

54



Notes :

1:  Pour déterminer une aire, & l'inverse de ses prédécesseurs, Newton ne fait pas
une somme d'aires infinitésimales mais il détermine d'abord l'accroissement de l'aire et trouve
ensuite l'aire elle méme qui est pour nous l'intégrale définie de la fonction représentant
l'ordonnée: Soit une courbe donnée de sorte que l'abscisse soit x et l'ordonnée y, l'aire est

m+a

ax ® . Six augmente d'un infiniment petit o (notation de James Gregory) la

Z=
m+n

m+a

a.(x+o)T. Dans cette expression

) . n
nouvelle abscisse est x+o et laire z+o0.y=
m+n

appliquons le théoréme de bindme, divisons par o puis négligeons les termes contenant encore
m mH
0. On obtient y=a.x". Ainsi si l'zire est donnée par z =

.ax alors la courbe est

m+n

définie par y = a.x: et réciproquement.

2:  Newton considérait toute tentative d'explication de la notion de mouvement
instantané comme liée & la métaphysique.
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G. W.Leibniz
Leipzig 23 Juin 1646 Hanovre 14 Novembre 1716

Né & Leipzig d'un pére professeur de droit et de morale il acquiert un culture
d'honnéte homme . Il slintéresse & 'histoire , puis étudie la jurisprudence, 12 théorie du droit 4
Altdorf et s'initie & Ia chimie chez les Rose-Croix.

En 1666 il publie. "De ante Combinatoria® qui contient les permutations, les
combinaisons: "cum3natio”. 1l n'utilise pas n!. Si 'apport de cet ouvrage est modesteil n'yen a
pas eu d'autre sur le méme sujet jusqu'd la théorie des groupes: Leibniz approche fort les
notions d'idéal et de treillis.

En 1670, il se déclare philosophe et prend la défense d'Aristote et de St Thomas
contre les scholastiques.

En 1671 il publie deux traités de mécaniques: f'un dédié & I'Académie des sciences de
Paris, l'autre & la Société Royale de Londres.

Envoyé en France en 1672 pour convaincre Louis XVI d'entreprendre la conquéte de
I'Egypte, il échoue dans sa mission, mais rencontre Huyghens, Arnauld et étudie Pascal. 1
continuera de mener une carriére politique & travers I'Europe.

Aprés avoir rencontré 4 Londres en 1673 le chimiste Robert Boyle ainsi que le
secrétaire de la Société Royale il invente le calcul différentiel dont il fixe les régles.

L'ambition scientifique cohabite chez lui avec I'ambition métaphysique et le calcul
infinitésimal lui sert d'argument philosophique.

L'infini mathématique présuppose un infini de nature spirituel; il requiert Dieu comme
cause et comme modele, il est expliqué par Dieu et l'exprime.

La polémique sur la priorité de l'invention du calcul infinitésimal entre Newton et
Leibniz empoisonnera la fin de la vie de Leibniz.

On lui doit les notations actuelles du calcul différentiel: "| "; "dx" qui seront
adoptées méme en Angleterre dés le XIX € siécle.

*
¥ %k

Le texte ci-dessous est extrait de la revue:"De acta eruditorum” de Leipzig fondée en
1682 (par Otton Mecke). Leibniz contribuera a la fondation de cette revue, il y voyait
I'équivalent d'un collége de savants. Un grand nombre d'articles mathématiques que Leibniz y
fera paraitre mettent en oeuvre le calcul différentiel.

Dans l'extrait proposé Leibniz est volontairement formaliste présentant les résultats
::lomn;e des algorithmes qui se justifiaient par eux-mémes (11 s'est expliqué ailleurs plus en

étail).

Son génie est ici d'expliciter et de formaliser la liaison opératoire percue depuis
longtemps entre I'établissement des tangentes et le calcul des quadratures.

Se réclamant d'Archiméde plutét que de Descartes il utilise la notion de fonction qu'il
substitue & celle d'équation; une fonction est pour lui une correspondance entre éléments
quelconques appartenant & des multiplicités données. On voit chez lui la naissance de lidée
d'isomorphisme.

Pour lui, les infiniments petits sont des "choses idéales ou fictions bien fondées",
(analogues aux racines carrées des nombres négatifs) : si la mesure d'une quantité désignable
est la somme des ses parties, linfinitésimale, quantité évanouissante p'est ni une partie, ni une
somme de parties mais une rigle de variation qui permet de déterminer des grandeurs
désignables.
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NOUVELLE METHODE POUR LES
MAXIMA ET LES MINIMA.

et de méme pour les tangentes,
ni aux quantités fractionnaires,
" et un genre de calcul pour eux.

D'aprée les Actes des Savants de Leipaig de l'an 1664 ¥I) .

Fl=3 Y

D

[~ AN\ J/

ey * Z
c
M L
\ X

2V Wi Y

Fig. 29
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qui ne s'oppose
ni irrationnelles,

Soit l'axe AX,et plu-
sieurs courbes, comme VV,
WW, YY, ZZ,8ont les ordon-
ndes normales 2 l'axe, VX,
WX, ¥X, 2X, qui solent ap-
pelées respectivement v,w,
y, z ; et que l'absclsse
elle-méme AX depuis l'axe
soit appelée x.Soient VB,
We, YD, ZE, les Tangentes
allant & la rencontre de
1l'axe respectivement aux
points B,C,D,E. En outre,
qu'une certaine droite pri-
se 4 volonté soit appelée
dx; et que la droite qui
solt a dx, comme v { ou ¥,
ou y, ou z) est & XB { ou
XC, ou XD, ou XE) (NII),
soit appelée dv{ou dw, ou
dy, ou dz,soit la différen-
ce des v mémes(ou des w mé-
mes,ou des y, ou des z).
Cela étant posé,les r&gles
du calcul seront telles.

Soit a une quantité
constante donnée, da sera
égal & 0, et dax seraédgal
3 adx: si y est fait égald
v(ou l'ordonnée que tu veux
de la courbe YY égale &
1'ordonnde gue tu veux cor-
respondant & la courbe W),
dy sera égal A dv. Mainte-
nant 1'Addition et la
Soustraction : sl z -y +
w+x est fait égal 3 v,

d z—y+wtx ou dv sera &gal
a dz- dy+dw+ dx. Multipli-
cation : d xv sera égal A



NOUVELLE METHODE POUR LES MAXIMA.

xdv + vdx, ou y &tant posé égal A xv, dy sera fait xdv + vdx. Car i1 est &
volonté d'employer ou la forme comme xv, ou par abréviation une lettre pour
elle comme y. On doit noter que x et que dx sont traités de la méme fagon
dans ce calcul, comme y et dy, ou une autre lettre indéterminée avec sa daif-
férentielle. On doit encore noter que le retour de la différentielle a
1'équation n'est pas toujours donné, si ce n'est avec une certaine précau-
tion dont [nous parlerons] ailleurs. Ensuite Iz Divigion dl’i ou (z étant

posé égal & -;5, dz sera égal 2 .t_vdyyy_q-yﬂ .

Quant aux Signes, ceci est A beaucoup noter : lorsque dans le
calcul est substituée pour la lettre, simplement sa différentielle, certes
les mémes signes sont A conserver, et pour +z, écris + dz ; pour -z, écris
-dz ; comme i1 apparalt de l1'addition et de la soustraction posées un peu
avant ; mais quand on en vient A& l'explication des valeurs, ou quand est
considérée la relation de z méme & x, alors il apparalt si la valeur Qe
dz méme est une quantité positive, si elle est plus petite que rien ou
négative : et ensuite quand cela est fait, alors la tangente ZE est menée
depuls le point 2, non vers A, mals dans les parties contraires ou en
dessous de X, ce qui est alors quand les ordonnées elles-mémes décrolissent,
les x ¢roissant. Et parce que les ordonnées elles-mémes maintenant croissent,
maintenant décroissent, dv sera maintenant une quantité positive, mainte-
nant négative, et dans le premier cas la tangente ,V .B est menée vers A ;
dans le suivant ,V oB vers les parties adverses : d'autre part ni 1l'un ni
1'autre n'est fait dans le milien vers M, moment ol les v mémes ni ne crois-
sent ni ne décroissent, mails elles sont en repos, et pour cette raison dv
est fait égal A 0, ol la quantité n'importe en rien, n'est faite ni pesitive
ni négative,car + 0 égale-0 : et en ce lieu v méme, c'est-a-dire 1l'ordonnée
LM, est maximale ( ou minimale sl elle tournait la convexité vers 1'axe),
et la tangente & la courbe en M n'est pas conduite au-dessus de X vers les
parties A, et 13 approche de l'axe, ni en dessous de X vers les parties con-
traires, mais elle est paralldle A l'axe. S1 dv et dx sont égaux, la tan-
gente fait un angle demi-droit & l'axe. Si les ordonnées v croissant,leurs
accroissements ou différences dd v croissent (ou si les dv étant positifs
les différences des différences ddv sont positives, ou négatifs, négatives),
la courbe tourne la convexitd vers l'axe ; autrement, la comequité : ol
assurément 1'accroissement est maximum, ou minimum ; ou quand les accroisse-
ments sont faits croissants A partir de décroissants, ou contrairement, 1a
est un point de flexion contraire, et la concavité et la convexité se per-
mutent entre elles, presque, et 1A ol les ordonnées seraient faites dé-
croissantes A partir de croissantes, ou inversement, alors en effet la conca-
vité ou la convexité persisterait : d'auytre part que les accroissements con-
tinuent de croftre ou de décroitre, de plus que les ordonnées solent faites
décroissantes A partir de croissants, ou le contraire, ce ne peut &tre fait.
C'est pourquoi un point de flexion contraire a lieu, quand ni v ni dv ne pa-
raissant 0, pourtant ddv est 0. D'od encore le probléme de flexion contralire
n'a pas deux racines égales comme le problime du maximum, mais trols.Et tout
cela certes est attaché 3 1l'emploi correct des signes.

Parfois d'autre part les Signee & employer sont ambigus, comme
récemment dans la division, A savoir avant qu'il soit reconnu comment 1ls
devraient &tre délivrés. Et certes si les x croissant, les creissent
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NOUVELLE METHODE POUR LES MAXIMA,

(décroissent), les signes ambigus dans d%ou dans —= "d;’; Y&V a403vent
8tre ainsi délivrés, afin que cette fraction soit faite une quantité posi-
tive (négative) . D'autre part ¥ indique le contraire de t+ méme,de sorte
que si ceci est fait + cela est fait - , ou l'inverse. Plusieurs ambigultés
peuvent se présenter dans le méme calcul, que Je distingue par des paren-

th2ses, par exemple si ly’. + Az" +% était égal A w , 11 arriverait

- . + -
S dey; de + (%) ?dzzi"-'.) zd}' + {({£)) xdvv‘(r("'” vdx = dw , d'ailleurs les
ambiguités issues des divers termes seralent mélangées. Ol i1 doit &tre noté
que le signe ambigu supporté en soi-méme donne + ,dans son contraire il donne
- , dans l'autre ambigu il forme une nouvelle ambiguité dépendant des

deux.

Puissances : dx* = ax® ! d%, par exemple dx® = 3x? dx .-d-;—a- -

- xar; ¢ par exemple 81 W est fait égal a 3 dw sera fait - 5

Racines : d xa =%dx xa-db  (De 12 d‘? Y = dy .

2 ﬂ Y
en effet dans ce cas a est 1 et b est 2 ; donc % v xa-b est% vyl ¢

d'ailleurs Y~' est le méme que % , d'aprés la nature des exposants de la
1 - adX

\q'— 1
progression Géométrique et 1 est —); d N
\:f Y v ¥a b xb+a

Y

D'autre part il aurait suffi de la rigle des puissances entidres tant pour
les fractionnaires que pour les racines 3 déterminer, car la puissance est
faite fractionnaire quand 1l'exposant est négatif, et est changde en racine
quand l'exposant est fractionnaire : mais j'ai mieux aimé déduire moi-méme
ces conséquences que les laisser i d'autres & déduire, puisqu'elles sont
tout A fait générales et se présentant souvent, et qu'il vaut mieux velller
A la facilité dans une chose par soi embarrassée.

De cecl connu comme Algorithme , que je dise ainsi, de ce cal-
cul que j'appelle différentiel , toutes les autres égalités différentielles
peuvent &tre trouvées par un calcul commun, et les plus grandes et les plus
petites, et de méme les tangentes sont tenues, de telle sorte qu'il n'est pas
nécessaire d'enlever les fractionnaires ou irrationnelles, ou autres chaines,
ce que pourtant il fut A faire selon les Méthodes jusqu'ici montrées. La dé-
monstration de toutes [ces formules ] sera facile pour qui est versé dans ces
choses et considérant ceci non assez examiné jusqu'ici , que dx, dy, dv, dw,
dez mémes peuvent &tre tenus pour proportionnels aux différences de x, ¥, V,
w, z eux-mémes (dans leur succession), solt aux accroissements, soit aux.di-
minutions passagers. D'ol il est fait que son équation différentielle peut
&tre écrite comme une équation proposée guelconque, ce qui serait pour le
membre que l'on veut (ce qui est pour la partie qui concourt A établir
1'équation par la seule addition ou soustraction) 2 gsubstituer simplement la
quantité différentielle du membre, de plus pour une autre quantité { qui elle-
mdme n'est pas un membre mais concourt au membre A former), sa quantité dif-
férentielle en employant son membre pour la quantité différentielle d former,
non certes simplement, wmais selon 1l'Algorithme jusqu'ici prescrit -

60



NOUVELLE METHODE POUR LES MAXIMA.

Assurément les Méthodes éditées jusqu'icl n'ont pas un tel passage, car or-
dinairement elles emploient une droite comme DX cu une autre de ce.mode, non
assurément une droite dy qui est une quatridme proportionnelle & DX, XY, dx,
mémes, ce quil trouble toutes les choses ; de la elles prescrivent d'Ster d'a-
bord les [quantités] fractionnalres et irrationnelles (qul s'avancent indéter-
minées), il est visible encore que notre méthode est étendue aux lignes trans-
cendantes quli ne peuvent 8tre amenées vers le calcul Algébrique ou quil ne sont
d'aucun degré déterminé, et cela par un mode universel, sans aucune supposi-
tion ne s'avangant pas toujours par un mode qui soit général : trouver la
tangente, est mener une droite qui joint deux points de la courbe ayant une
distance infiniment petite, ou le c5té 4'un polygone d'un nombre infinl d'an-
gles, ce qul pour nous est équivalent & une courbe. D'autre part cette dis-
tance infiniment petite peut &tre toujours exprimée par quelgue différentiel-
le connue comme dv ou par une relation a elle-méme, ce qul est au moyen
d'une certaine tangente connue. En particuliler si y était une quantité trans-
cendante, par exemple l'ordonnée d'une cycloide, et que celle-ci s'avangét
vers le calcul, dont l'cordonnée z serait déterminée par le moyen d'une autre
courbe , et que dz soit cherchée, soit la tangente 2 cette seconde courbe au
moyen d'elle, dans tous les cas dz serait & déterminer par dy ; d'autre part
dy serait tenu parce qu'est tenue la tangente i la cyclolde. En outre la tan-
gente elle-méme de la cycloide, si elle n'étalt pas encore possédée,pourrait
étre trouvée d'apr2s la propriété donnée des tangentes du cercle.

NOTES DU TRADUCTEUR.

Nouvelle méthode pour les maxima et les minima :

NI : Titre d'un journal fondé en 1682 par 1'érudit allemand
Othon Mencke, né 2 Oldenbourg en 1644, mort a Leipzig en 1707, professeurlde
morale & 1'Université de Leipzig. Il forma le projet de publier un journa

critique ot serait donnée 1'analyse de tous les ouvrages importants qul pa-

rattralent en Europe, et qui prit le titre : Acta eruditorum Lipxensium .

Grice A 1l'exactitude de ses travaux et & 1l'autorité qu'ils avalent dans le
monde scientifique, le journal jouit d'un grand crédit et prospéra pendant
un si2cle. C'est 1A ot Leibnitz fit paraitre la plupart de ses travaux scien-
tifiques. La Nouvelle Méthode pour les maxima est le premier écrit dans le-
quel Leibnitz falt part de sa découverte du calcul différentiel.

NII : Le texte original porte manifestement ici une erreur en
mettant VB pour XB WC pour XC ... J'ai rectifié. D'ailleurs Leibnitz le si-
gnale lui-mime dans la petite note des actes de 1695.
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Jean LE ROND D'ALEMBERT
( Paris 1717 - 1d. 1783 )

Ses rechercheg en mécanique, acoustique et en astronomie le condui-
sirent a approfondir et 2 perfectionner les outils de 1'analyse. Il fut
le premier & utiliser un développement de Taylor avec reste explicité
sous forme d'intégrale et & 6tudier un exemple d'équation aux dérivées
partielles. Parmi ses oeuvres importantes il faut aussi citer son traité
de dynamique et ses travaux sur les nombres complexes. I1 entra 4 vingt-
trois ans & l'académie des sciences et collabora jusqu'en 1759 & la
Grande Encyclop&die ( Discours préliminaire et nombreux articles scien-
tifiques ).

Le texte suivant est 1'article Tangemte de la Grande Encyclopédie.
Sa clarté et sa concision montrent les préoccupations pédagogiques de
d'Alembert. I1 définit d'abord la tangente comme position limite d'une
sécante et s'intéresse ensuite 34 la tangente au cercle et aux conlques
aprés avoir rappelé la définition de celles-ci. Enfin 11 décrit 1l'usage

du calcul différentiel dans la recherche des tangentes.

* *

TANGENTE , f. fi ( Géometris ) menez & I
courbe M 8. ( planc, Geom, fig. 241) une fécanic
Mm V qui la conpe en M & m; faites tourner
cetre fécante autour du point M julqu'd ce que
Ic point m tomhe fur le point M la ligne MmV
parvenue 4 fa dernidre pofiion MV ell une
fangente,

Si la courhe a une inflexion , fig. 242, Ou un
yebrouffement , fig. 243 5 la ligne MV’ pourra
&ire cn méme-tems fangente & fécante, & apris
avoir touché la courbe en M, aller la couper
en R..

Dans les élémens de Géomeiric on ne s'occupe
guéres que de la tongente an cercle. On y dé-
montre que cette tangente eff perpendiculaize an
rayon. Effe@ivement, foit la lighe DE, fig.-244
perpendiculaire en A{ aw rayon MC de la cir-
conférence M F G. Cc rayon &ant perpéndiculaire
4 D E fera Ja plus courte de toures les lignes
qul y aboutiffent du point €. Si donc on méne
Tes lignes DC & €E, ccs li%es éiant. plus

randes que M €, los points D & E feront
ors du cercle, & comme on peut dire la méme
chofe de tour autre point, tous les points de la
ligne D M. font hors du cercle excepeé le point
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)

(2)

(3

TAN

M , qui eft fur la circonférence méme 3 donc cette
ligne eft angente.

Si'd’'un méme point D on méne une tangente
MD & upe ficanie D F G an cercle; larangente
efl moyenne propértionnclle entrc la féconte en-
titre & fa partie extdricure ; car fi on méne les
Yignes F M & G M. les triangles F D M &
ﬁ MG ferotit femblables , parce que Iangle
D cft corrmun; de plus les angless DM F &
DG M font, chactin; mefurés par Iz moiti¢ dé
Vac F M, don D G: DM=D M:DF,

La portion M E de la tangente au point M
extrémiré de Parc-MT, comprifc enire ce poine
M & le rayon prolongé qui. pafle par le point
I, autre exerdmité de cor arc, s’apfcllc tangtnte
de I'arc M I on de l'angle M € I mefuré par
cet arc. Poyeg Sinus.

Tangenses des fedions conigues.

Si du point M de la parabole AM, fig. 245,
on ménepdeux lignes , r;’une FM a ('of:l fo;tsr,
Faurre M V qui rencontre (a diveétrice , perpen-
diculairement en ¥, ces lignes funt égales, Veyeg
CoNiQuE 2T PanaROLE.

Cela pafé, je disque la ligné MY qui divife
I'angle

P e - ma ey e e

MF en deux pariics égales ell eangente ;

& la parabole au point M. Pour le démontrer, :

il fuffit de faire voir que rout poinr de la ligne

M Y m autre que le point M, m par cxemple, .

et hors de la parabole relativement au foyer,
Menez de ce point m les lignes m¥
pendiculaires fur la direélrice: & mF; mV =

, mK per-

mF; donc m K eft <m F; donc_le point m neft .
pas & la parabole; donc l'interfeélion de K m
avec la parabole eft de l'autre cdté. du point m

relativement an point XK.

Si du point M de 'llipfe , fig. 246, on méne
les lignes MF & M f aux foyers F, f, Ia fomme
de ces lignes fera conflanic & égale an grand arc,
Voyeg CoNiQuE.

Cela pofé, je dis que la ligne M I” qui divile
en doux partics égales le fupplément de ['angle
FMf cﬁ tangente , j€ fupprime- la déinonflra-
tion , parce quclle efl la méme d-peu-prés que
pour Ia parabole.

Si dn point M de Vhyperbole, fig. 247, on
méne les lignes MF & M f, anx foyers F, f,
Ia difl¢rence de ces lignes efl conflanic & dgale
A l'axe des foyers. Voyeg ConiQue.

Cela. poft, je dis que la ligne 2 Y qui diiife
en deux parties égales Vangle F A f efl eangente
mime démonflraton que ponr 'cliipfe. '

Archiméde a aufli décerminé la tangente de (a
fpirale, par des moyens puifés dans I'ancicnne
Géometrie , fur quoi. voyey fes: @uvres.,, édition
de Barrow.

1es notes sont regroupées page 66.
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Ces courbes font a-pen-prés lcs feules dont
on- puiffe’ ainfi trouver les tangentes; ponr les
autres , il faue employer le caleul différentiel ou
une méthode analogue , moyenrant yuoi le pro-
blime n'a aucune difficulié, quand. Péquation de
la courbe eft donnée d’nne manidre quelcongue,
Veyey I Analyfe des Infinimeas petits dia anarquis
de f'(HoPiml, qui ne laiffe prefque rien & defirer
fur cette matidre.

Noug parlerons ici de deux cas feulement qui
fe rencontrent le plus fouvent, celui ot i’équarion
de la courBe cft donnée cntre des coordonnées
paralléles A deux. lignes données,, & celui.adl les

roordonnde; fout, ta diftance du point indéterminé
de 1a courbe & un point fixe, gz la diftance an-
gulajte de ce point -4 une ligne donnée.
Menez & "axe APp (fig. 241), les lignas MP
& mp paralidles entr'elles , & 'par {2 point AL MR
aralléle d AP; foit AP z=x PMz=y; p=ax;
m== Ay (A eft |2 cara&eriftique des difiérencei
ﬁniesf)', rprolongez la fécante MV & ia tangenre
MV julqu'i ce qu'ellesréncontrent I'ase d¢s z en'0
& en T, vous aurez évidemment la fous-ficante

PO=y :L;-, donc quand le point m vient 4 toniber
{uc le point A, la fous-tangente PT =y ‘% .

ydz P =

: ey
. Si les coordonnds crolent perpendi-

. x!
Soity* = —— on aura

sax — xt
=T

ou

H ﬂ—_- x
calaires enfrelles
dz Diocles.

Menez au point fixe P, fig. 248, les ordonnées
PM, Pm; décrivez I'abiciflfe circulaire A Nn,
qui ait pour centre le point P, & pour origine
Ie Fbin: A4, plact {ur unc ligne 4P donnée de
policion ; menez la perpendiculaire MS fur Pm;
& ddcrivez 'arc M R qui ait pour cere le poirit
P; prolongez la fécante ALV & la angante’ MY
jufqu'a ce qu'elles reccontrenten O & I° des per-
pendiculaires menées fur Pm & PM; celd pold,
}oit AP=PN=tr, AN=zx; PM=y, on

aura Sm=y ( :.—_‘_:gr.‘;_) +ay, & MS=y

, cette courbe feroit la ciffoile

fin. -A—-:°;‘ dofic 1a fons-{écante P Oz=....0.. ...
ax
(y*+yay)fin—

y.(iz-col'.er—‘)-ka_y
2 tomber fur le point M, la fous-tangente P T'=

. Dorc guand le point m viert

!.‘.d’

rdye

. ent N L ¥ R mxd
Soit y==mz, on atra "r—d}- on PT=—,

fim=le ra[':’port du ra{on 4 la circonférence,
certe courbe fera la (pirale d’Archiméde.
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- ,l(f//ft_% (///V//(U, Livoumetyre .

Notes :

(1) : L'auteur prouve que la perpendiculaire en M au rayon est tangente
au cercle au sens "euclidien" du mot ( la droite n'a qu'un seul point
commun avec le cercle, tous les autres points ‘de la ligne sont hors du
cercle ). Il n'utilise donc pas la définition qu'il vient de donner en
début d'article. La démarche sera identique pour les tangentes des sec—
tions coniques.

(2) : Il faut admettre que la parabole sépare le plan en deux régions,
1'une of mF > mK, 1'autre od mF < mK, La méme supposition sera faite
pour les autres coniques.

(3) : La démonstration est donnée en annexe.

(4) : Pour la définition de la cissoide de Dioclés cf annexe.
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Annexe 1 :
Tangente & 1'ellipse

M est un point de 1l'ellipse de
foyers F et £, et de grand axe 2a.
Sur la droite FM et & 1l'extérieur de
1'ellipse, on place f' tel que :
Mf=Mf'. m est un point autre qué¢’ M
de la bissectrice extérieure de
1'angle FMEf.

On a alors : mF+mf = mF+mf' ;
mF+nf! > MF+ME' et MF+Mf = 2a. Par
conséquent wmF+mf > 2a., Ce qui prou-

ve que m est un point extérieur &

1'ellipse.

Annexe 2 :
La Cissoide de Dioclés (fin du II°siécle av.J.C.)

Sont donnés un cercle (C) de diamdtre AB=2a et sa tangente (T) en B.
La demi-droite Az recoupe (C) au point Q et coupe (T) en L. On place le
point M tel que : AM = QL. La cissoide de Dioclés est la courbe décrite
par M lorsque Az tourne autour de A.

Ayant choisi un repére orthonormé direct d'origine A dans lequel
B a pour éoordonnées (2a;0), posons M(x;y) et m = tan(ﬁf,iﬁ). On a alors
L(2a;2am) et Q(2a/(1+m?);2am/(14m*)) ; D'od la représentation paramé-
trique de la cissoide : x = 2am”’/(l4m") et y =mx avec me€R

En &liminant le paramétre m, on obtient 1'&quation cartésienne de la

cissoide : x(x*+y’) = 2ay®.
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Augustin-Louis CAUCHY
( Paris 1789 - Sceaux 1857 )

D'abord ingénieur des ponts et chaussées, il se consacra entiére-
ment aux mathématiques dés 1813 et devint professeur & 1'é&cole polytech-
nique, & la faculté des Sciences, et en 1816, académicien. Il exerga une
véritable hégémonie sur les math&matiques francaises & partir des années
1820 jusqu'a sa mort. Son oeuvre couvre de nombreux domaines des mathé-
matiques et de la ‘physique methématique. Il créa la théorie des fonc-
tions d'une variable complexe et fut un des fondateurs de la théorie des
groupes finis. Il montra 1'importance de la convergence des séries enti-
dres et précisa la notion d'intégrale définie. Son influence fut décisi-

ve pour l'introduction de la rigueur en analyse.

Les textes suivants sont extraits de son cours d'analyse donné &
1'école royale polytechnique, paru en 1821. Les concepts de base du cal-
cul infinitésimal y sont définis suivant un plan que 1'on retrouve enco-
re dans les manuels actuels : 1imite,'continuité. dérivée, différentiel-
le. La dérivée est définie par la limite du taux d'accroissement et Cau-
chy distingue les notions de différentielle et de dérivée avant de faire
1'identification entre y' et dy/dx. La tangente apparait comme position
limite d'une corde & 1'occasion d'un probl2me d'application des dérivées

( sixidme legon ).
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COURS D'ANALYSE.

RESUME DES LECONS

DONNEES A L'£COLE ROYALE POLYTECHNIQUE

Par M. AvcusTiN-Louis CAUCHY.

CALCUL INFINITESIMAL.

PREMIERE LEGON.

Des Variables, de leurs Limites , et des Quantités infiniment petites.

O~ nomme quantité variable celle que Y'on considére comme devant
recevoir successivement plusieurs valeurs différentes les unes des autres:
On appelle au contraire quantité constante toute quantité qui regoit une
valeur fixe et déerminée. Lorsque les valeurs successivement attri<
buées & une méme varisble s'approchent indéfiniment d'une valeur fixe,
de manitre & finir par en différer aussi peu que I'on voudra, cette
derni¢re est appelée Ia Jimite de toutes les autres. Ainsi, par exemple, la
surface du cercle est la limite vers laquelle convergent les surfaces des
polygones réguliers inscrits, tandis que le nombre de leurs cdtés croft
de plus en plus; et le rayon vecteur, mené du centre d'une hyperbole &
un point de fa courbe qui s'éloigne de plus en plus de ce centre, forme
avec ['axe des x un angle qui a pour limite Iangle formé par I'asymptote
avec le méme axe; &c..... Nous indiquerons fa limite vers laquelle

converge une variable donnde par {'abréviation Jim. placée devant cette
variable.
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La premiére lecon se poursuit par 1'étude de deux exemples :
"1imites dont s'approchent indéfiniment les deux expressions variables
(sinx)/et, (1+of)1/“, tandis que « converge vers zéro", selon les propres
termes de Cauchy.

Flle se termine par les deux paragraphes suivants ol Cauchy iden-
tifie une quantité variable de limite zéro avec un infiniment petit.

* *

Lorsque les valeurs numériques successives d'une méme variable
décroissent indéfiniment de manidre & s'abaisser au-dessous de tout
nombre donné, cette variable devient ce qu'on nomme un infinimen
petit ou une quantité infiniment petite. Une variable de cette espéce a
zéro pour limite. Telle est la variable « dans les calculs qui précedent.

Lorsque fes valeurs numériques successives d'une méme variable
croissent de plus en plus, de manitre & s'éjever au-dessus de tout
nombre donné, on dit que cette variable a pour limite linfini positif
indiqué par le signe oo, sl s'agit dune variable positive; et linfini
négatif indiqué par la notation — oo, s'il s'agit d'une variable né-
gative. Tel est le nombre variable # que nous avons employé ci-dessus.

La deuxidme lecon est consacrée & la continuité, nous n'en donnons

pas d'extrait.

[



COURS D'ANALYSE.

TROISIEME LEGON.

Dérivées des Fonctions d'une seule Variable.

LorsQuE la fonction y==f(x) reste continue entre deux limites
Jdonndes de la variable x, et que l'on assigne & cette variable une valeur
comprise entre Jes deux limites dont il s'agit, un accroissement infini-
ment petit, attribué A {a variable, produit un accroissement infiniment
petit de Ia fonction elle-méme. Par conséquent, si I'on pose alors Ax=i,
fes deux termes du rapport aux différences
(1) sy . flx+il—f(x)

Ax i

seront des quantités infiniment petites. Mais, tandis que ces deux termes
s'approcheront indéfiniment et simultanément de Ia limite zéro, le rapport
{ui-méme pourra converger vers une autre limite, soit positive, soit né-
gative. Cette limite , lorsqu'elle existe , a une valeur déterminée, pour
chaque valeur-particu!iére de x; mais elle varie avec x. Ainsi,. par
exemple, si Pon prend f(x)=x", m désignant un nombre entier, le
rapport entre les différences infiniment petites sera

_____(x+i): =X — mx™ - ———m(:":') Plamnl B ST ¥ Lot

et ii aura pour limite la quantité mx™™", Cest-d-dire , une nouvelle fonction

de 1a variable x. Il en sera de méme en général ; seulement, la forme de

la fonction nouvelle qui servira de limite au rapport &-:_'Z;fﬂ

dépendra de la forme de [a fonction proposée y = f(x). Pour indiquer
cette dépendance , on donne 4 la nouvelle fonction le nom de fonction
dérivée, et on la désigne, 4 l'aide d'un accent, par fa notation

y' oou fi{x)

Dans la suite de la troisidme lecon se trouvent le calcul des déri-
vées des fonctions usuelles ainsi que la dérivée d'une fonction composée

12



COURS D'ANALYSE.

ﬁ——

QUATRIEME LEGCON.

Différenticlles des Fonctions d'une seule variable.

SoIENT toujours y=f (x) une fonction de fa variable indépendante x,
i une quantité infiniment petite, et 4 une quantité finie. Si 'on pose
i—ak, o sera encore une quantité infiniment petite , et fon aura
ilentiquement
flaei)—fla) _ flrrab)=flx] |

- ah

d'ou l'on conclura
(1) flxrah)—flx) f(=+f)i—f(=) i

La fimite vers laquelle converge Je premier membre de I'équation (1),
tandis que la variable « sapproche indéfiniment de zéro, la quantité A
demeurant constante, est ce qu'on appelle 1a différentielle de la fonction
y=/(x). On indique cette différentielle par la caractéristique d, ainsi
qu'il sujt :
dy ou df(x)

1f est facile d'obtenir sa valeur, lorsqu’on connait celle de Ia fonction
dérivée y' ou f* (x). En effet, en prenant les limites des deux membres
de I'équation (1), on trouvera généralement

(2) df(x) = hf' (%)
Dans le cas particulier ol f(x)=x, I'équation (2) se réduit &
(3) dx =k

Ainsi [a différentielle de {a variable indépendante x n'est autre chose
que la constante finie 4, Cela posé, I'équation (2) deviendra

@ df(x) = f'(x).dx,
ou, ce qui revient au méme,
(5) dy =y dx :

Il résulte de ces dernidres que la dérivée y'=/" (x) d'une fonction quel- '
conque y = f(x) est précisément égale & —g—, c'est-&-dire, au rapport

entre la différentielle de Ia fonction et celle de la variable, ou, si f'on
veut, au coefficient par lequel il faut multiplier la seconde différen-
tielle pour obtenir Ia premitre. Clest pour cette raison quon donne
quelquefois 2 Ia fonction dérivée le nom de coefficient différentiel.
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COURS D'ANALYSE.

SIXIEME LECON.

Usage des Differenticlles et des Fonctions dérivées dans la selution de
plusieurs. Problémes, Maxima e minima des Fonctions d'une seule
‘variable. Valeurs des Fractions qui se présentent sous la forme .

ApREs avoir appris & former les dérivées et les différentielles des
fonctions d’une seule variable, nous allons indiquer l'usage qu'on peut
en faire pour la solution de plusieurs problémes.

1. Probléme. La fonction y—f () étant supposée contimue par rapport
d x dans le voisinage de la valeur particuliére x=x, , on demande si, a partir
de.cette valeur, la fonction croit ou diminue, tandis que l'on fait croitre cu di-
minuer la variable elleméme, (1)

Solution. Soient Ax, Ay, les accroissemens infiniment petits et simul-
: : aura pour limite % =y'.

On doit en conclure que pour de trds-petites valeurs numériques de Ax,

et pour une valeur particuli¢re x, de {a variable x, {e rapport -:—f sera-

1anés des variables x, y. Le rapport

positif, si la valeur correspondante de y’ est une quantité positive et finie,
négatif, si cette-valeur de y’ est une quantité finie mais négative. Dans
le premier cas, les différences Infiniment petites Ax, Ay étant de méme
signe, la fonction y.croftra ou diininuera, & partir de x=ux,, en méme -
temps que Ja variable x. Dans le second cas, les différences infiniment
petites étant de signes contraires, Ia fonction y croitra si la variable x
diminue, et décroitra si Ia variable augmente. (2)

Ces principes étant admis, concevons que la fonction y==f(x) de-
meu.re continue entre deux limites données x — x,, x=X. Si 'on fait
?roitre fa variable » par degrés insensibles depuis la premidre limite
JUS‘_I“'A- la seconde, Ia fonction y-ira en croissant, toutes les fois que sa
dérn.rt.ie étant finie aura une valeur positive, et en décroissant, toutes
les-fois que cette méme dérivée obtiendra une valeur négative. Done, la

f . . s .
onction y ne pourra cesser de croitre pour diminuer, ou de diminuer
Legons de M, Cauchy, E

les notes sont regroupdes page 76.
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COURS D'ANALYSE.

pour croltre, qu'autant que la dérivée y' passera du positif au négatif, ou
réciproquement. II est essentiel d'observer que, dans ce passage, Ia fonc-
tion dérivde deviendra nulle, si elle ne cesse pas d'dtre continue. (3)

Lorsqu'une valeur particulitre de la fonction f(x) surpasse toutes les
valeurs volsines, c'est-d-dire, toutes celles qu'on obtiendrait en faisant
varier x en plus ou en moins d’une quantité trés-petite, cette valeur
particuliére de.la fonction est ce qu'on appelle un maximum.

Lorsqu'une valeur particuliére de la fonction f (x) est inférieure &
toutes les valeurs volsines, elle prend le nom de minimum.

Cela posé, il est clair que, si les deux fonctions f(x), /'(x) sont
continues dans fe voisinage d'une valeur donnée de la variable x, cette

valeur ne pourra produire un maximum ou un minimum de f(x), quen
faisant évanouir f' (x).

Nous passons sur le deuxidme probléme consacré a4 la recherche des

minima et maxima d'une fonction d'une seule variable.

3.¢ Probléme. Déterminer linclinaison d'une courbe en un point donné.

Solution. Considérons 1a coutbe qui a pour équation en coordonnées
rectangulaires y = f(x). Dans cette courbe, la corde menée du point
(x, 7)* au point {x—+ A x, y—+ Ay), forme, avec I'axe des x prolongé
dans le sens des x positives, deux angles, L'un aigu, l'autre obtus, dont
le premier mesure l'inclinaison de la corde, par rapport & Faxe des x.
Si le second point vient 4 se rapprocher & une distance infiniment
petite du premier, la corde se confondra sensiblement avec la tan-

* Nous indiquons ici les points & l'aide de leurs coordonnées renfermées entre deux paren-
théses, ce que nous ferons toujours par la suite, Souvent aussi, nous inciquerons les courbes on
surfaces courbes par leurs équations.
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COURS D'ANALYSE.
gente menée & la courbe par ce premier point ; et l'inclinaison de la
corde, par rapport & l'axe des x, deviendra Pinclinaison de la tangente,
ou ce qu'on nomme Linclinaison de la courbe par rapport au méme axe.

Cela posé, comme linclinaison de la corde aura pour tangente trigo-
a
a

clinaison de Ia courbe aura'pour tangente trigonométrique la valeur
numérique de fa fimite vers laquelle ce rapport converge, c'est-d-dire ,

dy .
dx

Si Ia valeur de y' est nulle ou infinie, la tangente 4 la courbe sera
paraliéle ou perpendiculaire & I'axe des x. C'est ordinairement ce qui
arrive,, quand f'ordonnde y devient un maximum ou un minimunt.

Exemples. y=x*, y=x’,y=x"’,y=x§',y=x“,y=A’, y=sinx, &c..

nométrique fa valeur numérique du rapport i » il est clair que {l'in-

de {a’ fonction dérivée y' =

Notes :

(1) : A cette époque les math&maticiens ne mettent pas en doute 1l'exis-
tence de la dérivée des fonctions continues (au sens actuel de dérivée &
droite et & gauche éventuellement infinie). Il faudra attendre les tra-
vaux de Dirichlet sur la convergence des séries de Fourier (1829) pour
que ces deux notions goient clairement séparées.

(2) : Cette démonstration laisse perplexe. On peut lire ce paragraphe de
la facon suivante : "Pour une fonction dérivable sur un voisinage de xo,
lorsque £'(xo,) > O il existe un voisinage de x, sur lequel f est crois-
sante", mais ce résultat est faux comme le prouve le contre—exemple sui~-
vant : £(x) = x + 2x°sin(1/x) pour x#0 et £(0) = 0, Par contre le ré-
sultat est vrai si 1'on suppose £ continfiment dérivable sur un voisinage
de xo.

(3) : Si 1'on veut soumettre & la rigueur de nos définitions actuelles
1'idée intuitive développée par Cauchy dans ce paragraphe, on doit alors
utiliser les propriétés topologiques de 1'ensemble des nombres réels (cf
annexe 3). Rappelons que celles-ci ne seront mises en &vidence que dans
la seconde moitié du XIX‘siécle. On voit ici, ainsi que dans ies précé-
dentes notes, une illustration des liens existants entre le niveau de

rigueur et la précision des définitions.
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Annexe 3 :
Une caractérisation des fonctions monotones

Soit I un intervalle ouvert de R et soit f une fonction de I vers R

continue et dérivable & droite sur I, elors :
f est croissante sur I si et seulement si pour tout t de I f*.'(t)‘g.o

Démontrons que la condition est nécessaire @

Soit a€ I, pour tout t de I tel que ta, ona : _{Q_t_);af_gq)_}o

. £(t)-f(a).
ce qui entraine que tl_%l:‘l'_ —fa ‘,O.

Démontrons que le condition est suffisante :

Soit a et b deux points de 1 avec a<b, et soit h un réel stricte-
ment positif.
Remarquons d'abord que si x¢I alors il existe d,0 tel que:
pour tout u(_]x;x+d] , £'(x)-h gf-@f)—:-f—gf)gf;(xhh et par conséquent
conme £'(x)} 0, pour tout ug[x;x+d] on a : £(u)-f(x)+h{u-x)3 0C.

Ceci dit posons I ={ te[a;b) | “uz[ast] £(u)-£(a)+h(u-a)30- .
1°) Ih est un intervalle qui contient un segment [a;a+d] avec d > 0.
En effet a¢l, et comoe £'(a)% 0, d'aprés la remarque préliminaire
11 existe d-0 tel que a+d£Ih ; d'autre part Ih est un intervalle car
si t et t' sont deux &léments de I, avec t<t', tout réel t" de ]t;t'[
est &galement dans Ih.
2°) Ih admet un plus grand &élément.
En effet Ih &tant majoré par b admet une borne supérieure c et
pour tout t<£c, t <l donc f£(t)-f(a)+h(t-a)z0 et par conséquent
£(c)-f(a)+h(c-a)» 0 ( passage a2 la limite, f étant continue au point ¢)
ce qui prouve que ceIh.
3°) I, = [a;ib] ( reste @ prouver que c=b).
Supposons par 1'absurde que c<b, comme f'(c)30, il existe alors d.:0
tel que : pt;ur tout u de [c;c+d], f.(u)—f(c)+h(u—c)'4.0_ (rem. prélim.)
et comme on sait que : f(c)-f(a)+h(c-a)30 ; on en déduit que :
pour tout u de [cic+d], f(u)-f(a)+h(u-a)y, 0  donc que ctd s I, i
d'od la contradiction.
Finalement besI, donc £(b)-f(a)+h(b-a) ;0 i.e
Cette dernidre inégalité 6tant vrale pour tout h»0, on a bien
..f(}:_):_f(:)> 0.

__r__f(b):fga);, =h.
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UNE EXPERIMENTATION EN PREMIERE SCIENTIFIQUE

Elle fut menée pendant deux années consécutives (1992 et 1993) dans
une classe de premidre S. Il s'agissait d'introduire la notion de déri-
vée en s'appuyant sur celle de tangente a4 une courbe. Elle comportait
trois séquences d'environ une heure et demie, une partie du travail
devant 8tre fait & la maison. Deux textes historiques furent utilisés en
classe : celui de Roberval sur la tangente 2 la cycloide et la lecture X
des Legons Géométriques de Barrow. Ils sont présentés par ailleurs dans
cette brochure. Les documents de travail destinés aux é&léves, ainsi que
quelques—unes de leurs copies, se trouvent 3 la suite du compte rendu de

de ces trois séquences.

La premitre n’avait pas de caractire historique, elle consistait & faire construire plusieurs
tangentes & la parabole d’équation y=x2 par recherche de sécantes ayant un point d'intersection
unique. Son objectif était de manipuler la vision “euclidienne” de Ia tangente, la seule connue
des éldves A ce moment, et d’en indiquer les Limites. Suite & une question de ma part, les €l2ves
se sont accordés pour dire que, des deux propriétés de Ia tangente & un cercle, droite ayant un
seul point d’intersection ou droite perpendiculaire au rayon, seule la premitre s'étendait
facilement A la parabole, Cette séquence permit aux €leves, aprés qu’ils eussent résolu quelques
exemples, de conjécturer et de démontrer 1a valeur du coefficient directeur de la tangente de la
courbe étudiée au point d’abcisse a. Dans la synthése qui suivit, j'insistai sur le fait que cette
méthode leur avait €€ accessible parce qu’elle ne mettait en jeu que des équations du second
degré et que par conséquent on ne pourrait pas 1'appliquer & toutes les courbes. J’en profitai
également pour illustrer la notion d’enveloppe 2 I"aide d’un transparent montrant les tangentes
tracées sans la parabole.

La deuxidme s&quence était bitie autour du texte de Roberval. Elle devait donner aux
él2ves une vision cinématique de la tangente (droite donnant la “direction future” de la
trajectoire) & travers un exemple de courbe définie autrement que par son équation cartésienne.
Le texte fut présenté et commenté en classe. A mon étonnement certains €ldves avaient une
premitre connaissance de la cycloide (c’est une courbe formée d'arceaux dirent-ils), mais le
principe de sa génération dut étre expliqué en détail. Le fait que le vecteur vitesse soit porté par
la tangente était connu des éldves (ou admis facilement). Par contre la composition des
mouvements ne 1'était pas et nécessita donc des commentaires fournis. Ceci mis & part 1a lecture
du texte ne posa pas de gros problémes, Les éléves devaient approfondir ce travail chez eux en
refaisant la construction de la roulette et de ses tangentes ct €n reconnaissant la courbe qui
1'accompagne.
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La troisidme séquence construite autour du texte de Barrow était 1a plus ambiticuse. Elle
devait amener 1a vision “différentielle” de la tangente (correspondant 2 I'approximation affine de
1a fonction), introduire 1a définition de la différentiabilité en un point, et donner la dérivée de
trois fonctions usuelles : cube, racine carrée, inverse. Avant de distribuer le texte je présentai un
transparent mettant en évidence comment une courbe finit par se confondre avec sa tangente
lorsque 1’on effectue des zooms successifs autour du point de contact (j"avais choisi comme
exemple 1a parabole étudiée lors de la premidre séquence). La lecture du texte ne causa pas de
gros soucis aux éléves, j’avais pris soin de remplacer les excmples originaux par celui plus
simple de la courbe définie par MP=AP2 et dont le résultat pouvait étre recoupé avec les fravaux
précédents. Le travail demandé aux €ldves était de justifier les trois régles de la méthode et de

I'appliquer aux courbes définies par : MP=AP3 ; MP>=AP ; MPxAP=1.

Eu égard aux productions des éltves, le bilan de ces trois séquences m’est apparu
positif. Les textes avaient suscité I'intérét. Les méthodes de Roberval et de Barrow avaient été
comprises par une majorité d‘éléves. Lorsque, par la suite, je donnai la définition de la
dérivabilité en un point par I'existence d’un développement Limité d’ordre un, il me sembla que
les éléves éprouvaient moins de difficultés. Ils savaient mieux “lire” cette définition, y
reconnaitre le nombre dérivé, les termes négligeables, voire méme 1"équation de la tangente
dans le cas d'une étude en zéro. Autre avantage, le lien entre sens de variation dune fonction et
signe de sa dérivée avait pu &tre mis en évidence dés la premi¢re séquence.
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QUESTIONS SUR LE TEXTE DE ROBERVAL

Gilles Personne de Roberval vous explique dans les pages suivantes
comment construire la courbe qu'il appelle Roulette, ainsi que la tan-
gente en 1l'un de ses points.

Votre travail consiste & refaire vous-méme cette comstruction.

Pour cela, prenez AB = 1l0cm et calculez AC.

Placez sur la demi-circonférence AB les points E, F, G, H, K, L, L'
qui la partagent en huit arcs de méme longueur.

Construisez en suivant la m&thode de Roberval les points Ml, NZ’
03,...etc...'puis les points 4, 8, 9, 10,...etc...

Construisez ensuite les "rouchantes" d la roulette aux points A, 8,

9' 10,...etC..-

Questions supplémentaires :
1°) La méthode de Roberval permet-elle de trouver la touchante & la rou-

lette au point A 7
2°) Reconnaissez-vous 1a courbe 41234 ...D ? (Calculez donc son
&quation dans le repére orthonormé d'origine A dans lequel B a pour

coordonnées (0;2).

N.B. : La partie du texte cohmen;ant a : " Or ces deux lignes cest, et
finissant & : "...trois fois le cercle.", qui traite de la quadrature de

la cycloide, ne figurait pas dans le document fourni aux &l@ves.
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COMMENTAIRES ET QUESTIONS SUR LE TEXTE DE BARROW

Pour bien comprendre la méthode d'Issac Barrow, nous allons
1'illustrer par un exemple simple.

La courbe proposée a pour équation : MP = AP? (sutrement dit c'est
une parabole de sommet A). Nous utilisons les notations de Barrow avec
en plus AP = f, (il faudra s'y faire et puis cela change de x et y 1.

Nous allons donc comparer par le calcul au moyen de 1'équation MR

et NR. On a : AQ* = (f-e)" = f'-2fete’ ;
d'aprés la rdgle 1, je jette e’, domc : AQ® = f'-2fe ;

d'apras 1'&quation : NQ = AQ*, c'est & dire : m-a = fi-2fe ;

d'aprés la régle 2, je jette m et £, donc : -a = -2fe ou a = 2fe ;

d'aprés la radgle 3, je substitue MP & la place de a, et PT & celle de e.
De la je trouve : MP = 2fxPT ou encore -%%-= 2AP ; formule qui donne le

coefficient directeur de le tangente & la courbe au point P.
Question : comment peut-on justifier chacune des régles 1, 2 et 37

Exercice : calculer les tangentes aux courbes suivantes par la

méthode de Barrow ?
1°) Equation MP = AP’ (fonction cube) ; on trouvera :-%% = 3AP?.
2°) Equation MP* = AP (fonct. racine carrée) : on trouvera :-%% = i%ﬂf'

3°) Equation MPxAP = 1 (fonction inverse) ; on trouvera :-%% - —5%1.

N.B. : Le document fourni aux &léves ne comportait pas 1'exemple II.
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SONDAGE ANONYME: TERMINALES SCIENTIFIQUES SEPTEMBRE 1881

Huméco de la classet..a.os
N.B. Ce sondage sera exploité dans le ocadre d’'un travaii de

recherche sur le ocalcul différentiel. Ji np'est eon aucun cas
dgsting a _vousg evaluegr.Nous vous remerclions de votre

collabaration.

1_ Dans |a page ci-oontre sont dessindes 9 représentations graphiques de
fontions numériques {numérotées &) b) &) d) &) f) g) h) 1}r;3)

1l_ Quelles sont celles qul admettent une limite en 0@ Tioaaeasonanaaeas

12_ Quelles sont celles qul sont dérivables en @ 7. .ccceerscinasiassas

13_ Lorsque la courbe admét une tangente au point d’'abscisse @ tracez-

la approximativement. (Utilisez du rouge oau du blieu SVP)

2_24_ Quand.dit-on qu'une droite est tangente 4 une courbe

v ® B & T B 4B e R EN N S ES S ESeesESs0sEsENNsEAra AR TREPRITSTRSRAIRERGARRAERD RS

22_ Y s-t-il un rappoert entre la tangente a une courbe st la tangente &

un cercle ¢ oui-non. S1 ouf lequel fi.icesessacccossooscsnansssassscaasns

23_ Y a-t-il wun rappoit sentre |3 tangente 4 wune courbe et la fontien

trigonométrique tangente 1 oul-neon. 51 oul lequel Tiieecavevan-ucsanss

3_ Dire que f admet pour iimite le réel | quand h tend vers © signifie:
a) f¢h) ast voisin de | lorsque h est voisin de 9.

bs On peut trouver un réel strictement positif k et un entier naturel

non nul n, tel!s que pour tout ré&el h assez proche de zaro on alt:

feth) = 1 s k|h“| ou |#Chs - 1| $ kJd|h|

o’ L'expression variable t(h) s'approche indéfiniment de la valeur ftixe
| de maniére a rinicr par en différer aussi pau que l'on voudra lorsque h

converge vers @.

d) Pour tout h surrisamment petit, lt(hl - Il 5 ke(h) oU kERk+ et @ est

une fonction de référence de limile nulle en @.

Choigissez parml les quatre dérinitions précédentes celles qui vous
parait traduire le mieux i« fait affirmé en premiére lignet....cece-conv
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QUELQUES COMMENTAIRES

Nous avons distingué les résultats donnés par les &léves de C, de
ceux des &léves de D,car les différences nous ont sembl& significatives.
I1 est & remarquer que les &léves de C donnent davantage de réponses que
ceux de D. Pour certaines questions plusieurs réponses étaient possibles

d'od des totaux supérieurs & 100%.
A propos des questions :

1.11 : La notion de limite est associée a celle d'infini et d'asymptote.
Les &léves ne font pas d'association entre, avoir une limite finle en O
et une représentation graphique continue en (0;£(0)), pour une fonction
f. Ils n'éprouvent pas le besoin de calculer 1la limite en 0 pour une
fonction d&finie en O, les fonctions sont alors pour eux "naturellement"

continues.

1.12 et 1.13 : La dérivabilité n'est pas interprétée en terme de pro-
pri&té de la courbe représentative ( absence de points anguleux ). Dans
1'introduction de la définition (surtout par limite du taux d'accroisse-
ment) peu de place semble &tre donnée & 1'aspect géométrique.

—les &laves confondent zéro et origine ; donme-t-on trop d'exemples de

courbes passant par 1l'origine ?

— La capacité & tracer une tangente & vue d'oeil n'est pas développée
chez les &laves. .

— On remarque une grande propension & tracer des tangentes horizontales
en d) et en e). L'enseignant insiste sans doute trop sur ces derniéres
liées aux extrema.

— L'utilisation des tangentes comme enveloppantes de la courbe, pour en

donner 1'allure, & disparu avec les calculatrices.

2.21 : L'image de la tangente chez les &léves, reste celle de la tan-
gente au cercle. Elle est peu modifiée par 1'introduction du calcul dif-
férentiel, L'application lin&aire tangente n'est pas reconnue comme

telle.
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2.22 : Le rapport entre tangente au cercle et tangente a4 une courbe est
justifié géométriquement : un seul point d'intersection ou courbe assi-
milable & un cercle sur une petite partie. Trés, trds rarement le cercle
est considéré comme représentation graphique d'une fonction dérivable.

2.23 : La dé&finition de la fonction tangente sur le cercle trigonométri-

que est quasiment inconnue, ou en tout cas inopérante.

3 : La définition officielle des ex-programmes obtient un piteux résul-
tat. La définition a) qui remporte le plus de suffrages est utilisée par
Serge Lang dans un manuel d'analyse pour débutants. la définition c¢) qui
est &galement appréciée, est copiée sur celle que donne Cauchy dans son
cours d'analyse (cf premiére legon citée dans cette brochure).
— Le concept de limite est liée a4 celul de fonction ; jusqu'a Cauchy
lui-méme, on parle de limite de quantité variable et non limite de quan—
tité fonction d'une autre. Dans 1'écriture %iyaf(x) =L, il v a deux
difficultés pour les &ldves : f£(x) tend vers L , et ceci quand x tend
vers a.
— Les réponses des éléves mettent en lumidre les différents rdles que
peuvent jouer les définitions dans notre enseignement :

% La définition donne-t-elle du semns au concept qu'elle définit ?

* Est-elle opératoire, au sens d'utile pour la résolution des pro-

blémes ?

* Permet-elle d'intégrer rigoureusement une nouvelle notion au sein

du savoir mathématique ?
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Annexe 4 : DESCARTES la geometrie

Facon generale
pour trowver des
lignes droites, qui
conppent les
courbes données,
ou leurs
contingentes, a
angles droits.

Et enfin pour cequi est de toutes les
autres proprietés qu’on peut attribuer aux lignes
courbes, elles ne dependent que de la grandeur des
angles qu’elles font avec quelques autres lignes.
Mais lorsqu’on reut tirer des lignes droites qui les
couppent a angles droits, aux poins ou elles sont
rencontrées par celles avec qui elles font les angles
qu’on veut mesurer, ou, ceque je prens icy pour le
mesme, qui couppent leurs contingentes ; la gran-
deur de ces angles n’est pas plus malaysée a
trouver, que s’ils estoient compris entre deux lignes
droites. g’eS‘r pourquoy je croyray avoir mis icy
tout ce qui et requis pour les elemens des lignes
courbes, lorsque J'auray generalement donné Ia
fagon de tirer des lignes droites, qui tombent a
angles droits sur tels de leurs poins qu’on voudra
choisir. Et ’ose dire que c’est cecy le problesme le
plus utile, et le plus general non seulement quccie
scache, mais mesme que j’aye jamais desiré de
s¢avoir en Geometrie.

E

F A P G

Soit CE la ligne courbe, et qu’il faille tirer
une ligne droite par%e point C, qui face avec elle
des angles droits. Je suppose la chose desja faite,
et que Ia ligne cherchée est CP, laquelle {'e prolonge
jusques au point P, ou elle rencontre la ligne droite

A, que je suppose estre celle aux poins de laquelle
On rapporte rous ceux de la ligne CE : en sorte que

faisant MA ou CBxy, et CM, ou BA xx, jay
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livre second

uelque equation, qui explique le rapport, qui est
::lnm:1 xet ? Puis je fgis PCI; ﬁ et PA v,Ic))}:z PM 30 v—9,
et a cause du triangle reftangle PMC jay ss, qui
est le quarré de la baze esgal 2 xx+ w—20y+ yy,
qui sont les quarrés des deux costés. cC’est a

dire jay x»V ss—w+ 2vy— yy, oubien y»y+
V 55— xx, et par le moyen de cete equation, j'oste
de I'autre equation qui m’ex li%ue le rapport
3u’ont tous les poins de la courbe CE a ceux de la

roite GA, I'une des deux quantités indeterminées
x ou'j. ce qui est aysé a faire en mettant partout

\/ ss—ov+ 2vy— yy au lieu d’x, et le quarré de cete
somme au lieu d’xx, et son cube au lieu d’x?,
et ainsi des autres, si c’eft x que je veuille
oster ;_oubien si c’est y,. en mettant en son lieu
v+ V ss— xx, et le quarré, ou le cube, etc. de
cete somme, au lieu d’yy, ou y? etc. De fagon qu’il
reste tousjours aprés cela une equation, en laquelle il
ny a plus qu’une seule quantité indeterminée, x, ou J.
Comme si CE e$t une Ellipse, et que MA

soit le segment de son diametre, auquel CM soit
appliquée par ordre, et qui ait r pour son costé
droit, et ¢ pour le traversant, on a par le 13th. du 1
c B liv. d’Apollonius.

//,—_\_\:‘::..u...:. x-’xxr),__;_ -):Jl, .
| /‘ ~. i d'ou oftant xx, il

I .
/] E\  refte ss—ww+ 20)-
= s PR
G P M° A Gubien,

gy temr-igertgees g esgal a rien. car il eft

mieux en cet endroit de considerer ainsi ensemble
toute la somme, que d’en faire une partie esgale 2
I’autre.

Tout de mesme si CE est la ligne courbe
descrite par le mouvement d’une Parabole en la
facon cy dessus expliquée, et qu’on ait posé b pour
GA, ¢ pour.KL, et 4 pour le costé droit du dia-
metre KL eq.la parabole : I'equation qui expli-
que le rapport qui est entre x et ), est
3* = byy— edy + bed + dxy » 0. d’ol ostant x, on a
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la geometrie

¥ = byy— cdy+ bed + dy NV ss— v+ 20y — yy. et re-
met[tfant en ordre ces termes par le moven de la
multiplication, il vient

G- $
¥ 2byh - kb -2ddv - ddss

- sed —2hhed
5\-4-4‘)::!%"-5-!:1’:‘ _\'y.-lbfs'dd_!"‘bbftddzﬂ.
- Jdd - ddvy

Et ainsi des autres.

Mesme encore que les poins de la ligne
courbe ne se rapportassent pas en la fagon que jay
dicte a ceux d’'une ligne droite, mais en toute autre
qu'on sgauroit imaginer, on nc laisse pas de pou-
voir tousjours avoir une telle equation. Comme si
CE et une ligne, qui ait tel rapport aux trois
poins F, G, et A, que les lignes droites tirées de
chascun de ses poins comme C, jusques au point
F, surpassent la ligne FA d'une quantité, qui ait
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livre second

certaine proportion donnée a une autre quantité
dont GA surpasse les lignes tirées des mesmes
poins jusques 4 G. Faisons GAxb, AF %, et

renant & discretion le point C dans la courbe, que
El quantité dont CF surpasse FA, soit & celle dont
GA surpasse GC, comme d 4 ¢, en sorte que si cete
quantité qui eft indeterminée se nomme g, FC eft
¢+ z et GC est b—-% 5. Puis posant MA %y, GM
et b—y, et FM eft ¢+ y, et a cause du trian-

gle rectangle CMG, ostant le quarré de GM du
quarré de GC, on a le quarré de CM, qui e&

L b e . 2~ .
“om_LoT 4 2 by—yy. puis oftant le quarré de FM

du quarré de FC, on a encore le quarré de CM en
d’autres termes,a sgavoir gg + 2 ¢ — 2 ¢y — yy,erces

termes eftant esgaux aux precedens, ils font connois-

 ogp Mden - 2eddr - eegy ~2bdex.
tre y, ou MA, qui est 4 f‘afu-f'ﬁ” 1hdez. o

subStituant cete somme au lieu d’y dans le quarré
de CM, on trouve qu’il s’exprime en ces termes.

bddrr +~ceerr ~2bhcddp —2beder
bdd - cdd - JJ)

Puis supposant que la ligne droite PC
rencontre la courbe a angles droits au point C,
et faisant PC x5, et A = comme devant, PM e
v—y; et a cause du triangle rectangle PCM, on a
ss—vv+ 2 vy—yy pour le quarré de CM, ou derechet
avant au lleu d'y substitué la somme qui luy et
esgale, il vient

s-acddin - shders - bdder e ndder -

h{ - asbeddr - cride: EREON
[ i =cee=eer—=Aidr

- cddis=cdden, -
=855 x g pour I'equation que nous cher-

chions.

Or aprés qu’on & trouvé une telle equation,
au lieu de s’en servir pour connoistre les quantités
X, ou ¥, ou g, qui sont desja données, puisque le
point C est donné, on la doit employer a trouver v,
ou s, qui determinent le point P, qui est demandé.
Lt a cet effect il faue considerer, que si ce point P
est tel qu'on le desire, le cercle dont il sera le

centre, et qui passera par le point C, v touchera la
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ligne courbe CE, sans la coupper : mais que si cc
point P, est tant soit peu plus proche, ou plus
esloigné du point A, quil ne doit, ce cercle
couppera la courbe, non seulement au point C,
mais aussy necessairement en quelque autre. Puis il
faur aussy considerer, que lorsque ce cercle couppe
la ligne courbe CE, I'equation par laquelle on
cherche la quantité x, ou y ou quelque autre
semblable, en supposant PA et PC estre connuss,
contient necessairement deux racines, qui sont
inesgales. Car par exemple si ce cercle coupFe la
courbe aux poins C et E, ayant tiré EQ parallele a
CM, les noms des quantités indeterminées x et 3,
conviendront aussy bien aux lignes EQ, et /{
u'a CM, et MA ; puis PE et esgale a PC, 2 cause
u cercle, si bien que cherchant les lignes EQ
L et QA, par PE
A et PA qu'on sup-

RN pose comme don-
[ \k
/

nées, on aura la

\\ mesme equation,
: qﬁle si on cher-
N AE  choit CM et MA

l e \ par PC, PA. d'ot
—_— i A il  suit evidem-
FoM QA ment, que la

valeur d’x, ou d'y,-ou de telle autre quantité qu’'on
aura supposee, sera double en cere equation, c'est
a dire qu'll v aura deux racines inesgales entre
elles : et dont 'une sera CM, I"autre EQ, si c’est x

u'on cherche ; oubien 'une sera MA, et 'autre
?QA, si c’est y. et ainsi des autres. Il et vray que
si le point E ne se trouve pas du mesme costé de
la courbe que le point C; il n’y aura que 'une de
ces deux racines qui soit vraye, et l'autre sera
renversée, ou moindre que rien : mais plus ces deux
poins, C, et E, sont proches 1'un de P'autre, moins
il v a de difference entre ces deux racines ; et enfin
elles sont entierement esgales, s’ils sont tous deux
joins en un; c’est a dire si le cercle, qui passe par
C, v touche la courbe CE sans la coupper.
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livre second

De plus il faut considerer, que lorsqu’il v
a deux racines esgales en une -equation, elle a
necessairement la mesme forme, que si on multiplie
par soy mesme la quantité qu'on y suppose estre
inconnué moins la quantité connue qui luy est
esgale, et qu’aprés cela si cete derniere somme n’a
pas tant de dimensions que la precedente, on la 419
multiplie par une autre somme qui en ait autant
qu'il luy en manque; affin qu'il puisse v avoir
separement equation entre chascun des termes de
I'une, et chascun des termes de |'autre.

Comme par exemple je dis que la premiere
equation trouvée cyv dessus,-d sgavolr
yy—iryzzary o= 48 doje avoir la mesme forme
que celle qui se produift en faisant e esgal a y, et
multipliant y—e par sov mesme, d'ou il vient
¥y— 2ey+ ee, en sorte qu'on peut comparer sepa-
rement chascun de leurs termes, et dire que puisque

le premier qui est y y est tout le mesme en ['une
qu'en l'autre, le second qui eft en l'une 22>
est esgal au second de Pautre qui est —2¢y, d’ol

cherchant la quanticé » qui et la ligne PA, on
avx e—-q-e +5r,

CB oubien a cause
/ N que nous avons
/1 E

/ . supposé ¢ esgal
— S S 2 3o on oA
G P M ,& v 0 __;_J + < r.

Et ainsi on pourroit trouver 5 par le troisiesme
terme eex L5 =F"mais pourceque la quantité v
détermine assés le poinc D, qui et le seul que nous
cherchions, on n'a pas besoin de passer outre.

Tout de mesme la seconde equatton trou- <22
vée cv dessus, a scavolr,

- aed - 2bbed
6 . ] . . - rrl’h’ , .
vO—2bysp =20 (yd=gbedpvd L, PVY - 2 heeddy = pbeedd
- dd - ddr
- ddry
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doit avoir mesme forme, que la somme qui se
produist lorsqu’on multi?lie yy—2 ey + ee par
_y4+f_y’+ggyy+b’y+k , qui et

= f - eegg + b + ket -2 2kd
yb 5 - vd—2¢ 3-2¢h} 5 yv ¥+ eekd,
’ vi=zef ‘ , g{ y +eeh}

-1¢ +ce et Leegn

de facon que de ces deux equations jen tire six
autres, qui servent a connoistre les six quantités f,
%, h, k, v, et & D’ou il est fort aysé a entendre, que
de

quelque_igenre, que puisse estre la ligne courbe
i

proposée, il vient tousjours par cete facon de

proceder autant d'equations,_q_u’on est obligé de .

supposer de quantités, qui sont inconnues. Mais
pour demesler par ordre ces equations, et trouver
enfin la quantite v, qui est la seule dont on a besoin,
et 4 I’occasion de laquelle on cherche les autres : Il
faut premierement par le second terme chercher f,
la premiere des quantités inconnués de la derniere
somme, et on trouve fX2e—2 b.

Puis par le dernier il faut chercher & la derniere des

quantités inconnués de la mesme somme, et On

bbeedd,
trouve k* % —

Puis par le troisiesme terme il faut chercher g la

seconde quantité, et on a
/’K
/ f

L
/

CH . il ,
’_‘f;}*\ |B
//’/ EH E
PR
e 4 ] 1
..-"f /'. ; 1 |
P G M PN

ggxy ee—4bc—2cd+ bb+ dd
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livre second

Puis par le penultiesme il faut chercher 4 la

penuitiesme quantité, qui est A3 2 ":’;‘“ — Sbecdd

Et ainsi il faudroit continuer suivant ce mesme
ordre jusques a la derniere, s’il y en avoit d’avan-
tage en cete somme ; car c’est chose qu'on peut
tousjours faire en mesme fagon.

Puis par le terme qui suit en ce mesme
ordre, qui est icy le quatriesme, il faut chercher la
quantité v, etona px Lo _dde b ic g 1k
+B5e 25t ou mettant y au lieu d’e qui luy est

2yy __ rbyy o bby  2¢y L rac | bee
esgal ona yx SR —Soat o 20y 200 X

— 2% bour la ligne AP.

y3
Et ainsi la troisiesme equation, qui est

+ 2 bedd: = 2 beder — 2 cddve ~ 2 bdevy — bddss ~ bddvy — cddis ~ cddvy,
bdd = cee + cev — ddv

2 la mesme forme que g% — 2 fz + ff, en supposant
f esgal a g, si bienque il "y a derechef equa-
tion entre — 2 f, ou —2 2, et

+2bedd-2bede— 2¢cddv—2bdev, d’ou on connoist que

bdd +cee=eev—ddv

. . bedd - bede - bdd7 - ceer
la quantité v est cdd - bde—cen~ddy

= A M P G

C'est pourquoy composant la ligne AP, de cete
somme esgale 3 v dont toutes les quantités sont
connués, et tirant du point P ainsi trouvé, une ligne
droite vers C, elle y couppe la courbe CE a angles
droits. qui est ce qu’il falloit faire. Et je ne voy rien
qui empesche, qu'on n’estende ce problesme en
mesme fagon a toutes les lignes courbes, qui
tombent sous quelque calcul Geometrique.
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ANNEXE 5
Texte de Newton de 1a méthode des fluxions -

La méthode de Newton relative A étant donné la Relation des Quantités Fluentes, trouver la
Relation de leurs Fhocions parait d'emblée assez éloignée quant & sa relation avec la notion de

dérivée actuelle.
Voici un exemple en langage modemne, un peu plus détaillé :
Soit 1a relation Rx,y) = X3 +5x-y=0

Newton considére deux suites arithmétiques de méme raison :

(n+31) (n+2r) () n (m+r) m
x3 0x2 5x -y -y x3 + 5x
(nH30)xx2+ (n+2r)0+ (n+r)5§: -nyE (m+r)(-§) +m(x3 +5x)1
X y
On réordonne les termes selonn, 1, m:

£x—-[x3 +5x-y]+ r[3x3;: + 5x] ! -n-ll[-y +x3 + 5x] + r[—f;]
X y
On sjoute et on égale a 0, comme e fait Newton sans plus d'explication, ces deux expression :
X

[n-;i+ m%)[x’ +5% - y]+ r[3x’;:-|.- 5% — 3'/] =0

Ce qu'on peut écrire :

(n§+ m%)[f(x,y)] + r[-gx—fi +%fy—§] =0

Egalité vraie pour toute valeur de m, n, r, mais en prenant n = m = 0 comme le fait d'ailleurs
Newton.on retombe sur notre classique dérivée.
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