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DES ATELIERS MATHEMATIQUES EN 3EME, POURQUOI FAIRE?

Face a I'hétérogénéité des classes, assumée et utile dans une structure classique de cours
(émulation, confrontation de toutes les compétences), il nous est paru intéressant de proposer
3 nos éléves des ateliers de mathématiques. Plusieurs obligations se sont imposées lors des
concertations: , '

1) Ces ateliers doivent entrer dans I'horaire naturel de mathématiques afin que chacuny
participe.

2) L'objectif unique est la méthodologie mathématique.

3) Les movens en seront des problémes plus ou moins ouverts adaptés aux
compétences de chaque groupe. N

4) les groupes seront des groupes de niveaux autour de quatre compétences:

- Capacité a abstraire et a formaliser

- Capacité a abstraire et difficulté de formalisation

- Difficultés a abstraire et capacité de déduction simple

- Difficultés i abstraire et difficultés de déduction.

5) chaque enseignant de 3¢éme devra intervenir dans chaque groupe.

6) Les groupes seront constitués a partir de l'effectif de plusieurs classes de 3¢me (4
classes soit un effectif de 100 éléves environ).

Les ateliers se déroulaient le mardi matin de 8h 4 Sh, heure en barrette demandée a
I'administration, et concernaient les professeurs suivants: Mr Bohl, Mr Debroas, Mme
Jacques et Mr Roger. leur mise en place s'est faite vers la fin octobre, le temps que chacun
puisse observer ses éléves et déterminer leur niveau de compétences.

L'évaluation était faite autour de 'objectif de méthodologie, et il était bien clair que
l'obtention ou non d'un résultat rigoureux n'entrait que peu en ligne de compte. Ce qui nous
imposait un contrat différent avec les éléves, "On vous demande de chercher et de rédiger
toutes les pistes qui vous viennent & l'esprit, et d'utiliser tous les moyens qui vous
paraissent nécessaires (graphiques, équations, fonctions, etc...) afin de résoudre les
problémes proposés” . '

Une activité pour le groupe 1:1a comparaiébn de surface.

Le probléme que 'on se pose, c'est de voir comment varient les aires dans une figure
géométrique en fonction d'une longueur x donnée, puis de les comparer.

Ce probléme vous a déja été posé pour certaines figures, nous allons essayer dele
généraliser.

Dans un triangle

Soit un triangle ABC dont on connait les trois longueurs ainsi que 1a hauteur h issue de
A. On place un point M sur le segment [BC] 4 une distance x de B.

On a ainsi déterminé deux triangles AMB et AMC de méme hauteur.

- Comment s'exprime en fonction de x les aires de ces deux triangles?

- Comment peut-on comparer les aires des triangles AMC et MAB en Jonction de x?

On se fixe un coefficient k, coefficient de rapport des aires, écrire une formule de
calcul de x connaissant k ( rappel: AB, BC, AC et h sont connues).

Maintenant, on découpe le triangle suivant sa hauteur h par une parallcle a [BC] située




3 une distance x du sommet A. On obtient ainsi deux points I et J sur [AB] et [AC].
- Quelle est en fonction de x, l'aire du triangle ALJ et du trapéze IJCB?

On se fixe un nombre k, coefficient de rapport des aires. Ecrire une formule de calcul
de x connaissant h.

Dans un rectangle

On se donne un rectangle ABCD de longueur L et de largeur 1, on va placer un point
M sur une des longueurs AB avec AM=x. On obtient ainsi un triangle ADM et un trapéze

DCBM.
- Quelle est en fonction de x l'aire de ADM et I'aire de DCBM?
Soit k le rapport entre ces deux aires, écrire une formule de calcul de x connaissant k.

Et si M est sur (AB) mais non intérieur a [AB]?

Dans un disque

On se donne un disque de rayon R et un point A
appartenant au cercle. On place un point B sur le cercle tel
que:

AB = x ([AB] est une corde)

Comment peut on connaitre I'aire 1 et 2 en fonction de x?

Comment les comparer?

Le compte rendu d'éléves:
Richard Renault, Fatiha Benkoussa, Sabrina Nouioua et Jean Charles Votion

A Dans un triangle...

1) On note x la longueur BM

h aircdeAMszaSCXl;aUteurz —;—
s sirede AM C:bascxhauteur _ h(BC — x)

/ 2 2
M C

'2) Dans les deux formules de calcul d'aire, seul x est

inconnu. Dans AMB, on connait h mais pas x . Dans AMC, on connait h et BC mais pas .
11 faut donc connaitre x. Ensuite, il faudra calculer les aires des deux triangles,
comme cela, on pourra les comparer.

3)on doit avoir une égalité du genre: aire de AMB=k. aire de AMC ou aire de
AMC=k. aire de AMB



—=k
2 2
;_ k.(BC‘) x)
P La formule de calcul de x connaissant k et h est:
x =k(BC - x)
x=BCk-ke = BC.k
x+ke=BCk 1+
x(1+ k)= BC.k

BC.k
X =

1+ £

J
C

Sur la figure (IJ) ne coupe pas (h) a une distance x du sommet A. Il aurait fallu
construire un triangle avec une hauteur trés importante par rapport a la base.

On note R le point d'intersection de (h) et de (BC) et L le point d'intersection de (1J)
et de (h).

La longueur AL est notée x.

Triangle ABC
Comme (1J) // (BC) et comme les points I et J sont du méme coté de A par rapport a

B et C, on peut utiliser le théoréeme de Thalés. Ce théoréme permet d'écrire:
pe ° # Al A U

Triangle ABR

(IL) et (IJ) ne sont qu'une seule droite.

(BR) et (BC) ne sont qu'une seule droite.

Si (BC) // (1J) alors (IL) // (BR) '

Comme (IL) // (BR) et comme les points I et L sont du méme cdté de A par rapport a
B et R, on peut utiliser Thales.

Ce théoréme permet d'écrire:

Al _x
AB  h
VAL o x o DAL AT I Al x Al IJ
fsi—=—etsi—=——==—alors—=—=—=—
AB &k AB A4AC BC AB h AC BC
x Al U
etalors—=—= —
h AC BC



Donc 9 i
h BC
IJh=BCx

U:EC_’"
h

si (1) // (BC) et si (h) L (BC) alors (h) L (13)

Cette propriété est un théoréme: "si deux droites sont paralléles, toute droite
perpendiculaire & l'une est perpendiculaire & l'autre”. Comme (h) est la hauteur issue de A

de ABC, (h) est I'une des hauteurs du triangle AlJ.
pour calculer I'aire de ALJ, une partie de (h) nous intéresse seulement. Cette partie

est celle comprise dans AlJ: c'est donc x.

BC’xx BC x?
2
airedutriangle AIJ= basechautony B . K . e
2 2 2 2h
BC.x
; . (——=+BC).(h—x)
aire de IJCB:(pente bascxgranzde base)xhauteur ___h ;
. 1 BCx BCx BCh BC(x+ h) BC
soit + BC)Y(h - + —)(h-: h— +h)x—h
o1 E( p XA — x)=( o on X 1€)=—2h——( x)= ﬂ(x Nx —h)
. BC ,,
a1redeIJCB=—ﬁ1—(h -x7)
BCx* .BC
= k—(h* - x*
TR T
2 = k(i - x%)
X = kW —kx?
x?+ kx? = kh?
x2(1+ k)= k.h?
z
xzzk.h _ x r
1+ 1+k
v = Lh
V1+k
A x M B
Dans un rectangle
/
C
i



aire ADM=52i

I[(L—x)+l]; K2L-x)

ire DCBM=
aire 5 >

x(1+k=2Lk
2kL

Xx=—
1+k

Si M est sur (AB) et non X R\ M

intérieur & [AB], alors le

quadrilatére DCBM est croisé. : /
DCBAM est un trapéze croisé.
L'aire de DCBM est égale a l'aire
de deux triangles .

On appelle H le point
d'intersection de (DM) et de
(BC). Ces deux triangles sont . C
DCH et HBM. L

Pour calculer leurs aires, _
on aura besoin d'un 3éme nombre (autre que k et I). ce nombre est HC (ou HB).

ex.
airede DCM=£-12ig :
airede HBM = (I;H%%—-L)—

On observe que l'on n'a pas trouvé l'aire de DCH en fonction de x, de plus, on a
besoin d'une 3éme longueur. 2Lk
Donc, si le trapéze DCBM est croisé, on ne pourra pas appliquer la formule: x = . ..k
; ok

On peut changer le nom du quadrilatére pour que celui-ci ne soit plus croisé. On
l'appellera DBMC.

On va calculer aire de AMD en fonction de x puis celle de DBMC (toujours en
fonction de x).



airede AMD=L—;-

[-L)+L}/ _ [xL+LY _ I
22 2

airede DBMC=

On ne peut pas non plus appliquer la formule car l'on n'a déja plus de L.
La formule n'est valable que si M est a l'intérieur de [AB]. Elle est limitée; elle n'est
pas applicable partout.

Analyse de Benkoussa F et Nouioua S

. . ! E B
airedutriangle ADM=x—

, * [(L+x)+L]/ ! H
airedutrapéze DCBM=—ou[(L+x)+L]; P
2)

! D C
. .wc.2 l yi
[(L+x)+L}=
2
. x
[(L+x)+L]
E[(L+xyL]=x
KL+ kx + kL = x
2L +kx = x
2K
(1-%)
Dans un disque
1) L'aire d'un secteur circulaire est: _ wR’n
360
L'aire d'un segment circulaire:
aire du secteur - aire du triangle (4-3)
Calcul de 1 en fonction de x
2
Ailredusegmentcirculaire= L
360 2
calculde2enfonctiondex
airedudisque-airedusegmentcirculaire
2 2 2 2
TR? _(n'.R .n_ih_)= _ZR?- 7R .n+ﬂ= 3607R* - zR".n +ﬂ
360 2 360 2 360 2
2
done, ZRI(360-n)  xh
360 2

10



2) Pour comparer, il faudrait peut-étre diviser l'aire 2 par l'aire 1. On trouverait une
valeur fixe. On pourrait comparer les deux aires car on saurait par quel nombre il faut

multiplier 1 pour trouver 2. On connaitrait le coefficient de rapport des aires, on pourrait
alors calculer une aire a partir de l'autre et du coefficient.

R (360 - n) N fﬁ

Lo 360 2
7R .n ﬁ}_l
360 2

L'éléve s'ast arrété 13, il a essayé ume simplification meorrecte, de toute fagon la solution
&tait lom d'étre évidente..

En effet, la dormée de xnous oblige a calculer la valeur de

I'amgle au centre AOB en
fomction de et R soit:

AOB = 2 arcsin( —)
2R

pour plus de corrmodité nous appellerons A0B=o
D'ou I'écriture des aires 1 et 2:

Aire1=a.R* _x /Ri A ou o est une fonction de x
2 4
. 2 2 X 2 x2
Aire2=xzR*—aR* + —|R* - —
2 4

11 ne reste plus qu'a résoudre I'équation : Aire de 1= k.Aire de 2

Expérience réalisée par :

A.BOHL . _
J.L. DEBROAS Eric ROGER
G. JACQUES

E. ROGER

Rédigée par :

Collége Pasteur
VRIGNE AUX BOIS
(Ardennes)

11
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LA CUISINE DE PYTHAGORE

Vous connaissez tous les formules pour obtenir des triangles
rectangles avec des mesures de cdtés en nombres entiers.
i 2 2 2
A tout hasard, je les rappelle: a™+ b= «c est la céleébre
relation de P. dans laquelle c est la mesure de 1’hypoténuse et a

et b sont les mesures des cotés de 1’angle’ droit. Par un

(évident?) changement de variables, en posant a = x2~ yz ;s b =2
xy et c = x2+ y2 puis en faisant varier x et y on obtient toutes
les possibilités.

Voici quelques exemples pour y < x & 10 :

3 - 4- S5 5 - 12 - 13 8 - 15 - 17 7 - 24 - 25
20 ~ 21 ~ 29 9 — 40 - 41 12 - 35 — 37 11 — &0 — 61
28 - 45 - 53 33 - 56 - &5 13 - 84 - 85~ 16 = 63 — &5
48 - 55 - 73 8 - BO — 89 15 -112 -113 I - 77 — 85
55 = 72 =~ 97 17 —144 —-145 20 - 99 -101 &0 - 91 —-109
S1 —-140 -149 12 -180 -181 sans oublier les multiples.

Peut—8tre avez-vous observé chez vos ¢éléves une certaine
tendance A croire ce qu’ils voient sans faire de calculs pour

vérifier ?

Voici une recette pour obtenir des‘ triangles “presque"
rectangles. Les cdtés du triangle vérifient a2+ b2= c2+ -i, dans
lagquelle ¢ est la pseudo-hypoténuse, a et b les cétés du
pseudo—-angle droit. Par un changement de variables aussi évident
que le précédent, en posant a = 2 xy + 1 3 b= xyz— % F Yy
et c = xy2+ X +y , on a cos 3 = 1/2ab , 3 est 1’angle ‘"droit",

aigu en réalité.

Ces formules donnent une infinité de résultats mais ne sont pas
exhaustives: un petit programme en basic en donne davantage.
10 FOR A=2 TO 100 ‘
20 FOR B= A TO 100
30 C=SQR(A%XA+BtB-1)
40 IF C=INT(C) THEN LPRINT A;B;C
SO NEXT B
60 NEXT A

13



. 22 31 38 31 43 S3 41

Voici quelques résultats : 22 79 82 z1 S5&6 b4 4z
4 7 8 - 14 31 34 2z 29 37 31 77 83 43
s 5 7 14 97 98 23 41 47 32 4i 52 44
& 17 18 15 26 30 23 &4 &8 I3 b4 72 46
8 9 12. 16 23 28 25 35 43 34 79 86 47
B 31 3I2 16 41 44 25 49 55 35 45 57 49
g 19 21 17 21 27 25 76 80 35 99 105 49
10 15 18 17 34 38 26 3T 4z I6 B89 96 49
10 49 S0 17 71 73 26 &5 70 37 SL 63 S0
11 13 17 19 27 33 27 89 93 8 49 &2 s1
11 29 31 19 4% &7 28 329 48 % 71 81 52
12 71 7= 19 89 91 29 29 41 9 91 99 3
1z 19 23 20 25 32 29 37 47 40 S5 68 S5
13 41 43 20 65 &8 29 &7 73 41 S3 67 S6
14 17 22 21 53 57 31 34 46 41 &4 76 Sé
Mais pas leurs multiples qui vérifient 1’équation 28

2 2 B 5 . 59
a“+ b= c“+ d° ce qui est un autre probléme. 51
&2

) &4

Et pour avoir un angle obtus, direz-vous 7 &85

65

2 2
L’ équation est alors a2+ b== c2— 1 ou a + b2+ i = cz. Le
2
premier membre ressemble au produit remarquable (x + L 5y b2
étant le double produit est pair. Posons alors b = 2 k i puis
a)
i=okletc=2k2+1; cosC=-1/8¢ .

Comme précédemment ces formules donnent une infinité de

solutions mais ne sont pas exhaustives comme le prouve le petit

programme précédent modifié & la ligne Z0 : +1 a la place de -1
2 2 =3 18 0 IS
_— =
Voici quelques valeurs : 4 2 9 22 46 S1
- & 1B 19 28 76 81
g =2 3= Z2 100 105
10 so St 4 38 51
12 12 47 44 &2 B1
12 72 73 HEB B 103
14 93 99 70 70 99
i i ; s e 2 2 2 _ 2
Mais pas leurs multiples qui vérifient a“+ b~ + d = ce

qui est un autre probléme.

Le probléme reste ouvert: Trouver des formules qui donnent

tous les cas possibles.

J’espére ainsi apporter une aide appréciable a mes coll égues
pour le bien de leurs éléves ainsi qu’aux auteurs de sujets de

Brevet en panne d’imagination.

Jacques Foissy du collége Cressot de Joinville

14
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GEOMETRIE - ARITHMETIQUE - GROUPE
par Jean-Philippe CORTIER

L'article qui suit se voudrait une modeste contribution & ceci :
la Mathématique est une matiére bien vivante.

La notion de nombres congruents (un nombre est dit congruent s'il
représente l'aire d'un triangle rectangle a cotés rationnels) est fort
ancienne, mais toujours d'actualité comme le montre un résultat récent
(1983) de J.B. Tunnel.

Il me parait intéressant de proposer trois points de vue tres diffe-
rents et étalés dans le temps :

. i 2 2 2 . ;
- La déccmposition a“ = b° + ¢“ en ncmbres entiers qui donne une carac-
térisation des ncmbres congruents, intéressante dans 1'absolu, mais
difficile & manier pour la détermination effective de tels ncmbres.

- L'intervention de la noticn de courbes elliptiques dans le cadre de
la gécmétrie projective, qui permet, via une structurs de grcupe sur
l'ensemble des pcints raticnnels situés sur une telle courbe, de
dcnner une deuxiéme caractérisaticn (due a Mcrdell-Weil circa 1920).

- Enfin l'éncncé du théorame dd & J.B. Tunnel (1983) qui permet de
vérifier qu'un entier n'est pas congruent.

Je tiens 4 remercier Héleéne AUTHIER et Deminique ANTOINE pour la

lecture attentive de ces pages ainsi que Brigitte CHAFUT pour la mise en

forme et la frapre de ce texta.

16



I - Ncmbres congruents

1°) - Définition et quelques propriétés élémentaires
Définition 1

Un ncmbre enfier n 2 1 est dit congruent s'il est l'aire d'un triangle
rectangle dent les trois cdtés ont des longueurs rationnelles.

i.e. n est congruent si et seulement s'il existe (a,b,c) € Q° tel que
<% b 5P o a®
2n = ab

On notera € 1'ensemble des entiers congruents ; par exemple 5 € C,..

Propositicn 1

a . 2
n est congruent si et seulement s'il existe x € Q tel que x -n et

2 . :
X + n scient des carrés de rationnels.

Démonstraticn

Si ¥ -n=c° et xX° +n= 8% ou («,B) € ¢ #

alors n=B2 -o® = (B-a) (B+ Q) ;

onpese a=f-a et b=p+a

et on obtient 2n =abet a’+b° =2 (B2 +a°) =4 x =20 =c
denc n € €,

2

Réciprequement :
. . 2n = ab
Pour n € €, il existe (a,b,c) € Q@ tel que 5 w . i
a +b =c¢

a+B=2>)

"F. - a-
On définit « et B tels que { ~-ax+pB=a

a et B existant et sont éléments de Q.

2

20 = ﬁz - et a®+1p’=2 (Bz * az) = c? ; on définit x= % €qQ

N R

caoc L _2(8%+d?) (B2 - 2 2 -
A =R n= ry 3 =a° et x +n=p.o0

Prcoositicn 2

Soit m€IN’; net &« manG.

L'intsrat de c= résultat est de se limiter aux entiers sans factsurs

carrés dans la recherche des ncmbres congruents.
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Démenstraticn

Sin €€, d'aprés la proposition 1, il existe (x,a,8) € @ tel que
£ -n = a® et X + n= Bz d'ol en multipliant par n° les membres

de ces égalités, on conclut que mzn € €,

Si mzn € €, on applique le critere de la propesition 1 a m’n et cette

fois, en divisant par mz, on cenclut que n € €.

2°) - Ncmbres congruents et points 4 coordonnées raticnnelles d'une courbe

elliptique

Revenons & :
. 5 2n = ab
n € € si et seulement s'il existe (a,b,c) € @ tel que .

2 2
a +bh =c¢

S1 l'cn se restreint a (a,b,c) € Na, rappelons le résultat classique
(c£ S1 p. 20) concernant les sclutions entiéres de (e) a® + b2 = %,

Ce sont les triplets (a,b,c) tels qu'ils existe des entiers u, vet d

a=d (u® - v%)
vérifiant 5é t<b=4da (2uv) avecu Av=1
c=4d (u? +v?)

& une rermutaticn prés de a et b.

Alcrs les solutions en ncmbres rationnels de (e) s'cbtiennent en
remplagant dans 3; :deNpard € Q.

En effst, il est clair que ces soluticns ccnviennent.

Réciprcquement, soit (a,b,c) € Q° t2l que a2 + b2 = c°.
Ry b1 °1
On écrit a=— ,b=3—, c=— avec lesa., b. et c. entiers.
a b c i i i
2 2 2
; 2 2 2 2 2 2
On cbtient a) (b,c,)” +b] (a,c,)” = e, (ab,)
g _ A= a1bz°z
soit A + B? = ¢ avec B= blazc2
Cs= ciazb2

A, B et C scnt des entiers naturels supérieurs cu égaux a 1.

18



Ainsi, en appliquant le raprel, il exists des entiers natur=ls d, u,

_ z _ .z
abe, =d (v -v°)

v tels que b1a2c2=d(2uv) avec uAv=1etdeN
2 2
c,ab, =d (u” +v°)
a=1 (u-v%)
soit (1){b=2 (2uv) avec A = —S— e O\{0}, uAv=1
v 2 2 azhzcz
c=1 (u +v°)

2 une permutation prés de a et b.oO

L'équation 2 n = ab s'écrit alors n =_12 (uz - Vz) (uw) avec 1la

paramétrisation (1),

2 2

. v n ux 2 _n
etenposantx=-n—,y=—-- ou enccre v = - =%, U = =
u luz n B4

l'équation 2n = ab s'écrit yz = xa - n?x.

On vient d'établir le :
Résultat 1

Sin €@ alers 1'équaticon (en) s yz = x3 - nzx admet une scluticn en

nembres raticnnels (x, y) telle que y # 0.

Réciprocquement :

Si l'équation (e ) admet une soluticn (x,y) € @ tslle ‘que y# 0

2nx nf - & a2+ X
alors a = —Y- , b= —T et c = IT sent les mesurss des

cdtés d'un triangle rectangle d'aire n : n € €.0

D'cl le :
Théorame 1

n € € si et seulement si 1'équaticn (e)) : ¥ = x - n’°x adnet une
solution (x,y) en ncmbres raticnnels telle que y # 0 ;

5 . 2 3 2 .
(ou encore si la courbe d'équation y° = ¥ - n“x admet un point a
cocrdonnées rationnelles non situé sur 1'axe des abscisses).

Cn nctera C_ (X) 1'ensemble des éléments de K® scluticns de (en),

K désignant un ccrps ccmmutatif : Q, R, C, z/pZ""
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IT - Un veu de gécmétrie projective et rourguoi cn s'v place
1°) - Llesvace projectif P (K) ol K est un corps ccmmutatif

s On définit sur K"\{0}, n € N, la relation d'équivalence ®_ suivante :
(X,.%,,....X ) % (X,%,...,X') s'il existe X € K\{0} tel que X! = AX,

1

pour tout i €:{1,2,...,n}.

On note Pn-1(K) l'ensemble des classes d'équivalence, appelé espace

projectif de dimension n - 1.

¢ Le cas qui ncus intéresse est n = 3 ; la classe de (X,Y,T) mcdulo &S
est notée (X,Y,T).

On peut plonger le plan affine Kz dans PZ(K) de la maniére suivante :
°: P(K) —— K°uP(K)
(X/T,%/T) € §° siT#0

XY, T) —— ~ i
(x,Y) €P(X) siT=0

ot (X,Y) est la classe de (X,Y) mcdulo R,.

Cn vérifie que ¢ ne dérend pas du représentant choisi (X,Y,T) et que

@ est une bijection.

K? peut donc atre identifié a la partie 9 '(K®) du plan projectif
PZ(K). La droite projective P1(K) est appelée droite des roints a

1'infini de Kz, notée Aw.

Soit M un point de P (K), tout (X,Y,T) € K'\{0} tel que ¥ = (L,Y,T) est
un systéme de ccordonnées hcmcgénes du point M.

On notera M(X,Y,T) le point de P (K) tel que M = (X.Y.,T).

Revenons & 1'étude de C_(K), le bon outil de P,(K) n'est pas le polynéme

x - n’x- ¥° mais scn homogénéisé X~ - n’XT° - Y°T = F(L,Y,T).

Pcur A € K\{0} FQX,AY,AT) = A% F(X,Y,T) , donc on peut définir :
E (K) = {MEx,Y,1 € P.(K), FXY,T) = 0}

20



Remarque

m(x,y) € K> est un élément de C,(K) si et seulement si
M(x,7.1) € E (K).

On identifiera le point m(x,y) de K et le point M(x,y,1) de P,(K)

via ¢.

Iln y a qu'un seul point a l'infini sur C (K) considéré comme partie
de K plongée dans P (K)

Il convient de faire T = 0 dans F(X,Y,T) = 0 ce qui donne X = 0.

MX,Y,T) € E (K) n 4 si et seulement si M = (0,1,0).
{ M(X,Y,T) & En(K) 2i et seulement si F[%,%,l] =0
T#0
si et seulement si m[x Y 1} € C (K)
e n

On peut donc écrire E (K) = C_(X) v {0} ot © = (0,1,0).

L'intérét de travailler dans PZ(K) et non pas dans le plan affine Kz
est que l'on peut définir : ‘

2°) - Une structure de qrcugg abélien sur la courbe elliptique E (K)
d'équation X° - n%%T% - ¥’ = 0

a) - Redémontrons un résultat classique (cf S, P. 26 pour un  résultat
plus général) :
Tcute droite de PZ(K) coupe EH(K) en trois peints ccmptés avec leurs
ordres de multiplicité. (K est la cléture algebrique de K.)

Droites de Pzgg)n
Soit AX,,Y,,T,). B(X,,Y;,T,) deux points distincts de P, (K). On
aprelle droite de P,(K) passant par A et B, notée I(a,B),
1'ensemble :
2
{EILD, &Y. =« &,,Y,,T,) + B (X,,Y,,T) («.B) €K}
On cbtient facilement qu'il existe (u,v,w) € K°\{(0,0,0)} tel que :
M(X,Y,T) € $(A,B) si et seulement si uX + vY + wT = 0,
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Les pbints "a distance finie" de P(A,B), (c'est-a-dire n'apvartenant
pas & A ) scnt les points M(X,Y,T) qui vérifient :

u[g]+v[!]+w=0awcmﬂﬂ)#Wﬁﬁ%

T T
u [ % ] + v [ % J +w=0 est la forme générale d'une équation

cartésienne-d'une droite de K.
M=cd + BB

M e IA,B) nE (K) si et seulement si
: F(ad + FB) = 0

avec  F(aA + BB) = «” F(A) + «°8 P, (3,B) + aB® P (A,B) + £° F(B)
car F est homogéne de degré 3.

Les coordcnnées hemogénes d'un point de PZ(K) étant définies & une
censtante non nulle multiplicative pras et en supposant F(A) # 0
(En(ﬁ) ne contenant pas de droite), on est amené a résoudre une
équation du type : (*) Ala+A’b+Ac+d=0avec a=F@A) #0 qui
admet trois racines dans K.

b) - Pour ce qui nous intéresse, étant donné un couple (P1'Pz) de points
de E (X), la droite 3(P ,P,) de P_(K) (c'est la tangente en P, a

En(K), notge fp si P. = PZ) rencentrera En(K) en un troisiéme point
1 _
car l'égquation (*) ayant ses coefficients dans K et admettant deux

scluticns dans K admettra une troisiéme solution dans K qui preduira

le point Pa'

1

On définit alors une additien sur En(K) de la maniére suivants
E; * P2 = Pé cl P; = iXa,- Ya’Tas

avec ﬂ(Pi,PZ) nE (X ={p, BB & Bl T )n

Remardue :
Si T3 #0, c'est-a-dire si P3 € C (K), P, "apparait" comme le symé-
trique de P3 par rapport 4 l'axe des x, parallélement a l'axe des y.
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Guelques exemples de calcul (Cn pourra ccnsidérer le dessin n’l.)

¢ Calcul de P, + P, ou P (x,,7,,1) et P,(x,,¥,,1) scot deux points de

En(K), en fait de Cn(K), tals que X, 7 X,.

o .o 2 8 _ 2
n a ainsi ¥, = x| - n'x,.
On cherche le troisiéme point commun a E_(K) et ﬂ(Pl,Pz) :

Dans K2, une équation de ?(P,.P,) est :
LIRS

Xz‘Xi

y=y, +m(x-x) ot m=

y=y, +m (x-x)

3

Mix.¥:1) e'55(131,132) n E (K) si et seulement si { )
: y =x -nx

L'él_imination de y entre les deux équations donne :

(x-x) [x2+x(x1-m2)+xf—n2+m2x1-2y1m]=0

soit x = X,

3 2 2 2 2 2
soit x +x(x, -m°)+x -n"+n'x -2ym=0
sachant que x, est soluticn, on trouve pour troisiéme

. 2
solution : x, = - (x, - n") - x,

alors 3(P,,P,) nE (K) = {Pi,Pz,Pa}

- (x, - n°) - x

- 2

ou P (x,,7,,1) avec { _
vy =y *m(x - x)

P1 + P2 = Pz + P1 = ixa,- ya,li

* Calcul de P + P = 2P ol P(x,,¥,,1) est un point de E (X), en fait de

R - 3 2
Cn(K), ainsi y, = x, - 0 X,

On cherche 1'autre point ccmmun a En (K) et S'P >

Dans KZ, une é@ation de T est :
2 2
3 x,-n

2y°

’

y=y,+mn (x-x) ot m =

y=y,+n (x-x)

2 3

M(x,y,1) €T n En(K) si et seulement si 2
P y=x -n°x
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Un raisonnement semblable au précédent dcnne :
x'==-2 X, - m°

J,nE K ={P,P'} ouP'(x,y,1) avec {
y'=yo+m(x'=‘xo)

P+P=2P=(x,- y.1)

Calcul de Q + @ od Q(x,y,1) est un point de E (K), en fait de C_(K),

. . 2 3 2
ainsi y = ¥ - n“x

M(X,Y,T) € 9(0,0) n E_(K)
&Y, T) =« (0,1,0) + B (x,7,1) («,B) # (0,0)

si et seulé‘ment si
FXYT =0

X=Pbx, Y=a+By, T=8
si et seulement si
-2 -¥T =0
Cela revient a étudier 83x3 - nzﬁax - B (o + ﬁ}')z =0

B (B°% - n%8’x- (@ +Bp? =0

. soit B =0 ce qui donne (¥,Y,T) = (0,2,0) = (0,1,0).
Cn cbtient le point w.

. soit B#0 alors B° (¥ - n’x) - (o + B%¥ +. 2aBy) = 0

' . 3 2 2
cu encore « (x + 2By) =0, puisque x - n“x= y

. Soit ¢ =0 On cbtient le point Q.
s SOit Q= - 2By (X:Y;T_). = (er- ﬁ.";ﬁ) = (xf- Y,l_)

Conclusion : 3(w,Q) n EX = {w, Q, Q'} ot Q'(x,~- y.1)
W+0=0+w=(xy1) =0 pourtotheCn(K)

Calcul de w + 0 , FP(w,w) = 7w admet pour équation :
(X -0) Fy(o) + (Y - 1-) Fy(0) + (T - 0) Fy(v) =0
soit T=0
ainsi J, =48, et T nE (X) =4, n E (K) = {o}
W+©=0'00.-1,0 =0'(0,1,0) = w
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c) - Thécrame 2

(E_(K),+) est un groupe abélien.

Démonstration

Le b) prouve que cette addition sur En (K) est une loi interne
commutative d'élément neutre w. Nous laissons au lecteur le soin de
terminer la démonstration en s'aidant éventuellemnt du dessin n°1.

3°) - Généralisation

Tout ce qui a été étudié dans le II se généralise aux courbes ellipti-
ques d'équation : y° = £(x) o f(x) =x +ax +bx+c, (a,b,c) €K
et £(x) admet trois racines distinctes dans K, ce qui assurera que

E(K) = {M(X,Y,T) € P,(K), X +a X°T +b XT° + ¢ T° - YT = 0} est une
courbe non singuliére et donc admet une et une seule tangente en chacun

de ses points.

On munit, de la méme fagon, E(K) d'une structure de groupe atélien
d'élément neutre w(0,1,0).

Un résultat relativement récent (circa 1920) d@ aux mathématiciens
Mordell et Weil donne :
Théoréme 3 de Mcrdell-Weil

Soit K un ccrps de ncmbres (une extensicn finie de Q).

Alers (E(K) ,+) est un groupe abélien de type £fini, c'est-a-dirs
r N . - x
E(R) =Z" x Z/sxz x Z/SZz ol r, s, et s, sont des éléments de N

tels que s, divise s,

Pour K=Q : E (@) = Z" x 2/ oy X T 53-

D'apres ce résultat, les points de En (Q) d'ordre fini sent d'ordre 2.
Cherchons les points P de E (Q) tels que P+ P =w. P =0 est solution
et pour P # v, on pose Plx,7ml)
P +P=u0siet seulement si P(x,y,1) = - P(x,7,1) = P(x,~- 1)
si et seulement s'il existe A € Q\{0} tel que (x,y,1) = A (x.- y,1)
si et seulement si y= f(x) =0
d'ol il y a trois points d'ordre 2 sur E (@) : A, B et C (voir dessin).
{w,2,B,C} = {M e E (Q), 2.M = 0} ~ 2/ o3 * 2/ 5.
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III - En quise de conclusien
—==—=239¢ C6 conclusicn

Les éléments dfordre fini de En(Q) sont W, A, B et C d'apres le thécrame
de Mordell-Weil et ce qui précéde.

D'aprés le théoreme 1 : n est congruent si et seulement si 1'équation
y? = x; - nzx'admet une solution en ncmbres rationnels telle que y#0

et comme E () n {M(X,Y,T), Y = 0} = {0,A,B,C}, cn obtient le :
Résultat 2

n est congruent si et seulement si En(Q) admet un élément d'ordre

infini (c'est-a-dire si et seulement sirzl).

On termine par 1'énoncé du :

Critére de J.B. Tunnel :

Scit n € N, impair sans facteur carré. On considére ‘les conditions :

A1 n est congruent.
BI Le ncmbre de triplets (x,7.2) € N’ tels que 2 X+ y? +8z =n
vaut deux fois le ncmbre de triplets d'entiers vérifiant

25+ y? +32 2% = n.

Az 2n est congruent.

B2 Le nombre de triplets (x,y.,2) € N tels que 4 x o+ yg +8z =n
vaut deux fois le nombre de triplets d'entiers vérifiant

4 x? + yg + 32 z2 n.

n

Alcrs‘a1 implique B, et A, implique B,.

Cn ccnjecturs que les conditions Al et 31 scnt équivalentss, de méme que
Az et Bz‘ Ce critdre a permis de déterminer les ncmbres congruents

jusqu'a 1 000.

Exemples de ncmbres congggents

. 2 2 2
i e =20 3 20 3" 2[4
S N R
n=6 2x6=3x4 3° +4° = 5?
323 _ 780 323)% . (780)2 106 921)°
n=l13  2x13=%gxs [%J *[ﬁ) =[‘——30x323] R
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MATHEMATIQUES

SériesC-E

Durée:4h - Coef.: 5

Le candidat doit traiter les deux exercices et le probléme.
La qualité de la rédaction, la clarté et lu précision des raisonnemenls constituenl un objectif majeur pour les

épreuves écrites de mathématiques et entreront pour une part importante dans l'appréciation des copies.

L'usage des calculatrices est autorisé.

Le sujet comporte 4 pages numérotées de 1/4 a 4/4.

EXERCICE 1- (5 points)

Dans le plan orienté, ABC désigne un triangle rectangle isocéle en A, avcc(

i

AB, AC

Le point I est le point de concours des bissectrices intérieures du Lriangle ABC.

. . n
Ondésignepar r, la rotation decentre A etd'angle po?

1. a)
b)

c)

-

n
fo la rotation de centre C etd'angle T

Construire le point A', image de A par rg.

)=

Donner la nature et les éléments caractéristiques de l'upplication composée rpo r

(on pourra écrire chaque rotation comme composée de réflexions convenablement choisies).

Montrer que A" = [A etquelesdroites (IA') et (AB) sont paralléles.

2. Ladroite (Cl) coupe (AB) en E; les droites (A'E) et (BI) se coupenten K.

PR . : T l
On désigne par hc IhAomothel.le decentre C etde rapport \/_E

a)

b)
c)

SG2 M1

par h, 'homothétie de centre K etderapport — V2

Déterminer hC(B) et hc(E

).

Endéduire que BE = -V2 A"

Quelle estI'image de B par

Reconnaitre I'application h..o h. eten déduire que les points C et K sontalignésavecle
PP K c

milieu M du segment [BE]

hio hc?
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EXERCICE 2 - (4 points)

Le plan est rapporté au repére orthonormal direct (0, u, .
L'unité graphique estde 2 cm.

On considére la parabole (P) de foyer O etdedirectrice lu droite (D) d'équation x = 1.

1.

Ecrire une équalion de (P) et dessiner (P).

Soit M un pointde (P), TI le projeté orthogonal de M sur (D), | le milieu du segment [OH], Ale

pointd'affixe 1 et B le point d'affixe 2.

Montrer que (MT. MH )= (I_'.I_O-, F{T\—) + kn,avec k € Z.

Endéduire que (MO, MH )= (HO, HB) + 2kn,avee k € Z.

) —
On choisit 8 € [0;2n[, tel que (MO, MH ) = 8 + 2k, avec k € Z.

On désigne par zet h les affixes respectives de M et 1.

z=h

Montrerque

Endéduireque z =

SG2 M1

h-2 _
— =

eie, et que B estdifférent de zéro.
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PROBLEME - (11 points)

Soit f la fonction numérique définie sur I'intervalle [0; + = par:

f(x) =
X -

f(0)= —1.

(€n désigne le logarithme népérien).

On note (C) sa représentation graphique dans un repére orthonormal (O, T, -\:).

L'unité graphique est de 2 cm.

PARTIE A - Etude d'une fonction auxiliaire (pour la partie C).

six >0,
nx

Soit g lafonction définie sur I'intervalle ] 0; + «| par:

gix)=x =¢€nx - 1.

1. Etudier le sensde variationde g.

2. Endéduire que g(x) = 0, pour tout x de l'intervalle | 0; + o[,

PARTIE B - Etudede f.

1. Montrer que la fonction f est continue en 0.

Montrer que fest dérivable en 0: on précisera la vuleur de sadérivéeen 0. -

2. Calculer lim [(x).

X= + =

3. Etudier le sens de variution de la fonction [ ¢t dresser son Lableau de variations,

4. Tracer la courbe (C).

PARTIE C- Etude d'une primitive de
On pose, pour tout x = 0: .

Fi(x) =

On ne cherchera pas a calculer F(x).

Etudier le sens de variation de lu fonction F, sur l'intervalle [0; + o,

2. Montrer, en introduisant la fonction gde la partie A, que, pour tout t de l'intervalle ]0;1),0na:

-1=sflist-1

Vérifier que celte double inégalité est encore vraie pour L = 0.

Endéduireque 3 < F(0) s 1.

SG2 M1

f.

x
[ flu dt.
1
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3. a) Prouver quepourtout t=1,0na:

4
—':‘-sru.)

E 9
b) Calculer J fﬁdt.
t

i

Endéduire lim F(x).

X=—k + @

On note (ug) la suite définie sur n = 1lpar:

n+l
o= l f(u) de.

n
a) Montrer que, pour tout n 2 3,ona:
fin+1)<u,s((n).
(on pourra utiliser le sens de variationde .
b) Montrer que la suile (ug) converge vers 2éro.

On pose, pour tout entier naturel n = 2:

n=

p=n-
S = >_

1
i up=u|+u2+u3+...+un_l.

-

o

a) Exprimer S, al'aide deF.

b) Endéduireque - lim Sn= + o,

wee + @

SG2 M1
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Quelques commentaires sur 1'épreuve de mathématiques
du baccalauréat séries C-E session Juin 1992 académie de Reims

Le sujet est conforme au programme. L'équilibre entre analyse et géomé-
trie est respecté, la part des nombres complexes &tant plutdt restrein-
te,

L'exercice 1 ést construit autour de l'utilisation de composées de
transformations géométriques., On peut remarquer que les résultats du lc)
et du 2a) peuvent se démontrer avec les connaissances du niveau collége.
Les transformations géométriques ne se réviélent intéressantes que dans
la derniére question (alignement des centres d'homothéties).

Le taux de réussite de l'exercice 2 est trés faible. Dans le lot de
137 copies considéré, la note 0 a été attribuée 53 fois & l'exercice 2.
La premiére question, pourtant simple, a dérouté les candidats. Ceux—ci
connaissent la forme générale de 1'équation d'une parabole (Y*=2pX),
mais ne savent pas répondre i cette question 1. Les questions suivantes
nécessitaient un peu de rigueur. On peut noter que l'interprétation géo-
métrique du quotient (z - za)/(z - zh) est mal maitrisée. _

Le probléme offre un bon panorama du programme d'analyse, mais ne laisse
guére d'initiatives au candidat par =ses questions trés directives.
A noter la difficulté des candidats & justifier correctement la question
Cl,

Les statistiques suivantes ont &té établies sur un lot de 137 copies :

Note Moyenne Ecart-type
exercice 1 1.77 sur 5.5 . 1.23
exercice 2 0.78 sur 4.5 0.97
probléme 6.63 sur 11.5. 2.31

Ce qui donne une note totale moyenne de 9.19 pour cet échantillon.

La moyenne académique calculée. sur 1861 candidats est de 9.82

36



ABONNEZ-VOUS !

FAITES ABONNER VOTRE ETABLISSEMENT !

prix du numéro : 20 F

abonnement (deux numéros par an) : 30 F

Vecteur
Bulletin d'abonnement & renvoyer & :

IREM de REIMS, Moulin de la Housse, BP 347 51062 REIMS CEDEX

accompagné du réglement par chéque ou d'un bon de commande officiel.

0 Prénom..cecececsaoscaccssnssans
EtabliSSement...ccccessscsssssssssascacssasanscnsss eeeeeecenas
Adresse de 1'établissement..cececeescssscacs I
Code postal et Ville...eeeeeecnoscoonccasecascsnsssscsncnnnas
Mode de réglement : Chéque bancaire

Chéque postal Virement administratif sur facture

N.B. : l'abonnement débute au prochain numéro.

Bon de commande d'anciens numéros & renvoyer a :
IREM de REIMS, Moulin de la Housse, BP 347 51062 REIMS CEDEX

accompagné du réglement par chéque ou d'un bon de commande officiel.

NOMscssisaassasonsonsascses . Prénom..ccceececsacocanns soaeae
Etablissement..ceeoecessscscscaccocscccss T sssase e
Adresse de 1'établissement....esecess SRR EAE § P —
Code postal et Ville.....veeeenannnn cecsscsceses ceccccsesenne
Entourez les numéros demandés : 1 2 3 4

Soit ..... numéros a 20 F 1'un d'od un montant total de ..... F

Mode de réglement : Chéque bancaire
Chéque postal Virement administratif sur facture

La demande sera satisfaite dans la limite des stocks disponibles

= Vecteur
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Fage &

Page 11
Page 14

lage ah

bage 26

Fage &7

lFage %3
lage 50

Page 51

l'age 42

.

SOKMAIRE DU HUHKHERO URN (1592)

sl le nom de De Hoivre ne vous évoque qu'une formule,
alors lisez l'article consacri & ce famoux mathématicien.
Au fait, saviez vous qu'il oxiste dans la Karne un village

qui s'appelle Holvre 7

connaicsez vous le Rallye Hathématique de Champagne Ardenne?
Il est encore temps d'inscrire votre clasce & l'édition 19921

: quelle3d questions l'cnseignement des premiércs uotions de

-

oe

statistiques en premicr cycls souléve-t-il?
quelles activités dang 1°LREN de REINS en $91-927

cotte année, un cycle de Conférences sur l'enseipfnement des
Kathiématiques et de la I'hysique ezt orsanisé 4 la Faculté
des Sciences de lelms: renseipnez voual i

quelles sont les publicationa de 1°'IREM de KEIHS diéponihles
A ce jour? Une présentation rapide de chacune d'elles aux
pages 2% 4 3.

les publications Inter=-I[LiEN.

le commaire de chacune aux pages 3% 4 &49.

REVERE IREH 3e rappelle & votre bon mouvenir avec son
bulletin d'abonnencnt: bient3t le numére 71

ViCTillt vous propose ausci un abonnement ... gratultl

cou Lk

Page &

Page 1%
Page 21
Page 22
Fage 32

Page 39

Page 40
Page 41

SOMMATIRE DU NUMERO DEUX (1992)

‘" ne YOuS ... dispersez pas, et choisissez la meilleure...
position pour lire la suite promise & l'article sur
l'enseignement des statistiques en Premier Cycle.

comment Jobn Wallis calculait-il la quadrature de la
parabole et le volume du c8ne en 1655. Etomaaat, mon ?

interlude ... par Carré Latia

-

sl un collier ... de cercles ferme d'ume maniire, alors

il ferme de toutes maniéres; vous avez dit "porisee",

Hopsieur Steiner 7

lisez et faites lire, achetez et faites acheter les
publientioni de 1'IREM de REIMS, et celles des Inter-IREM 1

: bulletin d'abonnement: s'il est reavoyé, complet et dams les
délais, i1 vous permettra de recevoir les puméros 3 et &
de Vecteur, & titre gratuit. Attention ! cette offre risque

de ne pas §tre remouvelie I

t COURRIER

les contacta IREM pour les quatre départements

L6
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SOKWNAIRE DU NUMERO TROTIS (1992)

Page 5 ¢ jauger un tonneau est une bonne problématique...
la Fe;nule des Trois Niveaux

Page 12 : quelle epreuvo sportive rassemble-t-elle 12 0CO

] demi- rinallstes 2 Le Rallye Mathématiques de 1'Académie

sait le- faire, lui ! Et consultez donc les épreuves
de la finale !

Page 18 : divertissement en syilu;ismc

Page 19 : la Hibliohhcqua de 1'IRER: 1¢s bonnes feuilles ne
tombent pas dans 1'oubli

Page €0 : un pigeon voyageur en sixiéme, ou comment 1l'Oiseau
suscite et améliere la communication en classe

Page 26 : cinq problémes

Page 27 : les publications IREH et inter-IREH, et la revue
REPLNES (on attend le n® 10)

Page 32 : des quantités négatives, des nombres complexes, en
plein xv1® ? Dector ...CARDAN, I presume ?

Fage 41 : le rappel des sommaires de Vecteur n®1 et n°2
pour donner 1'¢nvic de ...

Page 43 1 ... S‘ABOHHER 1 AN pour 30 F i VECTEUR
- ACH"TER‘un HKUKERO de VECTEUR pour 20 F

Page b4 ¢ COUQ&IEH 3

#a;c 45 : contacts IREM pour les quatre ‘départements

ACADEMIE DE REIMS

[nsTITUT DE RECHERCHE SUR L'ENSEIGNEMENT DES MATHEMATIQUES
Moulln de Ja Housse - B.P, 347 - S1062 REINS Cedex

43



Patrick PERRIN

Lycée Georges Clémenceau

46 avenue Georges Clémenceau
51096 REIMS Cédex

FAX:26.85.35.04

Regis DEBARGE

Lycée

Parc du chiteau de Montvillers
08140 BAZEILLES

FAX:24.27.43.27

Brigitte CHAPUT

Lycée Edouard Herriot
10300 SAINTE- SAVINE
FAX:25.75.63.15
Jean-Claude DANIEL
Lycée Edmé Bouchardon
16 rue Youri Gagarine
52012 CHAUMONT Cédex

FAX:25.32.15.90

TEL : 26.05.32.08
FAX: 26.85.35.04
















