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son exemplaire des MISCELLANEA ANALYTICA et nous vous recommandons la lecture
de son mémoire sur Abraham de Moivre.



EDITORIAL

C'est avec plaisir que nous vous présentons ce premier
numéro des MISCELLANEES. En effet le Groupe Histoire des
Mathématiques de ITREM de REIMS se propose de publier dans
cette brochure annuelle le fruit de ses travaux .

Vous pourrez y trouver des extraits de textes anciens
qui nous ont intéressés, voir enthousiasmés par leur intéret, des
comptes-rendus d'expériences faites en classe et enfin des études
sur telle formule ou telle théorie ayant joué un réle historique.

Lillustration de la couverture est la premiére
page de l'ouvrage d'Abraham de Moivre MISCELLANEA
ANALYTICA paru a Londres en 1730 dont le lemme 1 traduit
une célebre formule ...

Lemme |
Si I et x sont les cosinus de deux arcs A et B dont on
suppose I'un et l'autre décrit avec un rayon de 1 et tel que le
premier soit au second dans le rapport qu'a le nombre n a
l'unité, alors on aura

Yi+Jl-1+

. L2
2 1+ 1=

&ll’\:l_h
-
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ABRAHAM DE MOIVRE (1667-1754)

SA VIE:

Abraham De Moivre est né le 26 mai 1667 a Vitry-le-
Francois,fils d'un médecin protestant.

Aprés des premiéres études dans une école de Vitry dirigée par
des prétres de la doctrine chrétienne (ce qui peut
surprendre),le jeune Abraham se retrouve & onze ans a
l'université protestante de Sedan ol il se passionne pour
1'Arithmétique a la suite de la lecture d'un ouvrage de
Franc¢ois le Gendre.

En 1681, aprés la fermeture de 1l'université de Sedan, De Moivre
se rend & Saumur pour étudier la philosophie. C'est 1la qu'il
découvre le " De Ratiociniis in ludo aleae " de Huyghens,
ouvrage qui influencera ses recherches ultérieures.

Il compléte ses études de
mathématiques et de physique
4 Paris jusqu'a 1'adge de 18
ans.

A la suite de la révocation
de 1'édit de Nantes, le 18
octobre 1685, il est empri-
sonné a Saint Martin, puis
reldché le 27 avril 1688.
Comme deux cent a trois cent
mille de ses coréligionnaires
il gquitte alors 1la France
pour s'installer définiti-
vement en Angleterre.La il se
lie d'amitié avec Edmond
Halley (1656-1742) et Isaac
Newton (1642-1727) et <cor-

respond avec de grands
mathématiciens dont Jean et
Jean-Gustave Bernoulli.

Malgré toutes ses relations,
il n'obtiendra jamais une
chaire de mathématiques et
devra toute sa vie parcourir
les rues de Londres pour
dispenser des cours privés a
sy : domicile. Cette contrainte

= g - alimentaire ne 1'empéchera
. R e T Ty T pas de publier deux ouvrages
sur les probabilités:

Doctrine of Chances (lére
édition 1718) et Miscellanea
Analytica (1730) et une
quinzaine de mémoires sur des
sujets de moindre importance.
Ses travaux lui vaudront la reconnaissance honorifique de ses
contemporains: il est membre de l'académie de 1la Royal Society
(élu en 1697) ,membre de 1'Academie de Berlin en 1735 et enfin
membre "associé étranger" de 1'Académie des sciences de Paris
en 1754 quelques mois avant sa mort.

A en croire Montucla "il mourut d'une maniére assez singuliére.
Depuis quelque temps son sommeil se prolongeait un peu plus
chaque jour, de sorte que peu avant sa mort il durait vingt
trois heures sur les vingt quatre du jour; enfin il cessa de se
réveiller le 27 novembre 1754".
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DE MOIVRE ET LES PROBABILITES:

Dans les trois éditions successives du "Doctrine of
Chances" (1718, 1738, 1756) et dans les "Miscellanea Analytica"
De Moivre précise les principes du calcul des probabilités (1),
introduit wune notation algébrique propre a ce calcul et
l'utilise pour traiter de nombreux problémes d'application
(dés, urnes, partis).Il développe aussi la théorie des
permutations et des combinaisons.

Dans ses ouvrages, on trouve également 1'énoncé de la régle des
probabilités composées (2) et l1'approximation de la formule:

o 2 in
e-x dx = —

0 2
Parmi les contributions de De Moivre aux statistiques, on a la
démonstration du théoréme de limite centrale (3) appliqué au
lancer d'une piéce de monnaie et 1la découverte de 1la
distribution normale de fréquence 3 )x

Pour compléter cet apercu , écoutons Laplace parler, dans son
Essai philosophique sur les probabilités, de 1'oeuvre de De
Moivre: " Le traité de Moivre parut d'abord dans les
transactions philosophiques de 1'année 1711. Ensuite 1'auteur
le publia séparément, et il 1'a perfectionné successivement
dans les trois éditions qu'il en a données. Cet ouvrage est
Principalement fondé sur la formule du binéme, et les problémes
qu'il contient, ont, ainsi que leurs solutions, une grande
généralité. Mais ce qui le distingue, est la théorie des suites
récurrentes et leur usage dans ces matiéres. Cette théorie est
l'intégration des équations linéaires aux différences finies a
coefficients constants, intégration 2a laquelle Moivre parvient
d'une maniére trés heureuse (4).... Moivre a repris dans son
ouvrage le théoréme de Jacques Bernoulli sur la probabilité des
résultats donnés par un grand nombre d'observations. Il ne se
contente pas de faire voir, comme Bernoulli, que le rapport des
événements qui doivent arriver approchera sans cesse de celui
de leurs possibilités respectives; il donne de plus une
expression élégante et simple de la probabilité que 1la
différence de ces deux rapports sera contenue dans des limites
données. Pour cela, il détermine le rapport de plus grand terme
du développement d'une puissance trés é&levée du bindéme & la
somme de tous ses termes, et le logarithme hyperbolique de
l'excés de ce terme sur les termes gqui en sont trés voisins. Le
plus grand terme étant alors le produit d'un nombre
considérable de facteurs, son calcul numérigque devient
impraticable. Pour 1'obtenir par une approximation convergente,
Moivre fait usage d'un beau théoréme (5) de stirling (1692-
1770) sur le terme moyen du bindme élevé & une haute puissance,
théoréme remarquable, surtout en ce qu'il introduit la racine
carrée du rapport de la circonférence au rayon, dans une
expression qui semble devoir étre étrangére a cette
transcendante." .

3

Les notes sont regroupées a la fin de cet article



DE MOIVRE ET SA FAMEUSE FORMULE DE TRIGONOMETRIE:

Vers 1705 De Moivre se proposait de résoudre le probléme du
partage de 1l'aire d'un segment d'hyperbole équilatére en
parties ayant entre elles un rapport donné. La solution,
calculée en grandeurs réelles, l'aurait conduit & 1'usage des
logarithmes. Or on ne sait pour gquel motif il a délaissé leur
utilisation au profit du calcul par les imaginaires. Ses
spéculations 1'ont conduit a la formule:

1 & . 1/2
x= — 1 +4 12 - 1" + 4 -
2 r1+-f’__[2—11
dans laquelle
1 = cos nB et ¥ = cos B

la quantité sous le radical vaut donc cos nB + i sin nB

En 1722, il affirme qu'on peut obtenir une relation entre x et
t qui représente les sinus verses de deux arcs qui sont dans le
rapport de 1 & n, par élimination de :z dans les deux égquations

1-2zn+z2n=-2z0t et 1-2z+z2=-22%x

Dans ce résultat la formule est implicite car si on pose
x=l-cos B et t=1-cos nB

on en déduit que (cos 8 #i sin 8)n=cos n6é *i sin nb

De méme, il exprime en 1730, 1'éguivalent de
(2kx t 8) (2kx £ 8)
(cos 8 #i sin 8)l/n=cos—— +i sin

n It

qui lui sert & trouver les facteurs guadratiques de
x2n4+2x"cos nbB +1 (6).

Enfin en 1739 il montre que la racine n-iéme d'un "impossible
binomial™ a +/ b (nombre complexe) s'effectue, comme nous le
faisons actuellement, en prenant la racine n-iéme du module et
en divisant 1'argument par n et en ajoutant les multiples de
2n/n (il y a n racines)

NOTES:

(1) La correspondance échangée entre Blaise Pascal (1623-1662)
et Pierre De Fermat (1601-1665) au cours del'année 1654 marque
les débuts du calcul des probabilités.Dans ces lettres, seule
la théorie des jeux est évoguée, et plus particuliérement le
probléme des partis: partager équitablement des mises lorsque
le jeu est interrompu avant la fin prévue.Au vu de cette
correspondance Christian Huyghens (1629-1695) entreprend en
1657 une courte étude: " De Ratiociniis in ludo aleae ' dont un
commentaire trés enrichi parait dans 1'oeuvre posthume de
Jacques Bernoulli (1654-1705) Ars Conjectandi (1713) qui fonde
véritablement le calcul des probabilités. A cété de 1'Ars
Conjectandi et du Doctrine of Chances on peut signaler
également, 1'essai d'analyse sur les jeux de hasard (1713) du
Francais Pierre Raymond de Montmort (1678-1719)

(2) En notation moderne: p(A N B)=p(R)*p(B/A) 6



(3) Enoncé sous la forme actuelle:
Soit Xn une suite de variables aléatoires suivant une 1loi

binomiale de paramétre n et p (p fixé)
k
(i.e ¥ ke[0;n]N N p(Xn=k)=C pk(l-p)a-k)
n

Si on pose Xn - m
Bl g ( avec m=np; o={np(1l-p))

¢}

la variable aléatoire centrée réduite associée a X
et si N est une variable aléatoire de loi normale centrée

réduite

2
(i.e de densité f(x)= —— e -x/2 )
{2n
| . T,
on a alors V xeR lim p(Ya =x)=p(N=x)(=])-« e-t/2 dt)
n ->+w 275
(4) Rappellons gqu'on appelle, depuis De Moivre, suite

récurrente une suite dans laguelle chagque terme est déterminé
par une relation constante entre un nombre fini de termes qui
le précédent immédiatement.Pour une suite récurrente d'ordre k:
Up+1l =a@i1 Unptaz Up-1+t...1+3k Un-k+1
A signaler gque De Moivre avait été précédé en 1682 par
J.Dominique Cassini (1625-1712) qui avait étudié les suites
définies par:
Un+1= Un + Un-1
Voici un des théorémes dus & De Moivre
Toute suite récurrente d'ordre k peut se décomposer en une
somme de k suites géométriques et réciproquement.
Dans le cas ou k=2 on a par exemple S8i Un = r upn-1 et vn = r
Van-1 et wWn = un +v o alors wa=(r+r') wan-1 -rr' wn-2

Un autre résultat de De Moivre est celui-ci:

3 ®
Si P est un polynéme de degré n et si on pose =L akxk
P(x) k=0

la suite (ak) est une suite récurrente d'ordre n.
n
De Moivre s'est aussi préoccupé de sommer I ax ainsi que
© k=0
Z dk
k=0

gquand la suite (ax) est récurrente d'ordre n.

Sa théorie a été développée par Euler, Lagrange, Laplace,
Lucas, Montel.... . 3

n n
(5) n!=2xn [ - ] pour n trés grand
e



(6) Sur le cercle trigonométrigque on place sur 1'axe Ox un
point P d'abscisse x

On trace un polygone régulier & m cétés BAi1, B2,...,Bn+1=RA)
alors PA12 .PA22....PAn2=%x2™ -2 cos(mB).x™ +1
Celd revient & écrire
m-1
b (x2 - 2x cos(® +2kn/m)+1l)=x2m -2 cos(m8).xm +1
k=0

Ce théoréme est exposé dans
le premier chapitre et
démontré dans le second
chapitre des " Miscellanea

Analytica de sériebus
et quadratures". I1
généralise un résultat

précédent du a Cotes (1682-
1716) (cas ol 8=0) et
publié en 1722 par son
collégue de Cambridge
Robert Smith

cas oum = 5
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LA FORMULE DESlTROIS NIVEAUX

Oii 1'on cherche 3 jauger les tonneaux

Trouver le volume d'un tonneau est un probléme trés ancien
On trouve dans la littérature différentes formules qui
toutes sont dépendantes des trois dimensions facilement
mesurables & savoir le petit diamétre d,le grand diamétre
D et la hauteur h du tonneau.

A
i

. Ces formules se raménent toujours
:h d la forme: V=ehC

. C pouvant étre considéré comme le
carré du diamétre moyen du tonneau.

<--d-->

Citons les quatre formules suivantes:

_1h,5D+4d 2 (Larousse 1931)
V= o)

Vznh[g 2,0 d ]2 (Petit Larousse 1993)

nh[5D+3d]2 (formule de Dhez)
8

Si D=d le“tonneau’est un cylindre et les quatre formules

donnent: nth
4

Si d=0 et h=D le‘'tonneau’est une sphére et on trouve
dans 1l'ordre: 25nD3,, 223 ~ 25nD3 . 523.
: 364 9 256 6

Si D=0 le'‘tonneau’ est un cone & deux nappes (sablier)

et on trouve dans l'ordre: !mhd2 " rrhd2 , 91'rhd2 , nhd

81 36 256 12

2

La derniére formule semble donc posséder un caractére

de généralité que les autres n'ont pas puisqu'elle est

la seule a donner les volumes exacts de ces trois solides.
On l'appelle actuellement la formule des trois niveaux.



Ot 1'on apprend 1l'histoire mouvementée de la formule

Plusieurs fois oubliée puis redécouverte cette formule
apparait 4 différentes époques.On la trouve une premiére
fois dans le Lilavati de Bhaskara (XII siécle).

Dans un grand ouvrage sur la géométrie du solide (Nova ste-
reometria doliorum) publié en 1615,Képler donne la formule
4 propos du jaugeage des tonneaux.Elle a aussi été donnée
par Toricelli en 1644. '

Newton a montré dans son Methodus differentialis com-
ment on peut calculer approximativement un segment solide
au moyen de plusieurs sections paralléles et en particulier
avec la formule des trois niveaux.Mac Laurin (Fluxions 1742)
complétant le travail de Newton a fait apparaitre que la
dite formule donne exactement le volume cherché lorsque l'aire
de la section située a& une distance x de l'une des bases
est une fonction entiére de x (polynGme) ne dépassant pas
le troisiéme degré (cf § suivant).Plus tard Simpson retrouva
les résultats de Newton et de Mac Laurin. :

Enfin au milieu du XIX siécle la formule fut & nouveau
redécouverte,d'une part par Sarrus suite & une question d"un
tonnelier,d'autre part par Baillargé qui lui donna le nom
de formule universelle prismoidale du cubage de tous les
corps.(cf coupure de presse en fin d'article).

Oii 1'on découvre les conditions de validité de la formule

Dans le bulletin de mathématiques spéciales de 1896
Niewenglowski a découvert tous les solides dont le volume
peut étre exprimé par la formule des trois niveaux.

Soit f(x) l'aire de la section
découpée dans le solide par

un plan paralléle aux bases

et situé & une distance algé-
brique x du plan équidistant
des bases.

Supposons que f soit une
fonction continue,le volume

du solide,en désignant par

2h sa hauteur,est alors:

Be(x)dx ou F(h)-F(-h)
/a / -h _
——_ F étant une primitive de f.

10



La formule des trois niveaux est applicable si et

seulement si:
F(h)-F(-h) = (h/3)(£(h)+£(-h)+4£(0))

Sachant que F'=f et en posant A=f(0),1'équation s'écrit:
F(h)-F(-h) = (h/3)(F'(h)+F'(=h)+4A)
Avec le changement de variable:y=F(h)-F(-h),elle devient:
3y=h(y'+4A)
dont les solutions sont de la forme: y=2Ah+(2/3)Bh3,
B désignant une constante arbitraire.En dérivant on obtient:
2

y'=2A+2Bh2 ou encore: f(h)—ﬂ—Bh2+f(—h)-A—Bh =0

Cette derniére équation signifie que la fonction I définie

2

par I(h)=f(h)-A-Bh® doit étre impaire.

Réciproquement on vérifie sans peine que toute fonction

2

f de la forme: f(h)=A+Bh“+I(h) ol A et B sont des constantes

et I une fonction impaire continue,vérifie 1'équation initi-

ale.

Remarquons en particulier que la formule des trois
niveaux est applicable aux fonctions polynOmes de degré
inférieur ou égal & trois (résultat découvert par Mac Lau-

rin).

11



0Od l'on se pose des questions d'unicité
P q

Existe-t-il d'autres formules & trois niveaux?
Revenons un instant au calcul du volume d'un tonneau et
considérons la formule suivante:

V=52(3£2+593L2)
8y 0 9

ot d désigne le diamétre commun
des deux bases et d' le diamétre
de la section prise au quart de
la hauteur h.

On vérifie facilement que cette formule est applicable
au cylindre,au céne & deux nappes et & la sphére.

Est elle applicable & d'autres solides?

Pour répondre & cette question il faut formuler en

termes mathématiques le probléme.
Soit F un ensemble de fonctions continues,h un réel donné
trouver tous les réels re]—h;h[,k,l,m tels que:

pour tout feF J:gf(t)dt = kf(h)+1£f(-h)+mf(r) (E)

On peut donner une réponse & ce probléme lorsque F est
l'ensemble des fonctions polyndmes de degré inférieur ou
égal &4 n avec n=2 ou n=3.

Etude du cas n=3
L'égalité (E) doit étre vérifié en particulier pour

f(t) = (tz—hz)(t-r) ce qui donne: (4/3)rb3 =0 d'odr=20

Sachant cela on détermine k en écrivant 1'égalité (E)

pour f(t) = (t+h)t et 1'on trouve k = h/3

De la méme facon on trouve 1 = h/3 et m = 4h/3

en utilisant f(t) = (t-h)t et £(t) = (t=h)(t+h).

On retrouve donc dans ce cas la Formule des trois niveaux.
On peut alors conclure que celle-ci est la seule applicable
32 un ensemble de fonctions contenant les polyndmes de degré
inférieur ou égal & 3.

Etude du cas n=2
Le probléme est équivalent & la résolution du systéme suivant
kh2+1hZemr? = (2/3)0°
kh-1h+mr = 0
k+l+m = 2h

que 1l'on obtient en écrivant 1'égalité (E) successivement

pour f(t) = t2 i B(t) =t ; £(t) = 1.

12



Relativement aux inconnues k,l,m on a un systéme de Cramer

p? 5% g2
puisque le déterminant h -h r
1 1. 1

qui est égal a4 2h(r -h ) est toujours différent de zéro.
Pour chaque valeur de r il existe donc un triplet (k,1l,m)
unique répondant au probléme. i 5h 16h

Par exemple pour r=(h/2) on trouve: k——§ 1—-9 m=—g—

c'est pourquoi la formule proposée au début de ce paragraphe
est applicable & tout "tonneau" dont l'aire de la section
située 34 une distance x des bases est une fonction polyndme
en x de degré inférieur ou égal & deux.Ce qui est le cas

du cylindre,du cdne et de la sphére.

Pour terminer donnons une interprétation élégante des
résultats précédents en termes d'algébre linéaire.
On sait que l'ensemble P des fonctions polyndmes de degré
inférieur ou égal a4 n est un espace vectoriel sur R de
dimension n+l.Les applications suivantes de Pn vers R

us £ r— f(h) v f——> f(—h)
Wi E v BEED I: f.—ﬁf(x)dx

sont des formes linéaires dont l'ensemble est un espace
vectoriel (noté P_*) appelé dual de P et qui a la méme
dimension que P T

Dés que n>» 2,1la Bfamille (u,v w) est libre.Pour n=2 elle forme
donc une base de P_* et par conséquent I est une combinaison
linéaire de u,v,w.nPour n=3 on a prouvé ci-dessus que la
famille (u,v,w,I) est 1lié si et seulement si r=0.

Philippe Deleham & Patrick Perrin
IREM de REIMS

Sources:

E.Fourrey Curiosités géométriques Vuibert 1938
Goulard Sur la formule des trois niveaux Mathésis 1897
J.L.Ovaert & J.L.Verley Algébre vol.l Cedic Nathan

Annexe:
Le Stereometricon Baillairgé
Extrait du Québec Daily Mercury 20 Mars 1872
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John WALLIS

Né a Ashford en 1616 est mort 4 Londres en 1703;
éleve de l'université de Cambridge il fit des études de
philologie, philosophie, théologie, meédecine et
Mathématiques, il fut un trés bon calculateur ce qui
transparait dans toute son oeuvre ; il fut un des
fondateurs de la Société Royale de Londres. Ses travaux
mathématiques occupent plus de 2 gros volumes sur les
3 publiés de ses Opera Mathématica en 1697 - 1699.

L'extrait publié ici provient de l'une de ses oeuvres,
considérée comme la plus importante, ' ARITHMETIQUE
DES INFINIS publiée d'abord en 1656 a une époque
ou le calcul différentiel n'était pas encore inventée.

Ici WALLIS calcule l'aire sous la parabole, y=x2 en
notation moderne, et l'aire limité par la spirale
d'Archimeéde, cette derniére obtenue par le deplacement
uniforme d'un point sur une droite, qui tourne

uniformément autour d'un point.
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ARITHMETIQUE DTESINFINIS

John WALLIS 1655

PROP XIX

Lemme

I on considere la suite des quantité: en raison doublée Arithmético-

?prOportionnellem, (ou bien la suite <z: nombres carrés) croissante
de fagon continue d'un point ou bien c= 0 pour le début (je calcule
de la sorte 0, 1, 4, 9, &c) il est propcsé de rechercher, quelle raison
a celle-ci a la suite identiquement égals 2u plus grand terme.

Soit la recherche par le moyen de l'induction (Comme dans la
prop 1), on aura

O+1=1__§___1+1 O+I~r«i.=5__ih+_1_
1+1=276"3"6 4+ 4+ 4=1273712

0 +1 +4 +9=14__Z__1+i 0O+1+ 4+ 6 + 16=30__§_=_Q__1_+__1~
9 +9 +9 +9=36"18" 3'18 16 +16 +16 +16 + 16=808 2473 24
O+ 1+ 4+ 9 +16 +25= 55—-_1_1-—_1.1,_1

25 +25 +25 +25 +25 +25=150"30" 3'30

O+ 1+4+ 0 +16 +25 +36= 91_ 1, 1 Et ainsi de suite.

1
36 +36 +36 +36 +36 +36 +36=250 31

30
La raison se développant est partout plus grande que le sous

triple, ou si vous voulez 3 Mais l'exceés décroit continuellement,

selon que le nombre de termes augmente; je calcule —é l_é ,1—1 ;
il _l ! &c; certes le dénominateur de la fraction augmente. ou
7 5 5 T smeme.

bien celui adjoint & la raison, en chaque terme d'un nombre composé
de 6, (ainsi qu'il parait) de sorte que l'excés du nombre se
développant au dessus du sous-triple, est celui qu'a l'unité au sextuple
du nombre de termes aprés 0. Et donc —

18



PROP XX

Theéoréme

I on propose la suite des quantités en double raison Arithmétique-

proportionnelle ( ou bien la suite des nombres carrés)
continuellement croissante, d'un point ou bien 0 comme début; le
rapport qu'a celle-ci a la suite identiquement égale au plus grand,
surpassera la sous-triple, et l'excés sera, ce rapport qu'a l'unité au
sextuple du nombre de termes aprés O; ou bien, qu'a la racine carré
du premier terme apreés 0, au sextuple de la racine carré du plus
grand terme.

J'estime (si le premier terme aprés O est fixé & 1, & la racine du

dernier k,) k—;-l k2 + %{1_ k2. Ou (ayant posé pour m le nombre, ou

bien la quantité des termes), & k pour le dernier coté [la racine du

; m m
dernier]) 3 k2 + EmG k2.
C'est manifeste par la proposition précédente.

Et avec le nombre croissant de termes, cet excés au dessus du
sous triple diminue ainsi de fagon continue de sorte qu'enfin il sort
plus petit qu'une quantité assignable a volonté, (comme il est
manifeste;) si on progresse vers l'infinie, ‘il s'évanouit tout a fait. Et
daiig ==

PROP XXI

Théoréme

I est proposée la suite infinie des Quantités en double raison
Arithmético-Proportionnelles (ou bien la suite des nombres carrés)
croissante de fagon continue, commenc¢ant d'un point ou bien de O;
celle-la sera & la suite identiquement égale au plus grand, comme 1 a
3:
C'est manifeste d'aprés ce que précéde.

PROP XXII
Théoréme
Our cette raison le Céne ou la Pyramide par rapport au Cylindre
ou au Prisme (sur une base identique ou ega!e avec la méme

hauvreur) est comme [ 4 3.
En effet nous supposons autant le Cone que la Pyramide composés
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d'une infinité de plans semblables et paralleles, en double raison
Arithmético-proportionnelle déterminée, dont le plus petit est supposé
un point, et le plus grand la base (par ce que nous disons a la Prop
6. des Sect. Con.); le Cylindre ou le Prisme, par des plans partout
égaux au plus grand (comme il est manifeste:) Le rapport est donc
comme 1 a 3 par la Prop. précédente.

PROP XXIII

Corollaire

E méme le complément de la Semiparabole, (Comprends la figure
: AOT qui avec la semi-parabole elle-méme remplit le
Parallélogramme,) est au Parallélogramme TD (sur celui-la méme ou
bien ayant une base égale sur une hauteur égale) comme 1 a 3. &t
en conséquence, la semi-parabole elle-méme est av méme
Parallélogramme, comme 2 4 3.)

Soit enfin la figure AOT de sommet A , de diamétre AT, de base

TO, et a celle-ci parallele autant que l'on
voudra (entre la base & le sommet) TO,
TO, &c. Puisque (par la prop. 21 Con.
Sect.) les droites DO, DO, &c sont en
raison sous-doubléesdes droites AD, AD,
&c. Par contre les droites AD, AD, &c
elles-mémes, c'est a dire TO, TO, &c
seront en raison doublées de DO, DO, &c
elles-mémes c'est a dire de AT, AT, &ec.
Donc toute la figure AOT (étant composée
des droites infinies en nombre TO, TO,
&c. en double raison des droites AT, AT,
&c. Arithmétiquement proportionnelles)
sera au Parallélogramme également élevé -
D o TD (étant composé par autant de droites
- égales a la plus grande des TO) comme

1 a 3 par la prop. 21. (Ce qui devait étre prouvé) Et
conséquemment, la semi parabole AOD (ce qui reste du
parallélogramme ) au méme Parallélogramme, comme 2 & 312

PROP XXIV

Corollaire

DE meéme la figure MTM, qui est limitée par la Spirale MT
(Commencant & l'origine de la Spirale) et la droite MT; est au
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Secteur correspondant PMT, comme [ a 3(3)

En effet (comme nous avons dit a la Prop. 5.) nous supposons cette
Figure MTM composée par une infinité de Secteurs semblables, dont
les rayons sont Arithmético-proportionnels, pour cette raison les
Secteurs eux-mémes en doubles raison Arithmético-proportionnelles
(bien str de leur cotés;) Quant au secteur PMT il est pris parmi tous
les secteurs égaux aux plus grand: En conséquence cette figure la
sera a celle-ci comme 1 & 3 par la prop. 21.

Et j'appelle ici par le nom de Secteur, aussi !'aggregat@) en
tel nombre qu'on voudra de Secteurs; il est permis d'égaler le demi-
cercle (ou méme le cercle entier) ou bien méme de le surpasser;
(comme nous avons averti au-dessus au sujet de l'appellation d'Angle,
a la prop. 5).

e IR 0 s

(1) raison Le mot est traduit du latin rafio comme "rapport" avec un
sens assez général d'ailleurs de "mettre en relation" ici par exemple
des longueurs ou des nombres, on retrouve ici les rapports des
longueurs des segments de la Géometrie Grecque d'Euclide (livre V)
que Wallis et la plupart des Mathématiciens de l'époque d'ailleurs
connaissaient parfaitement. :

On pourra comprendre y en raison de x comme y = kX, y -en raison
doublée de x comme y = kx2 et enfin y en raison sous doublée de
X comme y = kv.x

Donc une suwite de quantités en raison arithmético-proportionnelle
correspond actuellement a une suite arithmétique an+b, neN; et une
suite de quantilés en raison doublée arithmético-proportionnelle est
donc de la forme (an+b)2-
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(2) La surface ATOD est supposée constituée d'un infinité de lignes
paralleles 3 AD et placées les unes & cOté des autres a intervalles
réguliers et trés proches, connaissant la limite de la somme des
longueurs des lignes TO sur autant de lignes AD Wallis en déduit
l'aire ATO; c'est un raisonnement caractéristique de la théorie des
indivisibles, née en Italie avec Galilée et Cavalieri dans la premiére
moitié du XVI®ME sjecle.

(3) Spirale Il s'agit ici de la Spirale d'Archiméde (remarquer la
référence au Anciens) obtenue par le déplacement uniforme d'un point
sur une droite, cette derniére tournant a vitesse uniforme autour 4'un
point fixe

(4) Aggrégat = Somme.

——— BIBLIOGR APHIE =»——

Origine Du Texte:
Arithmetica Infinitorum 1655 in
OPERA MATHEMATICA Johannis WALLIS 1695
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Traduction:

JClaude PENIN

Groupe Histoire Des Math.
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Compte rendu d'une séquence
faite en Terminale Scientifique, portant sur I'introduction du
calcul des dérivées a partir d'un extrait de I'ouvrage du
Marquis de 1'Hospital :
Analyse des infiniments petits pour l'intelligence des lignes
courbes, 1697.

On y trouvera d'abord les deux questionnaires données aux
€léves, puis le texte du Marquis de I'Hospital, et enfin
quelques commentaires sur le déroulement de la séquence.

Jean Claude Penin
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QUESTIONNAIRE 1

Le texte présenté ci-joint est le début d'un ouvrage paru en 1697 et
intitulé ANALYSE DES INFINIMENTS PETITS POUR
L'INTELLIGENCE DES LIGNES COURBES par MI Le Marquis De
L'HOSFITAL.

1) Lire le texte du Marquis de I'Hospital jusqu'a la page 6.

2) Qu'est-ce qu'une différence selon le texte (page 2); comment la
note-t-il ?

3) Dans la définition II et l'avertissement que suit (page 2) le
Marguis De I'Hospital considére une ligne courbe et les quantités
%,v,z,,u. Dans 'exemple considéré ces quantités sont elles variables ?
Comment le comprenez-vous ?

4) Dans les pages 2 et 3 comment le Marquis nous explique-t-il ce
qu'est une quantité infiniment petite ?
Selon le texte une quantité infiniment petite est elle égale a O ?

5) En utilisant la regle I et la proposition I (page 3 et 4) cherchez la
différence des quantités suivantes:
S5+x-y y+z-a+b

A quoi vous fait penser la_différence d'une quantité variable ?

7) Dans la page S il explique comment chercher la différence d'une
égalité, situez ce passage.
Trouvez les différences de:

1

y=X3 y: —; y=8x+4

Comment avec les différences de 1'Hospital exprimer les dérivées des

fonctions:

|
—> x3: x—>—
X

- x—> 8x+4

Glossaire
Appliguées = Ordonnées
Coupées = Abscisses
A+X  désigne (A+X)
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QUESTIONNAIRE 2

1) Lire le texte du Marquis de I'Hospital page %w
28 ; 29 ; 30. '

2) On supose que TPM est un triangle rectangle
en P ; On suppose de plus que MRm est un
triangle rectangle en R et que (MR) est

parrallele a (TP).
Montrez par tout moyen a votre convenance

mR MP
que: =
RM  PT B G
3) Dans la proposition [ (page 11) comment comprenez-vous
ydx
I'expression de I'Hospital mR(dy) : RM(dx) :: MP(y) : PT= —
dy

4) Dans la remarque page 28 et 29 il parle du signe de PT et de ses
conséquences, a quoi cela correspond-il actuellement ?

S) Déterminez la sous tangente a la courbe d'équation y=v x.

6) Soit la courbe d'équation 2x2+y2=1 ; Calculer selon la méthode de
dx

I'Hospital sa sous tangente. En déduire
d
7) Dans le dernier paragraphe de la page y13 il dit " #Z faut chercher
qu'elle doit étre /a raison de dx a dy en ce point ; car i est visible
que cette raison étant connue l'angle que la tangente fait avec [axe
ot le diamétre sera aussi déterminé"
Comment comprenez-vous cette phrase ?
En déduire pour la courbe d'équation y=v X la position de la

tangente pour x=0.

8) En utilisant la remarque précédente pouvez-vous trouver les
coordonnées des points de la courbe d'équation 2x2+y2=1 en lesquels
la tangente est parallele a l'axe des abscisses puis paralleles a l'axe
des ordonnées. ’

Glossaire

raison = rapport
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COMMENTAIRES

Qbjectifs
1) Introduire et reviser le calcul différentiel

2) Montrer aux éléves un texte de mathématiques de la fin du XVII€
et leur dire quelques mots de I'histoire du calcul différentiel et en
citer les acteurs principaux (Ceci en 2 ou 3 minutes).

3) Faire redécouvrir aux éléves sous une forme différente de celle
utilisée actuellement des résultats qu'en fait ils connaissent déja (car
vus en ¢€re

4) Changer l'ordinaire par quelque chose qui n'est pas au programme
du BAC.

S) Faire prendre aux éléves du recul par rapport & ce qu'ils font en
mathématiques : j'entends par la que nous utilisons en mathématiques
un certain langage et symbolisme assez invariable, ceux de nos éléves
qui ont en mal compris certaines articulations majeures ont des
difficultés difficilement repérables ; ces textes que nous leurs offrons
usent d'un autre langage, souvent plus concret, voire familier et
peuvent les amener a comprendre mieux ( 1a je réve peut-étre...) ce
qu'ils font ordinairement.

Do l I ! I L -

Ce texte et les deux questionnaires furent donnés en classe de
Terminale C le Lundi matin de la rentrée des vacances de la
Toussaint, les éléves ont ce jour une séquence de 2 heures que je
pensais prolonger le lendemain matin. Cette date ne fut pas choisie au
hasard, le texte est en effet un peu long et n'intéresse pas
directement le BAC, il me semblait qu'il fallait mieux avoir des éléves
"frais" car j'allais leur demander un effort dans un domaine a priori
non directement rentable !

Les éleves ont commencé par lire le texte jusqu'a la page 6
comme c'est demandé dans le questionnaire n 1.
Des mots non prévus dans le glossaire donné m'ont été demandés

ainsi par exemple le mot gquantité que je pensais étre clair.
Pour la fagon de différencier le Marquis semble avoir été trés

convaincant
et ils ont facilement traité les exercices des questions 5), 6) et 7) du

questionnaire ; le rapprochement avec les dérivées n'a pas fait de
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probléme.

Pendant toute cette premiére séquence les éléves ont été attentifs
et ont paru intéresses .

D, l ! l 1 L -

La deuxiéme séquence a eu lieu le lendemain matin, j'ai alors la
classe en demi-groupe 1 heure chacun : nous avons donc entamé le
questionnaire n'2 dans lequel ont été traité les 6 premiéres questions,
la 7€Me p'ayant pu qu'étre ébauchée.

La 26ME€ 3 été résolue avec le théoréme de Thales.

la 3°M€ majgré la notation n'a pas posée de probléme particulier,
notation qu'il ont accepté d'ailleurs facilement.

Dans la 4°M€ je vyoulais qu'il me dise que le signe de PT
correspond actuellement au sens de variation de la "fonction" mais ce

n'est pas venu ! .
Le résultat de la S5€M€ Jes a fort étonné : La sous tangente a

cette parabole étant le double de l'abscisse ! certains m'ont demandé
si c'était vrai pour toute les fonctions.

Bilan

Ce texte a permis d'illustrer une notion que l'on ne voit pas en
Math. (Mais en Physique...) c'est celle d'INFINIMENT PETIT et en
particulier de les manipuler, de les voir agir si j'ose dire, de les voir
constituer ce fameux triangle caractéristique (page 11) par qui nous
avons du mal a faire passer la notion de différentielle. Le fait de
considérer une courbe comme un polygone d'une infinité de cotés
(page 3) me parait intéressant vis a vis des é€léves.

Le texte a intéressé les éléves et ils ont tous joué le jeu, bien
que le texte fut un peu long ; un éléve m'a dit que cela changeait de
l'ordinaire.

Le marquis de 1I'Hospital semble par ses arguments avoir
complétement convaincu les éléves et aucun n'a posé de question
relativement au fait de ce que pouvait étre dx ou dy quant a leur
nature exacte, ainsi ils ont trés bien accepté la demande du bas de la
page 2 qui permet de gérer l'utilisation de ces infiniments petits, et le
fait d'éliminer dxdy dans la différentiation de xy leur a paru naturel!
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GERBERT (938-1003)

Né en Auvergne d'origine obscure, Gerbert fait ses études au monastére de Saint
Géraud d'Aurillac.

De la, il est envoyé par Borel, (comte de Barcelone et duc de la Marche), en Espagne
dans la province de la Marche poury étudier les mathématiques.

Peut-étre, grace aux musulmans qui occupaient le reste de la péninsule, quelque
chose de l'enseignement des mathématiques arabes avait-il passé dans les écoles
chrétiennes de la Marche.

Il est présenté au Pape Jean Xlil pour sa science exceptionnelle, puis a 'empereur
Otton 1€"; Adalbéron, évéque de Reims le fait écolatre: clerc qui dirigeait I'école attachée a
la cathédrale. Gerbert y enseigne et fait enseigner les connaissances profanes et
religieuses; il expliquait ses legons a l'aide de machines. On lui attribue la conception d'une
sphére pour observer les astres, d'une horloge composée avec des principes de mécanique
et d'orgues hydrauliques.

Conseillé d'’Adalbéron, il lui succede sur le trone archiépiscopal de Reims: Il joue alors
un réle dominant dans une série de Conciles au France (Senlis, st Basle), ou il se fait le
champion de églises nationales.

Suspendu et excommunié par le pape pour avoir refusé de quitter le siege de Reims;
Otton Il (qui avait été son éleve) le fait élire évéque de Ravenne, puis pape en 999 a la
mort de Grégoire V.

Gerbert , qui prend le nom de Sylvestre Il, gouverne de maniére autoritaire: il cherche
a relever de son délabrement le Saint-Siége, jouet des factions aristocratiques de Rome et
de la politique européenne. IL réve dun empire latino-germanique capable de
contrebalancer Byzance. L'opposition romaine l'oblige & quitter Rome en 1001. La mort
d'Otton condamne ses réves de réforme. i meurt en 1003,

Pape de I'an mille, philosophe, homme politique (il pronait parait-il 1a séparation de
I'église et de I'état) et homme de science, Gerbert enflamma l'imagination des chroniqueurs
du Moyen-Age; Il aurait vendu tout jeune son ame au diable (Vincent de Beauvais, Xy,

Son tombeau servait d'indicateur a la mort du pontife romain. quand celle-ci
approchait "il en coulait de I'eau tant qu'autantil y ade la boue" (Malmesbury XII€)

Accusé de magie, il fut réhabilite aprés la révolution frangaise.

Il nous est connu par les documents pontificaux, son abondante correspondance et
ses ouvrages scientifiques. Le traité sur 'Abacus traduit par Chasles expose les principes
du calcul décimal. Ce dernier prétend que Gerbert naurait pas emprunté aux arabes mais a
Boéce la théorie de I'Abacus

Les historiens des sciences ne sont pas d'accord sur le part qui doit revenir, soit a
Gerbert dans le progrés des sciences en Europe, soit aux arabes dans la méthode de
Gerbert, mais il est clair qu'il joua un grand role dans la diffusion des connaissances
mathématiques.

Le texte proposé est celui d'une lettre de Gerbert (peut étre déja archeveque de
Ravenne vers 998) a Adelbold évéque d'Utrecht: dans celle-ci Gerbert explique a son
interlocuteur pour quelle raison deux méthodes de calcul de l'aire d'un triangle équilatéral
dont on connait le coté, donne des résultats différents. Le sujet est grave et montre I'état
d'avancement des sciences mathématiques vers l'an mille en Occident.

La premiére méthode est appelée Géométrique, c'est celle que nos éléves
connaissent: hauteur X base:2 & ceci prés qu'ici apparait une difficulté de taille le calcul de
la hauteur, nos éléves de colléges connaissent la solution: Le théoréme de Pythagore et le
résultat est irrationnel par rapport au coté; Gerbert connait ce théoréme mais domine mal la
question des irrationnels qu'on ne sait ni appréhender et encore moins représenter a
I'époque (La science grecque est oubliée et ce seront les savant arabes qui résoudront en
partie ces problémes), mais Gerbert est "astucieux” et il s'en tire trés bien.

La deuxieme méthode, appelée Arithmétique est tres curieuse, vous la découvrirez
en lisant la lettre, il semblerait que ce soit un souvenir d'une méthode utilisée par les
arpenteurs romains (agrimensores) pour calculer l'aire d'un triangle.

Enfin Gerbert passe aux explications, veritable démonstration de calcul intégral...
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GERBERTI

EPISTOLA AD ADELBOLDUM

ﬂ@mm&umdfa&amnummtm?maﬂqu&, Wmmﬂvn@wmwpmw
(Texte établi par BUBNOV)

ADELBOLDO nunc usque dilecto semperquée diligendo fidei integritatem,
integritatisque constantiam.

In his geometricis figuris, quas a nobis sumpsisti. erat trigonus quidam aequilaterus,
cujus erat latus XXX pedum, cathetus XXVI, secundum collationem lateris et catheti area
CCCXC .Hunc eumdem trigonum, si absque ratione catheti secundum arithmeticam
regulam metiaris, scilicet ut latus unum in se multiplicetur eique multiplicationi lateris unius
numerus adjiciatur, et ex hac summa medietas sumatur, erit area CCCCLXV. Videsne
qualiter hae duae regulae dissonent 2 Sed et illa geometricalis, quae per rationem catheti
aream in CCCXC pedes metiebatur, subtilius est a me discussa, et catheto suo non nisi
XXV et quinque septimas unius concedo, et areae XXXLXXXV et quinque septimas.Et sit
tibi regula universalis in omni trigono aequilatero cathetum inveniendi;lateri semper
septimam deme, et sex reliquas partes catheto concede.

Ut quod dicitur, melius intellegas, in minoribus numeris libet exemplificare. Do tibi
trigonum in latere VIl pedum longitudinem habentem. Hunc per geometricalem regulam
sic metior. Tollo septimam lateri et senarium, qui reliquus est, do perpendiculo. Per hoc
latus duco, et dico: sexies septem, qui reddunt XLII. Ex his medietas XXI area est dicti
trigoni.

Hunc eumdem trigonum si per arithmeticam regulam metiaris, et dicas: septies
septem, ut fiant XLIX, latusque adjicias ut sint LVI, dividasque, ut ad aream pervenias,
XXVIIl invenies. Ecce sic in trigono unius magnitudinis diversae sunt areae, quod fieri
nequit.

Sed ne diutius mireris , causam tibi diversitatis aperiam. Notum tibi esse credo qui
pedes longi, qui quadrati, qui crassi esse dicantur, quodque ad areas metiendas non nisi
quadratos [constratos] recipere solemus.Eorum quantulamcumque partem trigonus
attingat, arithmeticalis regula eos pro integris computat. Depingere libet, ut manifestius sit,
quod dicitur. '

qualratum

wupad J suody

latus FE pedam

Ecce in hac descriptiuncula XXVIIl pedes, quamvis non integri, habentur. Unde
arithmeticalis regula pro toto partem accipiens cum integris dimidiatos recipit. Solertia autem
geometricae disciplinae particulas, latera excedentes abjiciens, recisurasque dimidiatas
intra latera remanentes componens, quod lineis clauditur, hoc tantum computat. Nam in hac
descriptiuncula, quam septenarius per latera metitur, si perpendiculum quaeras, senarius
est. Hunc per VIl ducens quasi quadratum imples, cujus sit frons
VI pedum, latus VII, et aream ejus sic in XLIl constituis.Hunc si dimidiaveris, trigonum
in XXI pedes relinquis.

Ut lucidius intelligas, oculos appone, et mei semper memento.
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Lettre de Gerbert a Adelbold

Szpfwa)fwrb do lo, dﬁémm@ 7e wisullaly oblonus, dams lo mesune do lo wn;a.oz, d'un fnw/n?fla
p,?wfafmaf solon quie Con mﬁfmz (o mathode WMW ow lo mithode amﬁvmp,fc?xw

A Adelbold que j'ai toujours aimé et que j'aimerai toujours, avec l'assurance de
toute mon estime, entiére et durable.

Parmi les figures géométriques que tu as regues de nous, il y a un triangle
équilatéral dont le coté est de 30 pieds, la cathéte(!) de 26 et dont I'aire, calculée a partir du
coté et de la cathéte, de 390. Si tu mesures ce méme triangle mais sans utiliser la méthode
de la cathéte, en suivant la regle arithmétique(@, c'est-a-dire si, aprés avoir multiplié un cote
par lui-méme, tu ajoutes au résultat le nombre qui mesure ce méme cote et si, de la somme
ainsi obtenue, tu prends la moitie, tu obtiendras une aire de 465. Vois-tu a quel point ces
deux régles sont en désaccord ? Mais d'une part, j'ai astucieusement écarté laregle
géométrique qui, grace a |a cathéte, mesurait I'aire en 390 pieds®), et d'autre part j'attribue
3 |a cathéte seulement 25 et cing septiémes et, pour son aire, 385 et cinq septiémes.
Applique donc cette regle générale qui permet de trouver la cathéte de tout triangle
équilatéral: retranche toujours du coté la septieme partie et attribue a la cathéte les 6
parties qui restent.

Afin que tu comprennes mieux ce qui a été dit, je veux te donner un exemple
avec de plus petits nombres. Soit un triangle qui a une dimension de sept pieds pour le
coté. Je mesure ce triangle selon la régle géométrique. J'enléve un septiéme au cote, et je
donne les six septiémes qui restent a la perpendiculaire. Je multiplie le coté par cette
perpendiculaire et je dis: six fois sept font 42, dont la moitié: 21, est I'aire du dit triangle.

Supposons que tu mesures le méme triangle par la régle arithmétique, que tu
dises: sept fois sept font 49 et que tu ajoutes le coté pour obtenir 56 et que tu partages en
deux pour obtenir l'aire, tu trouveras 28. Voila que dans un triangle dont le coté conserve la
méme valeur, les aires sont différentes, ce qui ne peut étre.

Mais afin que tu ne restes pas dans I'embarras plus longtemps, je vais te
montrer la raison de cette différence. Je crois que tu sais ce que I'on entend par pieds de
longueur, pieds carrés et pieds de volume et que pour mesurer des aires, nous avons
I'habitude de ne prendre que des carrés, par empilement. Quelle que soit I'importance de la
partie de ces carrés qui se trouve en contact avec le triangle, la régle arithmétique compte
ces carrés pour des carrés entiers.

Je veux te dessiner ce dont nous parlons afin que ce soit plus clair pour toi.

spaid g Inojney

coté 7 pieds

Voila donc qu'il y a, dans cette petite figure, 28 pieds carrés, quoiqu'ils ne soient
pas tous entiers. D'ou la régle arithmétique qui prend la partie pour le tout et qui considére
ces éléments de carrés comme des carrés entiers. Or l'ingéniosité de la méthode
géométrique - qui néglige les petites parties qui dépassent des cotés et qui conserve les
parties coupées intérieures au triangle - consiste & prendre en compte seulement ce qui est
3 lintérieur des cotés. Car, si, dans cette petite figure dans laquelle sept pieds mesurent les
cotés, tu cherches la perpendiculaire, tu trouves: six pieds. En multipliant ce nombre par 7,
comme lorsque, en le remplissant de petits carrés, tu calcules la surface d'un rectangle dont
la hauteur est de 6 pieds et le coté de 7 pieds, tu obtiens, pour son aire: 42. Si tu divises
par 2, il restera 21 pieds pour le triangle.

Pour mieux comprendre, regarde bien la figure et souviens-toi toujours de moi.
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NOTES

(1) Cathete: hauteur.
+ 2 . ;
(2) E—i-gﬂ-—- =C, Nombre triangulaire

(3) Resultat pourtant trés bon que Gerbert, pour uné raison didactique, va écarter, peut-
atre sait-il qu'il est précis, c'est vraisemblable mais de toute fagon 'exemple n'est pas
de Iui puisqu'on le retrouve dans différents écrits antérieurs.

SOURCES

GERBERTI OPERA MATHEMATICA Dr. Nicolaus Bubnov Berolini 1899

Geneviéve KIENTZ
Jean GOUDOUR
Jean-claude PENIN
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Combien de diameétres
dans le périmétre du cercle ?

ou encadrer TT “comme Archiméde”

C’est sous ce titre que le travail suivant a été donné a des éléves de 1 &re année BEP, actuellement
“seconde professionnelle des L.P.

I1 était hors de question de procéder par rapport de segments 4 la maniére d’ Archiméde 1(1) sur une
figure ou n’apparaissent d’ailleurs pas les fameux polygones; simplement, le texte original donne
I'idée d’une méthode a laquelle les éleves sont sensibles et qui peut déboucher sur la maitrise de
I’approche de Tt.

Voici ce qui leur fut donné :

(ici le rayon sera 50 donc 7 = i)
100

~ FH% Y

Principe : * 51 § est périmétre du cercle dans 7 =

* Les périmetres des polygones réguliers inscrits P R I j croissent avec j
(J=1 hexagone; j=2 dodécagones; etc...)

et approchent § par valeur inférieure

* Les périmetres des polygones réguliers circonscrits P R C j décroissent avec j

% " Sc
et approchent § par valeur supérieure 100 >

1 CEuvres complétes (ti) “De la mesure du cerle”, Prop Ill, p130 & 134
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Figure :

Cj

Pt

\

e

ici j=1 (6 cotés) tous les calculs dans OII, sont faisables par application du théoréeme de Pythagore,
I’objectif étant de passer de 11y, a Il (j=2 12 cotés) [CC;] est homothétique de [II;], dans une

homothétie de [B;E)
OH\

Déroulement : dej=14j=5

coté

10j

demi corde IHj

apothéme OHj

coté

fleche

CGj

HjJj +1

(6; 12; ...96 cotés)

- §i — $i/108

— §i — Si/100

(la derniere ligne permettant d’accéder a IIj+1)

La moitié des éléves sont arrivés au bout...en terminant le travail chez eux - Ce qui donnait ceci:

=1 1L
1/2 cadre
(n=6) apothéme
CCy
fleche

50
25

43,301270
3LT33027

6,698730

100 100
3

3,46410
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et en abrégeant la présentation :

j=2

n=12

25,881905
12,940952
48,296291
26,794920
1,703709

3,10583

3,21539

j=

n=24

13,052619
6,526309
49,572243
13,165249
0.,427757

3,13263

3,015966

[
|
f =Y

n=48

6,540313
3,270156
49,892946
6,554346
0,107054

3,13935

3,14609

3,271908
1,635954
49,973229
3,273661
0,026771

3,14103

3,14271

3,14271

Les plus curieux n’ont pas manqué de comparer avec I’encadrement obtenu par Archiméde et que

310 ?y
M <z< /1

(3,14085 < 7 < 3,14286)

J’avais donné sous la forme :

Deux courageux sont passés & j=6 (192 c6tés) ...(3,14145 < nt < 3,14187)

L’encadrement donné par Archimede a été obtenu en soignant particuliérement majoration et
minoration. C’est, par contre, sans se poser de questions et sans que je leur pose, que les él2ves ont
noté toutes les décimales affichées, et arrondi chaque fois, au plus proche, les valeurs
d’encadrement.
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La Quadrature de la Parabole
( d'aprés Archiméde 287-212 av.J.C )

Dans son traité "De la quadrature de la parabole", Archiméde entre-
prend de déterminer l'aire d'un segment de parabole, c'est 4 dire 1'aire
de la région située entre une parabole et une sécante.

I1 donne d'abord le résultat suivant : Lorsqu'on a une sécante AC &
la parabole, et que l'on trace la paralléle a 1l'axe par le milieu D de
la sécante, celle-ci coupe la parabole en un point B oid la tangente a la
parabole est paralléle & la sécante. Réciproquement, si une sécante et
une tangente sont paralléles, la paralléle a 1'axe passant par le point

de contact coupe la sécante en son milieu (cf figure 1).

Question 1 : démontrez les propriétés précédentes a4 partir de la défini-
tion suivante de la parabole : courbe d'équation y = kx* dans un repé-

re orthonormé. Vous utiliserez les notations suivantes : A(aj;a') B(b;b')

Cle:e’) cesetCens

Pour faciliter les choses, on appelera diamétre du segment de para-
- bole la droite BD et le point B sera le sommet du segment de parabole.

Archiméde rappelle ensuite la relation fondamentale suivante : "Les
carrés des segments découpés sur deux sécantes paralléles, par la para-
bole et le diamétre du segment de parabole, sont dans le méme rapport
que les segments découpés sur ce diamétre, par la parabole et les deux

2
sécantes." En termes actuels :-%%7 =%§% (cf figure 1).

Question 2 : démontrez ce résultat (méme méthode et notations que Q.1).

La méthode d'Archiméde pour mesurer l'aire du segment de parabole
limité par la sécante AC, consiste & inscrire dans ce segment des poly-
gones "s'approchant de plus en plus" de la parabole.

Le premier de ces polygones est le triangle ABC ; le deuxiéme est
AEBFC obtenu en tragant des segments de paralléles & l'axe, au quart et

aux trois quarts de la sécante AC (cf figure 2).
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Question 3 : montrez que EH =FI = (3/4)BD.
Montrez que les triangles ABE et AHJ ont la méme aire.
Déduisez-en que 1'aire du polygone AEBFC est égale a 5/4 de l'aire du

triangle ABC.

Le troisiéme de ces polygones est obtenu en partageant la sécante

AC en huit parties égales (cf figure 3).

Question 4 : expliquez pourquoi la somme des aires des quatre triangles
AXE, ELB, BMF, FNC est le quart de la somme des aires des deux trian-

gles ABE et BFC.

Archiméde imagine ensuite de réitérer indéfiniment le procédé. Si
1'aire du triangle ABC est prise comme unité, le deuxiéme polygone de la
suite mesure 1 + (1/4), le troisiéme 1 + (1/4) + (1/4)? ...etc...

Intuitivement 1'aire de ces polygones est de plus en plus proche de

celle du segment de parabole.

Question 5 : Déduisez de ce précéde la mesure de 1'aire du segment de

parabole.

Sources :
J.DHOMBRES : Nombre, mesure et continu, Cedic Nathan 1980.
B.BETTINELLI : Le trésor d'Archiméde, Irem de Besangon 1988.

.
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